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Otwierajgcy obraz tez powstat dzieki symetrii Srodkowejwzgledem punktu A.

Znajac pojecie symetrii Srodkowej poznasz jej zastosowanie w znajdowaniu obrazow
okregow.

Twoje cele

o Okreslisz zalezno$ci miedzy wspotrzednymi punktu i jego obrazu w symetrii
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

o Okreslisz zaleznosci miedzy wspolrzednymi punktu i jego obrazu w symetrii
wzgledem dowolnego punktu.




o Wyznaczysz rOwnanie obrazu okregu w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych.



Przeczytaj

Juz wiesz

Symetrig Srodkowg wzgledem punktu C nazywamy przeksztalcenie geometryczne,

w ktérym obrazem kazdego punktu A, A # C, jest taki punkt A’, dla ktérego punkt C jest
srodkiem odcinka AA’. Obrazem punktu C jest ten sam punkt (punkt staly). Symetrie
srodkowa wzgledem punktu C oznaczamy S¢.

R P’

So(P) = P
Sc(Q) =@’
Se(R) = R

Punkt C' nazywamy $rodkiem symetrii.
Z uzyciem wektorow definicje symetrii sSrodkowej mozemy zapisa¢ nastepujaco:

Symetrig Srodkowa na plaszczyznie wzgledem punktu C' nazywamy przeksztalcenie
geometryczne, w ktorym kazdemu punktowi A lezacemu na plaszczyznie
przyporzadkowujmy taki punkt A’, Ze

— —
CA =-CA

Punkt C' nazywamy $rodkiem symetrii tego przeksztalcenia.


javascript:void(0);

A

Niech punkt P’ = (z’, y’) bedzie obrazem punktu P = (z, y) w symetrii $rodkowej
o $rodku C = (k, h).

vA
Pl=lmy')
C=(k, h)
/ O X
P=(z,y)

Skoro C'jest srodkiem odcinka PP’, to

z+x _ 1.: yty
== =kiss-=h

Stad
{a:’ =2k —x
Yy =2h—y
Zatem obrazem punktu P = (z, y) w symetrii $rodkowejo srodku C' = (k, h) jest punkt
P = (2k—z, 2h — y)
Uwaga!

Jedli C = (0, 0),to




{az’ =—z
y=-y
S to rownania symetrii Srodkowej o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych.

Dwa punkty s3 symetryczne do siebie wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, gdy
odpowiednie wspotrzedne tych punktow sg liczbami przeciwnymi.

Obrazem okregu o srodku w punkcie S = (a, b) i promieniu dtugosci r w symetrii
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych jest okrag o sSrodku w punkcie S = (—a, —b)
i promieniu dtugosci r.

Przyktad 1

Wyznaczymy rownanie obrazu okregu o rownaniu (z + 4)* + (y — 3)* = 4 w symetrii
srodkowejwzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

Rozwiazanie

Srodek tego okregu ma wspotrzedne (—4, 3). Obrazem tego $rodka w symetrii
srodkowejwzgledem poczatku uktadu wspotrzednych jest punkt o wspotrzednych
bedacych liczbami przeciwnymi do danych, czyli (4, — 3). Rownanie okregu
symetrycznego ma zatem postaé: (z — 4)* + (y+ 3)* = 4.

12 90 -8 -6 -4 -2 0

Przyktad 2

Wyznaczymy réwnanie obrazu okregu o réwnaniu z? + y* + 2z — 10y + 10 = 0
w symetrii Srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

Rozwiazanie



javascript:void(0);

Wyznaczymy najpierw wspotrzedne srodka tego okregu i dtugosc¢ jego promienia.
Korzystamy z rownania ogélnego okregu: 2> + y* — 2ax — 2by + ¢ = 0:

(—2aq =2

—2b =10

Ye=10

o VETE

(0 = —1

b=5

Ye=10
VTS0 - /16— 4

Zatem $rodkiem danego okregu jest punkt S = (—1; 5) a jego promien ma dlugos¢ r = 4

Obrazem $rodka S w symetrii Srodkowej wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych jest
zatem punkt o wspotrzednych (1; — 5). Rownanie okregu symetrycznego ma zatem
posta¢: (z — 1)? + (y + 5)* = 16.

Przyktad 3

Do okregu o nalezg punkty A = (0, — 1); B = (—4, 3); C = (-3, 0). Wyznaczymy
rownanie obrazu tego okregu w symetrii Srodkowej wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych.

Rozwiazanie

Wyznaczymy wspotrzedne érodka (a; b) tego okregu i dtugosé jego promienia r.
Poniewaz punkty A, Bi C naleza do okregu, to:

((0—a)’ +(-1-b)°=r2 (1)
((—4—a)+(3-b*=7r2 (2)
(-3—a)’ +(0-b)° =72 (3)
(a®> +1+2b+ b =12 (1)
416 +8a+a®>+9—6b+b° =7 (2)
|9+ 6a+a®+b* =12 (3)

Odejmujemy stronami réwnania (1) i (3):
1+2b—9—6a=0

2b = 6a + 8


javascript:void(0);

b=3a+4 (4)

Odejmujemy stronami réwnania (2) i (3):

254+8a—6b—9 —6a=0

2a — 6b = —16

a—3b= -8 (5)

Podstawiamy rownanie (4) do réwnania (5):

a—3-(3a+4)=-8

a—9a—12= -8

—8a =4

o=}

Zatem:

=

Srodek okregu w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych ma wspotrzedne:
( - 4)

Wyznaczamy kwadrat dlugosci jego promienia, korzystajac z rownania (1):
N G RS SR P TS S

Rownanie obrazu okregu ma postac: (:c — %)2 + (y + %)2 = %

Przyktad 4

Okrag o rownaniu (z + 8)2 + (y+ 2)2 = 3 przeksztalcamy najpierw przez symetrie
srodkowg wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, a nastepnie przez symetrie
$rodkowg wzgledem punktu C' = (1, 2). Wyznaczymy rownanie obrazu tego okregu po
obydwu przeksztatceniach.

Rozwiazanie

Srodek okregu ma wspotrzedne S = (—8, — 2), zatem obraz $rodka tego okregu
w symetrii srodkowejwzgledem poczatku uktadu wspotrzednych ma wspotrzedne
S’ = (8, 2).



Wyznaczymy teraz wspotrzedne punktu S’ w symetrii wzgledem punktu C = (1, 2).

Poniewaz
r=2k—=x
Yy =2h—y

wiec
r=2-1-8
Yy =2-2-2

= —6
y =2

Zatem rownanie okregu ma postac:
(x+6)° + (y—2)* = 3.
Przyktad 5

Punkt P’ = (2, 4) jest obrazem punktu P = (—6, 8) w symetrii $rodkowejwzgledem
punktu C. Wyznaczymy rownanie ogdlne obrazu okregu o srodku w punkcie C
i promieniu dtugoéci 7 = v/2 — 1 w symetrii srodkowej wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych.
Rozwiazanie
Wyznaczymy najpierw wspolrzedne punktu C.

2 =2k—(—6)

4=2h—-8

12 = 2h

—4=2k
h=6
k=—2
h=6

Zatem $rodkiem okregu jest punkt C' = (—2, 6).

{2:2k—|—6

Obrazem punktu C' w symetrii wzgledem poczatku ukladu wspéirzednych jest punkt
o= (2, —6).

Wyznaczamy réwnanie ogblne okregu o srodku w punkcie C’ i promieniu dlugosci

r=+/2-1:



(z—2)°+(y+6)° = (¢§—1)2

2 —dr+4+ P +12y+36=2—-2vV2+1

22+ — 4z +12y+374+2V2=0

Stownik
symetria sSrodkowa wzgledem punktu C

przeksztalcenie geometryczne, w ktorym obrazem kazdego punktu A, A # C, jest taki
punkt A’, dla ktérego punkt C jest srodkiem odcinka AA’

réwnanie ogdlne okregu

réwnanie ogdlne okregu o $rodku w punkcie S = (a, b) i promieniu dtugosci 7:

22+ 1y —2ax —2by+c=0ir=+va2+ b —c




Aplet

Polecenie 1

W kolejnych dwdch krokach apletu obserwuj, jak zmienia sie rownanie okregu
01: (z+4)°+ (y—1)* = 4 w symetrii wzgledem punktéw (0, 0) i (1; 2).

Nastepnie, na prostej przechodzacej przez punkty (0,0) i (1; 2) zmieniaj potozenie punktu S
i obserwuj, jak zmienia sie potozenie srodka obrazu okregu 0; w symetrii wzgledem tego
punktu.

Zauwaz, ze srodki obrazow okregu sg wspoétliniowe oraz ze prosta przechodzaca przez punkty

(0,0) i (1; 2) jest rownolegta do prostej przechodzacej przez srodki obrazéw okregu oy .

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwFgcj3wz


https://zpe.gov.pl/a/DwFgcj3wz

Polecenie 2

Na podstawie apletu podaj wspoétrzedne srodka obrazu okregu o; : (x + 4)2 + (y — 1)2 =4
w symetrii wzgledem punktu

a)S=(-1; —2);

b) S = (2; 4)



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Punktem symetrycznym do punktu (—997, 2020) wzgledem
poczatku uktadu wspétrzednych jest punkt:

O (2020, — 997)
O (997, — 2020)
O (—997, — 2020)

O (997, 2020)

Cwiczenie 2 @)

Znajdz srodek symetrii C, w ktérej punkt P’ jest obrazem $rodka okregu o i potacz je w pary.

0: <:c—3—|—\/5>2—i—(y+2)2:10

C=(3,1
P’:(ﬁ, 4) (. 1)
o:(x+2)°2+(y—5)2=8 _
P’=(—4,y—3) =031
0:(z+10)%+ (y—2)* =2
P’:(10+2\/3, 4\/5—2) C:(*/g’ 2*/5)



Cwiczenie 3 @

Punkty A = ( _10;3\/5 , 6+§*/5> iB= ( _1053‘/5, 6_3*/5) sg punktami symetrycznymi

pewnego okregu wzgledem jego srodka. Przeciggnij w wyznaczone miejsce wspotrzedne
srodka tego okregu.

(3,5 ][5 =9 |[(=5, 3| [, =3)

Cwiczenie 4

Zaznacz wspotrzedne punktéw, ktore sg obrazami srodka okregu
0: (z +10)* + (y — 2)* = 16 w symetrii $rodkowej wzgledem punktu C:

C= (0, 2) c—(,02) C=(0,0)
P’ = (10, —2) OJ P =(12, —2) OJ P’ = (10, 2) O
P’ = (10, 2) O P = (12, 2) O P =(-10, —2) O

P’ =(-10, 2) OJ P =(-12, -2) OJ P’ = (10, —2) O

Cwiczenie 5

Okrag o réwnaniu (z — 4)® + (y — 10)? = 1 jest obrazem okregu o réwnaniu z2 + ¢2 = 1
w symetrii wzgledem punktu o wspotrzednych

O (2, 5)

O 6,2



Cwiczenie 6

Okrag o réwnaniu (z — 3)2 + (y+ 2)2 = 4 jest obrazem okregu o réwnaniu
(x + 3)2 + (y — 3)2 — 4 w pewnej symetrii srodkowej. Srodek symetrii tych okregéw lezy
w uktadzie wspoétrzednych

naosiY

w éw. I

o O O

w éw. II

() naosi X
Cwiczenie 7 @

Wyznacz réwnanie obrazu okregu o srodku S = (1, — 2) i promieniu 7 = 1 w symetrii
$rodkowej wzgledem punktu C' = (-2, 3).

Cwiczenie 8 @

Okrag o réwnaniu 22 + y? — 2z + 4y — 20 = 0 przeksztatcono przez symetrie érodkowa
wzgledem punktu C' = (3, 1). Napisz réwnanie otrzymanego obrazu. Podaj ilustracje
graficzna.



Dla nauczyciela

Autor: Janusz Karkut

Przedmiot: Matematyka

Temat: Obraz okregu w symetrii wzgledem poczatku ukladu wspoirzednych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

7) wyznacza obrazy okregow i wielokatow w symetriach osiowych wzgledem osi uktadu
wspotrzednych, symetrii Srodkowej (o srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych).

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolne;.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
» kompetencje matematyczne i informatyczne;
» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

e podaje rownania symetrii wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych;

e podaje rownania symetrii wzgledem dowolnego punktu;

e wyznacza rownanie obrazu okregu w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
o dyskusja;
 liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu badz jeden komputer z rzutnikiem
multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybranego ucznia o przypomnienie rownania okregu w postaci
kanoniczneji w postaci ogolne;.

2. Metoda burzy mozgow uczniowie przypominajg definicj¢ symetrii sSrodkowe;.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz okresla kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z treScig w sekcji ,,Przeczytaj’ i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie obserwujg, jak zmienia si¢ rownanie okregu w symetrii wzgledem
wskazanych punktow w uktadzie wspolrzednych.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonujg w grupach na czas ¢wiczenia 1-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:



Uczniowie rozwigzujg pozostate zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Symetria wzgledem punktu

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykorzysta¢ materiat z sekciji ,Aplet” do powtérzenia przed
sprawdzianem.


https://epodreczniki.pl/a/symetria-punktu/DRAWnR7Lq

