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Zdarzenia losowe niezalezne

Zrédto: dostepny w internecie: maxpixel.net, domena publiczna.

Czesto wydaje nam si¢, ze nie mamy wptywu na pewne wydarzenia, ktore dotyczg nas
bezposrednio.

Uwazamy wrecz, ze to nieunikniony los wytycza Sciezki naszej drogi zyciowej. Dla
niektorych jest to dobre wytlumaczenie, aby nie podejmowac zadnych dziatan, a los niech
za nas zdecyduje. Dla innych zdanie si¢ na los, to maskowanie pokretnych poczynan.
Przykladem moze by¢ rejent Milczek, postac literacka wystepujaca w komedii A. Fredry
»Zemsta’, ktory thumaczy swoje postepowanie zrzadzeniem losu.



Ludwik Solski jako Dyndalski (po lewej) i Jerzy Leszczynski jako Czesnik Maciej Raptusiewicz (po prawej)
w sztuce Zemsta.
Teatr im. Juliusza Stowackiego w Krakowie, rezyseria Teofil Trzcinski.

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

(( Co los spusci, przyja¢ trzeba;
Niech si¢ dzieje wola Nieba.

Aleksander Fredro ,Zemsta’

W matematyce tez spotykamy sie ze zdarzeniami losowymi. Cho¢ w kontekscie bardziej
teoretycznym niz praktycznym. W tym materiale poznamy jedno z najwazniejszych pojec
rachunku prawdopodobienstwa zwigzanego ze zdarzeniami losowymi - zdarzenia losowe
niezalezne. By¢ moze przeczytawszy o zdarzeniach niezaleznych, zastanawiasz si¢, czy sg
tez zdarzenia zalezne. Odpowiedz i na to pytanie znajdziesz, analizujgc prezentowany
material.

Twoje cele

o Sprawdzisz, czy dane zdarzenia sg niezalezne czy zalezne.
e Obliczysz iloczyn prawdopodobienstw zdarzen losowych.
» Obliczysz prawdopodobienswtwo iloczynu zdarzen losowych.

o Uzasadnisz wlasnosci prawdopopodobienstwa iloczynu zdarzen losowych.



Przeczytaj

Prawdopodobienstwo iloczynu dwoéch zdarzen

Przeksztatcajgc wzor P(A/B) = Pgé;f) na prawdopodobienstwo warunkowe dwoch

zdarzen A, B takich, ze P(B) > 0 otrzymujemy wzor na prawdopodobienistwo iloczynu
zdarzen P(AN B) = P(B) - P(A/B).

Jesli P(A) > 0 to mozemy rowniez zapisa¢c P(AN B) = P(A) - P(B/A).
Wz6r na prawdopodobienstwo iloczynu dwoch zdarzen

Niech A C Q, B C Q). Wtedy:

P(ANnB)=P(B)-P(A/B),jesli P(B) > 0

P(ANB)=P(A)- P(B/A),jesli P(A) > 0

Przyktad 1

Z talii 52 kart wyciggamy kolejno dwie karty bez zwracania. Obliczymy
prawdopodobienstwo, ze obie wylosowane karty beda asami.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze pierwsza wylosowana karta bedzie asem,
B - zdarzenie polegajace na tym, ze druga wylosowana karta bedzie asem.

Wtedy A N B to zdarzenie polegajace na tym, ze pierwsza i druga wylosowana karta beda
asami.

W talii ztozonej z 52 kart sg cztery asy, zatem:

Po wylosowaniu asa, w talii zostato tylko 51 kart, w tym trzy asy, stad:
P(B/A) = 1

Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A i B jest rowne:

P(ANB) =& -2 = 57

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch asow w kolejnych losowaniach jest rowne 2—51



Przyktad 2

Fucznik trafia w tarcze z prawdopodobienstwem 0, 4, przy czym jest 60% szansy na to, ze
jesli trafi w tarcze, to trafi w srodek tarczy. Obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo, ze
strzelec trafi w Srodek tarczy.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze strzelec trafi w $rodek tarczy,
B - zdarzenie polegajace na tym, ze strzelec trafi w tarcze.

P(B)=0,4

P(A/B)=0,6

Korzystajgc ze wzoru na prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen otrzymujemy:
P(AnB)=10,4-0,6=0,24

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo tego, ze strzelec trafi w Srodek tarczy jest rowne 0, 24.

Zdarzenia niezalezne

Zawodnicy A i B rzucajg pitkami do kosza. Wynik rzutu zawodnika A nie zalezy od wyniku
rzutu zawodnika B i odwrotnie. Rezultaty rzutow sg od siebie niezalezne.

Jezeli A C Q, B C Qi zajScie zdarzenia A nie zalezy od zaj$cia zdarzenia B, to o takich
zdarzeniach mowimy, ze s3 niezalezne.

Wowezas P(A) = P(A/B) = Z552) czyli P(AN B) = P(A) - P(B).
Definicja: Zdarzenia losowe niezalezne

Zdarzenia A C 2, B C ) nazywamy niezaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy

P(AN B) = P(A) - P(B)

Z powyzszej definicji wynika, ze aby sprawdzi¢, czy dane zdarzenia A i B sa niezalezne,
wystarczy sprawdzi¢, czy zachodzi rowno$¢ P(AN B) = P(A) - P(B).

Przyktad 3
Sposrod liczb naturalnych od 1 do 50 losujemy jedng liczbe.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 8,




B - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 10.

Zauwazmy, ze liczba 40 jest podzielna zaréwno przez 8, jak i przez 10, wigc
przypuszczamy, ze zdarzenia A i B nie s3 niezalezne.

Sprawdzimy nasze przypuszczenia, obliczajac prawdopodobienstwa odpowiednich
iloczynow.

Zdarzeniu A sprzyjaja liczby:
8, 16, 24, 32, 40, 48.

Zatem: P(A) = 5.
Zdarzeniu B sprzyjajg liczby:
10, 20, 30, 40, 50.
Zatem: P(B) = 2.

Zdarzeniu A N B sprzyja liczba 40.

Zatem: P(AN B) = +.

Wtedy:
P(A)-P(B):%.;_O:% %
Czyli: P(A) - P(B) # P(AN B)

Zdarzenia A i B nie sg niezalezne. O takich zdarzeniach méwimy, Ze sg zalezne.

Przyktad 4

W koszyku jest 10 grzybow, w tym 6 dobrych i 4 robaczywe. Z koszyka wypadly dwa
grzyby. Sprawdzimy, czy niezalezne s3 zdarzenia:

A - wypadt co najwyzejjeden grzyb dobry,
B - wypad? co najwyzej jeden grzyb robaczywy.

Z koszyka wypadty dwa grzyby sposrod dziesieciu, ktore znajdowaty sie¢ w koszyku.
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o (9)-

Zdarzeniu A sprzyja wypadniecie dwoch grzybow robaczywych lub jednego dobrego
i jednego robaczywego.



() () () oo

Zdarzeniu B sprzyja wypadniecie dwoch dobrych grzybéw lub wypadniecie jednego
grzyba dobrego i jednego robaczywego.

() ()

Zdarzeniu A N B sprzyja wypadnigcie jednego grzyba dobrego i jednego robaczywego.

o= () () -

Wynika z tego, ze P(A) - P(B) = Z—g . % iP(ANB) = %.
Czyli: P(A) - P(B) # P(AN B).

Zdarzenia A i B sg zalezne.

Korzystajgc z prawdopodobienstwa warunkowego, definicje zdarzen niezaleznych mozna
okresli¢ nieco inacze;.

Definicja: Dwa zdarzenia losowe niezalezne

e Niech A C Q,B C Qi P(B) > 0. Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, gdy
P(A/B) = P(A).

e Niech A C Q,B C Qi P(A) > 0.Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, gdy
P(B/A) = P(B).

Przyktad 5

Na przystanku Zaktadowa - Fabryczna staja dwa miejskie autobusy - autobus linii 64

i autobus linii 75. Autobusy te jezdza niezaleznie od siebie. Prawdopodobienstwo, ze
w ciggu najblizszych pieciu minut nadjedzie autobus linii 64 jest rowne 0, 6.
Prawdopodobienstwo, ze w ciaggu najblizszych pieciu minut nadjedzie autobus linii 75
jest rowne 0, 3. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu najblizszych pieciu
minut nadjedzie co najmniejjeden z tych autobusow.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze nadjedzie co najmniejjeden autobus,
B - zdarzenie polegajace na tym, ze nie nadjedzie zaden autobus.

Najpierw obliczymy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B.




Prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu najblizszych pieciu minut nie nadjedzie autobus
linii 64 jest rowne 1 — 0,6 = 0, 4.

Prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu najblizszych pieciu minut nie nadjedzie autobus
linii 75 jestrowne 1 — 0,3 =0, 7.

Zatem: P(B) = 0,4-0,7 =0, 28.

Zauwazmy, ze zdarzenia A i B s3 zdarzeniami przeciwnymi.
Czyli:

P(A)=1- P(B)

P(A)=1-10,28=0,72

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu najblizszych pieciu minut nadjedzie co najmnie;j
jeden z autobusow jest rowne 0, 72.

Przyktad 6

Zdarzenia A C Q, B C Q sgniezalezne i P(A) = & i P(B) = <. Obliczymy P(A U B).
Przeksztalcamy wzor na prawdopodobienstwo sumy zdarzen, uwzgledniajgc rownos¢
P(ANnB)=P(A)- P(B)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B)

P(AuB):%+i_l.3:&

Podamy teraz wazne twierdzenie, okreslajace niektore wtasnosci zdarzen niezaleznych.
Udowodnimy jedng z podanych rownosci. Pozostate rownosci pozostawiamy Tobie do
udowodnienia.

Twierdzenie: Zdarzenia A i B sa niezalezne

Jezeli zdarzenia A i B s niezalezne, to rowniez niezalezne s zdarzenia:
AiB

AiB

AiB

Dowadd




Udowodnimy ostatni z tych zwiazkow. Mamy wykazac, ze:
P(A'nB)=PA") - P(B)

Skorzystamy ze wzorow de Morgana i ze wzoru na prawdopodobienstwo zdarzenia
przeciwnego.

P(A'nB')=P[(AUuB)]| =1-[P(A) + P(B) — P(AN B)]
P(A’NB)=1-P(A) — P(B)+ P(ANB)
P(A'NB)=1- P(A) — P(B) + P(A) - P(B)

P(A’NB)=[1-P(A)]-[1-P(B)]=PA)-P(B)

Przyktad 7

Dwaj strzelcy strzelajg do tej samej tarczy. Prawdopodobienstwo, ze pierwszy trafi

w tarcze jest rowne 0, 7, a prawdopodobienstwo, ze drugi trafi w tarcze jest rowne 0, 6.
Prawdopodobienstwa trafienia w tarcze przez kazdego ze strzelcow s3 zdarzeniami
niezaleznymi.

Obliczymy prawdopodobienstwo, ze tarcza zostanie raz trafiona.

Oznaczmy:

A - pierwszy strzelec trafi w tarcze,

B - drugi strzelec trafi w tarcze,

C - tarcza zostanie trafiona dokladnie raz.

Zdarzenie C zajdzie, gdy pierwszy strzelec trafi, a drugi nie trafi lub odwrotnie -
pierwszy strzelec spudtuje, a drugi trafi.

Na podstawie powyzszego twierdzenia wnioskujemy, ze zdarzenia Ai B’ oraz A’ i B s
niezalezne.

Zatem:
P(C) :O,7-(1—0,6)—|—(1—0,7) -0,6 = 0,46

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo, ze tarcza zostanie trafiona doktadnie raz jest rowne 0, 46.

Pojecie niezaleznosci dwoch zdarzen losowych mozna uog6lni¢ na dowolng skonczong ich
liczbe. My ograniczymy si¢ tylko do trojki zdarzen losowych.

Definicja: Trzy zdarzenia losowe niezalezne


javascript:void(0);

Dane sg zdarzenia A C 2, B C 2, C' C ). Zdarzenia A, B i C nazywamy zdarzeniami
niezaleznymi, jezeli zdarzenia Ai B, Ai C, Bi C sg niezalezne i
P(AnBNC)=P(A)-P(B)-P(C).

Zatem trzy zdarzenia s3 niezalezne (lub stanowia niezalezny uklad zdarzen), jesli:

P(ANB) = P(A) - P(B)i
P(BNC) = P(B) - P(C)i
P(ANC) = P(A) - P(C)i
P(ANBNC) = P(A) - P(B) - P(C)

Przyktad 8

Rzucamy jednoczes$nie trzema monetami. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, Ze na
kazdejmonecie wypadnie orzel.

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze na pierwszej monecie wypad! orzel,
B - zdarzenie polegajgce na tym, ze na drugiej monecie wypad! orzet,
C - zdarzenie polegajace na tym, Ze na trzeciej monecie wypad? orzet.

Wtedy:

AN BN C -zdarzenie polegajagce na tym, ze na kazdej monecie wypadt orzet.
Zdarzenia A, B, C' sa wzajemnie niezalezne i P(A) = P(B) = P(C) =0, 5.
Zatem:

P(AnBNC)=P(A)-P(B)-P(C)
P(AnBNC)=0,5-0,5-0,5=0,125

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo tego, ze na kazdej monecie wypadnie orzet jest rowne 0, 125.

Stownik
zdarzenia losowe niezalezne

zdarzenia A C 2, B C {2 nazywamy niezaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy

P(AN B) = P(A) - P(B)



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem, ktory przyblizy Ci jedno z kluczowych poje¢ rachunku
prawdopodobienstwa - pojecie zdarzen niezaleznych. Zwrd¢ uwage na réznice miedzy
zdarzeniami niezaleznymi a zaleznymi.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUto2saHg

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejniezaleznych zdarzen losowych.

Polecenie 2

Rzucamy dwa razy moneta. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze w pierwszym
rzucie wypadt orzet. Niech B oznacza zdarzenie, ze w drugim rzucie wypadta reszka. Ustal, czy

zdarzenia A, B s3 niezalezne.


https://zpe.gov.pl/a/DUto2saHg

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rzucamy czterema jednakowymi kostkami do gry w ksztatcie
czworoscianéw foremnych. Na sciankach kazdego z czworos$cianéw zapisane sg liczby
odpowiednio 1, 2, 3, 4. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze $cianka

z zapisang liczba trzy wypadnie tylko na trzeciej kostce jest réwne:

10
256

O
O =
O

81
256

27
O %6
Cwiczenie 2 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Na odcinku dtugosci 5 km samochdd przejezdza przez trzy
skrzyzowania z sygnalizacjg swietlng niezsynchronizowana. Zdarzenia polegajace na tym, ze
samochdd nie zatrzyma sie na poszczegoélnych skrzyzowaniach sg od siebie niezalezne. Ich
prawdopodobienstwa sa réwne odpowiednio 0, 5, 0, 7 i 0, 8. Prawdopodobienstwo tego, ze
samochdd przejedzie rozwazany odcinek drogi bez zatrzymania sie jest réwne:

) 0,56
O 0,40
O 0,35

O 0,28




Cwiczenie 3

Zdarzenia A C 2, B C 2 sg niezaleznei P(A) > 0, P(B) > 0, P(A) # P(B).
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

() P(B)=P(4/B)

() P(A)+ P(B) = P(A) - P(B)

A
) P(B) =243

() P(4) = P(4/B)

Cwiczenie 4
Cwiczenie 5

W sekretariacie stojg trzy telefony, ktére dzwonig niezaleznie od siebie.
Prawdopodobienstwo, ze miedzy godzing 8 : 00 a 9 : 00 zadzwoni pierwszy telefon jest
rowne % ze zadzwoni drugi telefon jest rowne %, ze zadzwoni trzeci jest rowne % Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia A - miedzy godzing 8 : 00 a 9 : 00 zadzwonig doktadnie dwa
telefony i zdarzenia B - nie zadzwoni zaden telefon.

Uzupetnij rozwigzanie zadania, przeciggajac odpowiednie liczby.

PA) =% sty i D 15"
PB)=%-3 =
HBIBBEIR

3 1 5 4 20 5

Cwiczenie 6

Rzucamy jednoczes$nie trzema kostkami do gry. Oznaczmy przez A zdarzenie polegajace na
tym, Ze na kazdej kostce wypadta nieparzysta liczba oczek, przez B zdarzenie polegajace na
tym, ze suma liczb oczek, ktére wypadty na trzech kostkach jest réwna 5. Wykaz, ze zdarzenia
A i B sa zalezne.



Cwiczenie 7 @

Zezbioru {—4, —3, —2, — 1,1, 2, 3, 4, 5, 6} losujemy dwie liczby ze zwracaniem.
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze pierwsza wylosowana liczba jest ujemna, B
- druga wylosowana liczba jest podzielna przez dwa. Sprawdz, czy zdarzenia A i B sa
niezalezne.

Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozwigzanie zadania.

Obliczamy moc zbioru zdarzen elementarnych.

Q| = 10% = 100 =
Poréwnujemy wyznaczone prawdopodobienstwa. =
|B| =10-5 = 50 N
Wyznaczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B. =
|JANB|=4-5=20 a
Wyznaczamy liczbe zdarzen sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A N B. =
Wyznaczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A N B. =
P(A) = 8 = 2 ¢
Wyznaczamy iloczyn prawdopodobienstwa zajécia zdarzenia A przez R
prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B. M
P(A) - P(B) = P(AN B) s
Wyznaczamy liczbe zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A. =
P(ANB) =2 =+ -
|A| =4-10 =40 N



P(B) = 15 = 3 :
Wyznaczamy liczbe zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia B. =
Wyznaczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A. =
P(4)-P(B)=% -3 =73 2
Formutujemy wniosek: zdarzenia A i B s3 niezalezne. =
Cwiczenie 8 @

Wykaz, zejezeli A C Q, B C Q, P(B) > 0, P(B’) > 0i P(A/B) = P(A/PB’) to zdarzenia
A i B saniezalezne.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zdarzenia losowe niezalezne

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe i stosuje wzor Bayesa, stosuje twierdzenie
o prawdopodobienstwie catkowitym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

o sprawdza, czy dane zdarzenia sg niezalezne czy zalezne

 oblicza iloczyn prawdopodobienstw zdarzen losowych

 oblicza prawdopodobienswtwo iloczynu zdarzen losowych

» uzasadnia wilasno$ci prawdopopodobienstwa iloczynu zdarzen losowych

 analizuje zadania z kontekstem realistycznym i dobiera odpowiedni model
matematyczny do ich rozwiazania



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o rybki w akwarium
e pracaz ekspertem

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. W domu wybrana grupa uczniow - ekspertoOw - miata za zadanie przygotowania mini
wystgpien majgcych na celu przypomnienie wzorow, twierdzen i sposobow
wyznaczania prawdopodobienstwa warunkowego zdarzen losowych.

2. Poczatek zajec¢ jest prowadzony metodg ,rybki w akwarium”. Uczniowie przystuchuja
sie dyskusji (wzbogaconej prezentacjami) prowadzonej przez uczniow - ekspertow,
przypominajgcej najwazniejsze pojecia, wzory zwigzane z prawdopodobienstwem
warunkowym.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w matych grupach. Pod kierunkiem ekspertéw zapoznaja si¢
z treSciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj’ i filmem samouczkiem, a nastepnie
rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne.

2. Podsumowaniem tej czeSci zaje¢ jest opracowanie i rozwigzanie przez kazdg grupe
zadania, ktorego rozwigzanie wymaga sprawdzenia niezaleznoS$ci zdarzen losowych.

3. Kazda z grup prezentuje swoje zadanie na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Eksperci omawiajg prace grup, ktorymi kierowali, wskazany przez nauczyciela uczen
przedstawia krotko najwazniejsze elementy zaje¢, poznane wiadomosci, uksztaltowane
umiejetnosci.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest napisanie co najmniej dwoch przykladow praktycznego
wykorzystania sposobow okreslania niezalezno$ci zdarzen losowych.

Materialy pomocnicze:
Klasyczna definicja prawdopodobienstwa (tres¢ rozszerzona)
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze by¢ wykorzystany przez uczniow na zajeciach zbierajacych materiat
dotyczacy prawdopodobienstwa.


https://epodreczniki.pl/a/klasyczna-definicja-prawdopodobienstwa-tresc-rozszerzona/D3e7WdIg6

