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A

Znajdowanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie

jej wiasnosci

Zrédto: Vaulted Cellar, dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale przedstawimy sposoby dotyczace wyznaczania wzoru funkcji
kwadratowej, gdy dane s3 rozne wiasnosci tej funkcji. Najczesciej sprowadza sie to do
rozwigzania rownania lub uktadu rownan liniowych. Do znajdowania wzoru funkciji
kwadratowej wykorzystamy trzy rozne postacie tej funkcji: ogolng, kanoniczng i iloczynowa.
Wykorzystujac czes$¢ teoretyczng oraz omowione przyktady, rozwigzemy ¢wiczenia
interaktywne.

Twoje cele

» Przeanalizujesz sposoby wyznaczania wzoru funkcji kwadratowe;.

o Okreslisz, ktore wilasnosci funkcji kwadratowej sg niezbedne do wyznaczenia jej
wzoru.

o Wyznaczysz wzor funkcji kwadratowejw postaci ogolnej, kanonicznejlub
iloczynowej, majgc informacije o jej wlasnosciach lub wykresie.

» Zastosujesz poznane wiadomosci do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

W materiale omowimy, jak wyznaczy¢ wzor funkcji kwadratowej spetniajgcej okreslone

warunki.
Wzor funkcji kwadratowej mozemy zapisywac w roznych postaciach.

1. Posta¢ ogo6lna wzoru funkcji kwadratowej:
o f(z) = ax® 4 bx + ¢, gdzie a,b,c € Roraza # 0

2. Postac¢ kanoniczna wzoru funkcji kwadratowe;j:
2 , B B
o f(x) =a(x —p)” +q, gdziep = 2—;’ oraz q = 4_3

3. Postac¢ iloczynowa wzoru funkcji kwadratowe;:
o f(z) =a(z—z1)(z — z2), gdy A = b* — 4ac, A > O oraz z; = =214,

_ —b+VA
T2 = 2a

o f(x) = a(z — z)°,gdy A = b? — dac, A = O oraz zg = 52

W materiale wyznaczymy wzory funkcji kwadratowych w réznych postaciach, majgc dane

wiasnosci tej funkcji lub wlasnosci jej wykresu.
Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej z wykorzystaniem postaci ogolnej:

« mamy dane wspolrzedne trzech punktow (lub odczytujemy z wykresu funkciji
kwadratowej), ktore nalezg do tego wykresu,

» ukladamy i rozwigzujemy uktad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi.

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono parabole, bedaca wykresem funkcji kwadratowe;j f.
Wyznaczymy wzor tej funkciji f w postaci ogélne;.
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Rozwigzanie
Z wykresu funkcji f odczytujemy wspotrzedne trzech punktow: (0, —2), (2, —2), (4, —6).

Wspolrzedne tych punktéw podstawiamy do wzoru funkciji kwadratowej f w postaci
ogolneji otrzymujemy uktad réwnan:

(—2=a-02+b-0+c
—2=a-2+b-2+c
—6=a-4>+b-4+c

Po uporzadkowaniu uktad réwnan jest postaci:

—2=c
—2=4a+2b+c
—6 =16a +4b+c

Poniewaz ¢ = —2, zatem rozwigzujemy uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi:

—2=4a+ 2b— 2
—6 = 16a + 4b — 2

0=2a+bd
Zatem {_1 26212_—1— b czylia = —% oraz b = 1.

Wzor funkcji f zapisujemy w postaci og6lnej:

f(z) = —%:c2+a:—2



Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej z wykorzystaniem wzoru w postaci ogélnej oraz
punktu przecigcia paraboli, bedacej wykresem tej funkcji z osig Y

« mamy dane wspolrzedne trzech punktow (lub odczytujemy z wykresu), ktore nalezg do
paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej przy zatozeniu, Ze jeden z tych
punktow jest punktem przeciecia wykresu tej funkciji z osia rzednych uktadu
wspotrzednych,

e majgc dany punkt przeciecia wykresu funkciji z osig rzednych, rozwiazujemy uktad
rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.

Przyktad 2

Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowej f w postaci ogélnej, jezeli wiadomo, ze nalezg do
niego punkty o wspotrzednych (—1,1), (2,4), a parabola, bedaca wykresem funkcji f
przecina o§ Y w punkcie o rzednej (—4).

Rozwigzanie

Jezeli parabola, bedgca wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(z) = az® + bx + c przecina 0§ Y w punkcie o rzednej (—4), to f(0) = —4, wiec
c=—4.

Wzor funkcji f zapisujemy w postaci: f(z) = az® + bx — 4.

Jezeli punkty o wspotrzednych (—1,1), (2,4) naleza do wykresu funkcji f, to do
wyznaczenia warto$ci a i b rozwiazujemy uktad rownan:

l=a-(-1)°+b-(~-1)—4
4=a-2+b-2—-4

Po uporzadkowaniu uktad réwnan zapisujemy w postaci:

l=a—-b—4
4=4a+2b—4

Po rozwigzaniu ukladu rownan otrzymujemy, ze: a = 3 oraz b = —2.

Zatem funkcija f jest okre$lona za pomocg wzoru f(z) = 3z? — 2z — 4.

Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej z wykorzystaniem wzoru w postaci
iloczynowe;j:

« mamy dane liczby (lub odczytujemy z wykresu funkcji kwadratowej), ktore sg miejscami
zerowymi funkcji kwadratowej oraz wspotrzedne jednego punktu, ktory nalezy do
paraboli, bedacej wykresem tej funkci,



» do wyznaczenia wzoru funkcji kwadratowej rozwigzujemy rownanie liniowe z jedna
niewiadomg.

Przyktad 3

Na rysunku przedstawiono parabole, bedaca wykresem funkcji kwadratowe;j f.
Wyznaczymy wzor funkcii f, korzystajac ze wzoru w postaci iloczynowe;j.

».
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Rozwigzanie

Z paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej f mozemy odczytac¢, ze miejscami
zerowymi sg liczby 1 = —2 oraz x5 = 1.

Korzystajac ze wzoru funkcji kwadratowej f w postaci iloczynowej mamy, ze:
flz)=a-(z+2)(z—1)

Zauwazmy, ze do paraboli, bedgcej wykresem funkcji kwadratowej f nalezy punkt
o wspotrzednych (—3, 1), zatem do wyznaczenia wartosci a rozwigzujemy rownanie:

l=a-(-3+2)-(-3-1)

Zatema = %.

Wobec tego funkcja f jest okreélona za pomoca wzoru f(z) = +(z + 2)(z — 1).

Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej z wykorzystaniem wzoru w postaci
kanoniczne;j:



« mamy dane (lub odczytujemy z wykresu funkcji kwadratowej) wspolrzedne
wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji oraz wspoirzedne jednego
punktu, ktory nalezy do tego wykresu,

» dowyznaczenia wzoru funkcji kwadratowej rozwiazujemy réwnanie liniowe z jedng
niewiadoma.

Przyktad 4

Wiadomo, ze wierzchotkiem paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowe;j f jest
punkt o wspotrzednych (—2, —5) oraz do tego wykresu nalezy punkt o wspotrzednych
(—1,1). Wyznaczymy wzor funkcji f w postaci kanoniczne;.

Rozwigzanie

Jezeli wiadomo, ze wierzchotkiem paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowe;j f jest
punkt o wspotrzednych (—2, —5), to wzor funkcji kwadratowej f zapisujemy w postaci:

fle)=a-(z+2)° -5

Jezeli do paraboli, bedacej wykresem funkcji f nalezy punkt o wspotrzednych (—1,1), to
do wyznaczenia wartosci a rozwigzujemy rownanie:

l=a-(-1+2?%*-5

Zatem a = 6, wiec wzor funkciji kwadratowej f zapisujemy w postaci kanonicznej
f(z)=6-(z+2)* 5.

Wzory funkcji kwadratowych mozemy znajdowac rowniez wtedy, gdy podane sg wiasnosci
funkcji kwadratowejlub jej wykresu takie, jak: wartoS¢ najmniejsza lub najwieksza, czy o$
symetrii paraboli.

Przyktad 5

Dana jest funkcja kwadratowa f okre$lona wzorem f(z) = —x2 + bx + c. Wyznaczymy
warto$ci wspotczynnikow b i ¢ we wzorze tej funkciji, jezeli jej miejscami zerowymi s
liczby (—2) oraz 4.

Rozwigzanie

Poniewaz dane s3 miejsca zerowe funkcji f, wiec wykorzystamy posta¢ iloczynowa wzoru
funkcji kwadratowe;.

Zatem f(z) = —(z 4+ 2)(z — 4).

Po przeksztalceniu tego wzoru do wzoru w postaci ogolnej mamy:
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fl@)=—(z+2)(x—4) = —(2* — 42+ 2z — 8) = —z* + 2z 1 8
Wobec tegob =2ic = 8.
Przyktad 6

Wiadomo, Ze osig symetrii paraboli, bedacejwykresem funkcji kwadratowej f okreslone;
wzorem f(z) = 2z% + bz — 3 jest prosta o rownaniu z = —3. Wyznaczymy warto$¢
wspotczynnika b.

Rozwigzanie

Poniewaz prosta o rownaniu x = —3 jest o0sig symetrii paraboli, bedacej wykresem
funkcji f, zatemp = —3.

Jezeli skorzystamy ze wzoru p = ;—: to —3 = 52

22
Zatem b = 12.

Przyktad 7

Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = —3z% + bz + c,

jezeli wierzchotkiem jej wykresu jest punkt o wspotrzednych (1, —5).

Rozwigzanie

Wykorzystamy wzory p = 52 orazq = 4.
Obliczamy A:

A=b—4-(-3)-c=b+12

Zatem p = 2'(_7”3) = L orazq = —41??:;)% _ bl

Do wyznaczenia warto$ci wspotczynnikoéw b i ¢ rozwigzujemy uklad réwnan:

_ b
{1 -
_ —b*-12¢
—5 = —12

Wobec tego b = 6 oraz c = —8.

Wzor funkcji kwadratowej f zapisujemy w postaci ogolnej f(z) = —3z% + 6z — 8.
Przyktad 8
Wyznaczymy wartos$ci parametru m, dla ktorych prosta o rownaniu y = —m nie ma

punktow wspolnych z parabolg, ktora jest wykresem funkcji okreslonejwzorem
f(z) =222 — 4z + m.



Rozwiazanie:

W celu wyznaczenia punktow wspolnych prosteji paraboli rozwigzujemy uktad rownan:

loar

y=2x>—4x+m

Zatem:

—m = 2x? — 4z +m

Rownanie przeksztalcamy do postaci:
2% — 4z +2m =0

Parabola oraz prosta nie beda mialy punktow wspolnych, gdy wyréznik tréjmianu jest
mniejszy od 0.

Wobec tego

A=(—4)°-4-2-2m =16 —16m

16 —16m < 0

m>1=me (1,00)

Zatem prosta i parabola nie maja punktéw wspdlnych, gdy m € (1, 0o).
Przyktad 9

Wyznaczymy wzoér funkcji kwadratowej f w postaci ogolnej, jezeli wiadomo, ze suma
miejsc zerowych tej funkcji wynosi (—1), iloczyn (—2), a do paraboli, bedgcej wykresem
tej funkcji nalezy punkt o wspotrzednych (2, 16).

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jesli 1 i zo s3 miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f okreslone;
wzorem f(z) = azx? + bz + ¢, to:

e
ooy = 4S8 = g

Z danych zadania wynika, ze 1 + 3 = —1, 21 - 3 = —2 oraz f(2) = 16.
Zatem:

-1 = _Tb,czylib: a



—2=Z,czylic=—2a

Wobec tego wzoér funkcji f zapisujemy w postaci:

f(z) = az® + ax — 2a

Poniewaz f(2) = 16, to do wyznaczenia warto$ci a rozwigzujemy rownanie:
16=a-2"+a-2-2a

Czylia =4,b=4,c= —8.

Zatem funkcija f jest okreélona wzorem f(z) = 42® + 4x — 8.

Zauwazmy jeszcze, ze wyroznik trojmianu kwadratowego jest dodatni (co jest warunkiem
tego, aby uzyskana funkcja kwadratowa miata dwa miejsca zerowe).

Stownik
funkcja kwadratowa
funkcja okreslona na zbiorze R wzorem
f(z) = az® + bz +c
gdzie a,b,c € Roraza # 0

parabola

wykres funkcji kwadratowe;j



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika dotyczaca wyznaczania wzoru funkcji kwadratowej, gdy dana jest
wartos$¢ najmniejsza tej funkcji, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Wiadomo, ze funkcja kwadratowa f(x) — 22 — 3x + <«
osiaga wartosdé najmniejszg rowna (—2). Wyznaczymy
wzor tej funkcji-

Poniewaz a — 2 == O, zatem g — —2.
Wyznaczamy wartoscé p ze wzoru o —

3 3

2c

P = 2= a

Stosujemy zaleznoscé f (»p) — ) _
[

— =2 = o

S
@Funkcja jest okreslona wzorem _f () —

Obliczamy wyroznik.

AN — (—3)% — a4 -2 - &
Poniewaz a — 2 —= O, zatem g — —2.

Korzystamy ze wzoru g —

Ee
— 9 + Sc
a4 - 2
— 7
S
Funkcja jest okreslona wzorem f (=) — 222 — 32 —

—_— 2 =

Wiadomo, ze funkcja kwadratowa f(x) — 22 — 3x +
osiaga wartosc najmniejszg rowna (—2). Wyznaczymy
wzor tej funkcji.

Poniewaz a — 2 = 0O, zatem g — —2. N

Wyznaczamy wartoscé p ze wzoru 20 — ————
2a
3

2 - 2
Stosujemy zaleznoscé F (»p) — czyli f ( )

—= <_>’

Funkcja jest okreslona wzorem f (x) —

o —

Obliczamy wyr Nnik.

roz=
N — (—3)% — a -2 - &
Poniewaz a — 2 — O, zatem g — —2.

Korzystamy ze wzoru g —

dce

@) e
N — 7
[ & ?
Funkcja jest okreslona wzorem _f (x)




Wiadomo, ze funkcja kwadratowa f(x) — Z2x2% — 3> + <
osiaga wartosdé najmniejszg rowna (—2). Wyznaczymy
wzor tej funkcji-

Poniewaz a — 2 == O, zatemrm g — —2.
Wyznaczamy wartoscé p ze wzoru o —
o 3 3

z = - =

3
Stosujemy zaleznoscé f (»p) — g, czyli f (Z) - — 2.

3 = 3
—2—2-(4) —3-4+c

P

2c

S

Funkcja jest okreslona wzorem _f () —

Obliczamy wyroznik.
AN — (—3)% — a4 -2 - &
Poniewaz a — 2 == O, zatem g — —2.

Ace

— 9 + Sc
4 - 2
— 7
S8

Korzystamy ze wzoru g —

2

1. {audio}sposob 1

2. {audio}sposob II
Polecenie 2

Wiadomo, ze funkcja kwadratowa okreslona wzorem f(z) = —3x? + 6z + c osiaga wartos¢
najwieksza réwna 4. Wyznacz postac ogdlng wzoru tej funkciji.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Ponizej przedstawiono parabole, bedaca wykresem funkcji f.
YA

3
4
3
2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Funkcja f, ktérej wykres przedstawiono na rysunku jest
okreslona za pomoca wzoru:

O f@)=L@-1)7+5
O flx)=-L(z—1)°+5

O fla)=-3(@+1)" -5




Cwiczenie 2 @)
Zaznacz wszystkie zdania, ktére sg prawdziwe.

0 Jezeli miejscem zerowym funkji okreslonej wzorem f(z) = —2® + 2z + cjest
liczba 3, to c = —15.

0 Jezeli wierzchotkiem paraboli, bedacej wykresem funkcji okreslonej wzorem
f(z) = ax?® — 2z + 3 jest punkt o wspétrzednych (—1,4), toa = 1.

0 Jezeli funkcja okreslona wzorem f(z) = z? + bz + 5 jest malejaca w przedziale
(—00,3),tob = —6.

0 Jezeli osig symetrii paraboli, bedgcej wykresem funkcji okres$lonej wzorem
f(z) = 22* — bx + 4 jest prosta o réwnaniu x = —2,to b = —8.

Cwiczenie 3

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli miejscami zerowymi funkcji okreslonej wzorem f(x) = —2® + bx + ¢ sa liczby (—1)
oraz , to:

T

O

..............

Jezeli osig symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji okreslonej wzorem

f(x) = 22* + bx — 3 jest prosta o réwnaniu x = —2, to:




Cwiczenie 4
Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Jezeli wierzchotkiem paraboli, bedacej wykresem funkcji okreslonej wzorem
f(z) = —42® + bx + cjest punkt o wspétrzednych (2, 1), to:
b=| |

e=| |

Cwiczenie 5

Potacz w pary wzor funkcji kwadratowej i opisanej wtasnosci z odpowiadajgcg wartoscia
parametru:

f(xz) = —x? + bz — 1i funkcja jest
malejaca w przedziale (2, o)

f(z) = z® + bz — 1ijednym z miejsc
zerowych funkgji jest liczba (—1)

f(z) = —2® + bz + 2 i wierzchotkiem
paraboli, bedacej wykresem funkcji jest b=+42
punkt o wspétrzednych (1, 3)

Cwiczenie 6
Wyznacz wzér funkcji kwadratowej w postaci ogélnej, jezeli wiadomo, ze do paraboli, bedacej

jej wykresem naleza punkty o wspoétrzednych (—3,1), (1, 1), a wykres przecina 0§ Y
w punkcie o rzednej 4.



Cwiczenie 7 @

Na rysunku przedstawiono parabole, bedacg wykresem funkcji kwadratowej. Wyznacz wzér
tej funkcji w postaci iloczynowej.

Cwiczenie 8 @

Wiadomo, ze do paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej nalezg punkty
o wspotrzednych: (—1,0), (1, —2), (2, 6). Wyznacz wzoér tej funkcji w postaci ogélnej.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Znajdowanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie jej wlasnosci
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej wykresie;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« analizuje sposoby wyznaczania wzoru funkcji kwadratowe;j;

» okresla, ktore wilasnosci funkcji kwadratowej sg niezbedne do wyznaczenia jej wzoru,

» wyznacza wzor funkcji kwadratowej w postaci ogolnej, kanonicznejlub iloczynowe;j,
majgc informacje o jej witasnosciach lub wykresie;

 stosuje poznane wiadomosci do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

 liga zadaniowa;
e pracaz ekspertem;
e burza mozgow.



Formy pracy:

e pracaw parach;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajaca w temat: ,,Znajdowanie wzoru funkcij
kwadratowejna podstawie jej wlasnosci”, nawigzuje do wiedzy uczniow z poprzednich
lekcji. Przedstawia cel oraz kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z materiatem w sekciji ,Infografika”. Zapisuja ewentualne
watpliwosci i niezrozumiate aspekty, ktore zostaty w nim przedstawione - nauczyciel
ttumaczy je na forum klasy.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane sa podczas rozmowy z calg klasa i komentowane przez
nauczyciela.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,,Znajdowanie wzoru funkcji kwadratowe;j
na podstawie jej wlasnosci” i inicjuje krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu.



Czego sie uczniowie nauczyli? Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i -
jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:

» Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowejna podstawie pewnych informaciji o tej funkcji
lub jej wykresie

Wskazowki metodyczne:

» Materiat w sekcji ,, Infografika” mozna wykorzystac na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy na temat znajdowania wzoru funkcji kwadratowej na podstawie jej
wlasnosci.

» Infografike” mozna wykorzysta¢ do rozwigzywania zadan z funkcji kwadratowe;
Z parametrami.


file:///a/DJrgQocTC

