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stopnia drugiego

Zrodto: Rod Long, licencja: CC BY 3.0.

Rozwigzujac arkusze maturalne niejednokrotnie bedziesz korzystac¢ z elementarnych
nierownosci wymiernych tj.:

« Dla kazdejliczby rzeczywistej dodatniej a zachodzi nieréwno$¢ a +
« Dla kazdejliczby rzeczywistej dodatniej a, b zachodzi nieréwno$¢

Po przeksztalceniu powyzszych nierownosci otrzymasz nierownosci wymierne, ktorych
licznik jest wielomianem stopnia drugiego:

» Dla kazdejliczby rzeczywistej dodatniej a zachodzi nierownos¢ % > 2;
 Dla kazdejliczby rzeczywistej dodatniej a, b zachodzi nier6wnos¢ % > 2.



Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale rozwigzesz nierownosci wymierne, ktorych licznik jest wielomianem
stopnia drugiego. Czesto bedziesz korzystac z postaci iloczynowej wielomianu. Przypomnij
sobie postac iloczynowg wielomianu, wzory skréoconego mnozenia oraz wyznaczanie
dziedziny nieréwnos$ci wymierne;.

Twoje cele

e Rozwiazesz nierownosci wymierne kilkoma sposobami.
o Wykorzystasz nierownosci wymierne w dowodzeniu.

e Rozwigzesz zadania zadania z kodowana odpowiedzig.



Przeczytaj

Przyktad 1
Dla kazdejliczby rzeczywistej dodatniej a, b zachodzi nierownos¢ ¢ + - > 2.
Rozwigzanie:

a2+b2

Sprowadzmy utamki algebraiczne do wspolnego mianownika ~—;— > 2.

Pomno6zmy obie strony nierownosci przez a - b:

"2(;21’2 >2|-a-bgdziea-b> 0.

Zauwazmy , ze iloczyn liczb dodatnich a, b jest liczba dodatnig, czyli zwrot nieréwnosci
nie zmieni si¢

a? — 2ab+ b >0,
(a —b)* > 0.

Nierownos¢ jest prawdziwa, bo kwadrat dowolnejliczby rzeczywistej jest nieujemny wiec
i nierownos¢ ¢ + % > 2 jest prawdziwa.

Przyktad 2

Wykaz, ze jesli z > 0, to 222410 > 9,

Rozwiazanie:

Dowdd nie wprost:

Zatozmy, ze M <2ldlaz > 0.

Pomnoézmy obie strony nierownosci przez .

Znak nieré6wnosci nie ulegnie zmianie, poniewaz = > 0.
Zatem 1022 + = + 10 < 21z,

10z? — 20z + 10 < 0,

(x—1)* <0.

Nieréwno$é (z — 1)* < 0 jest sprzeczna, bo kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest
nieujemny.




7 ’ 7 2 . . 7 ’ 7
Skoro nierownosc M < 21 dla z > 0 okazala si¢ falszywa, to nierownos¢
2
L0r+2+10 > 91 jest prawdziwa dla z > 0.

Algorytmy rozwigzywania nierownosci wymiernych
z wielomianem stopnia drugiego w liczniku

I sposob:

1. Wyznaczamy dziedzing nierownosci wymierne;.

2. Sprowadzamy nierownos¢ do postaci ogolnej - przenosimy wszystkie wyrazenia na
jedna stron¢ nieréwnosci.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Nierébwno$¢ wymierng rozwigzujemy doprowadzajac ja do rownowaznej postaci
wielomianowej przy wyznaczonej dziedzinie nierébwnosci wymiernej (zastepujemy
iloraz iloczynem z uwzglednieniem zatozen).

5. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

6. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danej nierownosci.

7. Wyznaczamy rozwigzanie nierownosci wymiernej uwzgledniajac dziedzine.

II sposob:

1. Wyznaczamy dziedzine nierownosci wymierne;j.

2. Mnozymy obustronnie nieréwno$¢ przez kwadrat mianownika lub przez inne
wyrazenia, ktorych znak jest jednoznacznie okreslony.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres

5. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danejnieréwnosci.

6. Wyznaczamy rozwigzanie nieréwnos$ci wymiernej uwzgledniajgc dziedzine.

W podanych ponizej przyktadach bedziemy korzystac¢ z ponizszego twierdzenia.
Twierdzenie: o rbwnowaznosci nieréwnosci

* %Ei? >0 & Wi(z) - Wa(z) >0 A Wa(z) # 0,

* %;Eii <0 & Wi(z) Wy(z) <0 A Wy(z) #0,

Wi (

2

>0 < Wl(:l?) . WQ(:B) >0 A Wz(w) # 0,
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Zatem przy rozwigzywaniu nieréwnosci wymiernych czesto skorzystamy z twierdzenia, ze
iloraz i iloczyn tych samych wyrazen majg ten sam znak.

Wazne!

Rozwigzujac nier6wno$¢ wymierna, pamietajmy o wyznaczeniu dziedziny nieréwnosci
wymierne;j.

Przyktad 3

z2—102+25
z4—9x2 S 0.

Rozwigzemy nier6wnos¢
Rozwigzanie:

Podajmy konieczne zatozenie: z* — 9x2 # 0,

z? (:c2 — 9) #0

2 £0,22 —9#0

2 £0,2°2 #£9

x#0,x# -3,z #3

Dziedzing nieréwnosci wymierejjest D = R \ {—3;0; 3}.

22—102+25 <0

Dla nieréwnosci “——g-5

przedstawmy licznik i mianownik w postaci iloczynowe;.

(z—5)*
7o 9Ers =0

Skorzystajmy z ponizszej rownowaznosci:

e <0 & Wi(z) - Wa(z) <0 A Wa(z) #0,

czyli zapiszmy nierownos¢ w postaci rOownowaznej nierownosci iloczynowej
2(z—5)(x—3)(z+3)<0Az#-3,2#0,z #3.

Wielomian W (z) = 22(z — 5)°(z — 3)(z + 3) ma dwa pierwiastki dwukrotne: 0; 5 oraz
dwa pierwiastki jednokrotne: (—3); 3.
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Odpowiedz: Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior (—3;0) U (0;3) U {5}.

Dla zainteresowanych

Nierownosc wielomianowq z*(z — 5)*(z — 3)(z + 3) < 0, gdziex # —3, 2 £ 0,z # 3

mozemy rozwigzac za pomoca tzw. ,siatki znakow’.

z (—00; —3) | =3 |(=3;0)| 0 [(0;3) | 3 |(3;5)| 5 |(5;+00)
z+3 - 0| + + + +
2 - + |(0]| + + +
r— 3 = = — || = +
(z — 5)2 + + i s ) g
Wiz) = z2(z+3)(x — 3)(z—5) + X| — |x| = |x|+ |o] +

Zatem rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior (—3;0) U (0;3) U {5}.
Przyktad 4

722—162—15
—x24+4x—3 > 1.

Wyznaczmy zbior rozwigzan nier6wnosci
Rozwigzanie:

Podajmy konieczne zatozenie: —z? + 4z — 3 # 0
—(2-1)(z-3)#0

x#1,xz#3

D =R\ {1;3}.

Dla nieréwnosci

Tx2—16z—15
—z24+4z—3 > 1

przedstawmy licznik i miamnownik utamka algebraicznego w postaci iloczynowej



javascript:void(0);

7(z+2)(z—3)
m > 1.

Po skroceniu wyrazenie z — 3 nierownos$c ma postac

7(:6—#—%)

—(z-1)

> 1,

7(z+2)
T > 1 (-,
Rozwigzmy nieréwno$¢ mnozgc obie strony nieréwnosci przez (z — 1)2 > 0:

7(:v+%)
1)

—ﬂ-@—lﬁ

T+ 2)(z—1) < —(z - 1),

7(z+ 2)(z—1)+(z - 1) <0,
Wytaczmy czynnik x — 1 przed nawias
(z-1)[7(z+2)+2—-1] <0,
(x—1)[Tz+5+x—1] <0,
(x—1)(8z+4) <O0.

Uwzgledniajac dziedzine nieréwno$ci wymiernej D = R \ {1; 3}, sporzadzmy szkic
wykresu funkcji wielomianowej R(z) = 8(z — 1) (z + %), gdzie pierwiastkami
jednokrotnymi sg liczby: ( — %) , 1.

\++\\ — - ‘

|
o=
I
I
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QO

. .. . . Lo , o« Tr2-162—15 . . 1,
Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nieréwnosci ~=z7-—= ia3 1 jest przedziat ( 55 1).

Wazne!

Zwroémy uwage na to , ze przy rozwigzywaniu nieréwnosci wymiernej drugim
sposobem, nie mozemy mnozy¢ obustronnie niero6wnosci przez mianownik wyrazenia
wymiernego, jesli nie wiemy jaki on ma znak, czy ujemny, czy dodatni. Jesli znak



mianownika bylby ujemny, to po pomnozeniu nieréwnosci przez ten mianownik,
musieliby§my zmieni¢ zwrot nieréwnoSci.

Przyktad 5
Rozwigzemy nierownos¢ % > 322 + 10z — b.

Rozwigzanie:

Podajmy zatozenie: ¢ # 0, czyli D = R \ {0}.

Przedstawmy licznik i mianownik utamka algebraicznego w postaci iloczynowej
—32(z—%)

> 322 + 10z — 5.

Skro¢my utamek algebraiczny, otrzymujac nieréwnos¢ wielomianowa
—3z+5> 322+ 10z — 5,

Pomnoézmy nier6wno$¢ obustronnie przez (—1):
—322 — 13z +10> 0] - (1),

3z2 + 13z — 10 < 0,

3(z— 2)(z+5) < 0.

Uwzgledniajac dziedzine nieréwnosci wymiernej D = R \ {0} sporzadzmy szkic
wykresu funkcji S(x) = 3(x — %) (z + 5), gdzie pierwiastkami jednokrotnymi sg liczby:
(=5); -

Odpowiedz: Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior (—5;0) U (0; %>

Stownik

dziedzina nieréwnosci wymiernej



dziedzing nierownosci wymiernej s wszystkie liczby rzeczywiste za wyjatkiem
pierwiastkow wielomianu W5 (x) znajdujacego sie w mianowniku danego wyrazenia
Wi(z)

Wz(iE)
D =R\ {z: Wy(z) =0}.
utamek algebraiczny

utamkiem algebraicznym jednejzmiennejrzeczywistej x nazywamy wyrazenie TADE

ktorego licznikiem jest wielomian W (z), a mianownikiem jest wielomian Wy () i

W(z) # 0

pierwiastek wielomianu

Pierwiastkiem wielomianu W (x) nazywamy liczbe rzeczywista a, dla ktorej W(a) = 0



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z dowodem przedstawionym za pomocg galerii zdje¢ interaktywnych, a nastepnie
wykonaj polecenie 2i 3.

Polecenie 2

’ . .o —_— 2 . .
Wartosci funkeji f(z) = % sg nieujemne dla

(O z€(—o0;—1)U(0;1)U(1;3)
(O z€(—o0;—-1)U(0;1)U(1;3)
(O z€(—o0;—-1)U(0;1)U(1;3)

O z € (—o0;—1)U(0;3)

Polecenie 3

L, . . . .., , . 2204719 1 )
Ktére liczby naleza do zbioru rozwiagzan nieréwnosci % < +57?Zaznacz wszystkie

poprawne odpowiedzi.
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Sprawdz sie

Cwiczenie 1

O 10

O 7

O 9

O 11

Cwiczenie 2

lle liczb catkowitych spetnia nieréwnos$¢

Pokaz ¢wiczenia: O @

—22%+18 > 0?

x2—11z+28 —

Dopasuj nieréwnos¢ wymierng do zbioru rozwigzan nierdwnosci.

rzeR
72’41
4z2+1 <0

6z’ —2z > 6x

3x3+12z2+12z 32246z
Tx2-T7 —3x2-5

z < @ z4—1 S 0 ’ z24+3z+7 <0
322 422+5 4z
22 —x+4 >0 ’ ‘ 32246 <4




Cwiczenie 3

Potacz w pary nieréwnos¢ wymierng ze zbiorem rozwigzan nieréwnosci.

62> —12
$271 S 0

T € <—x/§; —1) U (1;\/§>

2 2_
ety < —z?+z+ j’ixi@ z € (—1;0)U(0;1)
??33:322—4:162 > % x € (—oo; —\/5) U (\/5, +oo)
Cwiczenie 4

. 3z%+142—5

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci <7552 > 0 jest:

z € (—oo; — %) U (%;5) U (5; + o0)

v € (~o0i— 1)U (di+ )

O O O

T C (—oo, 5> U (%,#—oo)
O ze (00, —5)U(F,5)U(5;+00)

Cwiczenie 5

Liczba k jest najwieksza liczbg catkowita, ktéra spetnia nieréwnosé T2 42z L

Tx3 4222 —21x—6 < z2-3°
, . . : k|
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku liczby Wi




Cwiczenie 6

2
. . s . 7 7z o X _4;1;_1’_4 . m_z . .
Zbiorem rozwiazan nierownosci ——="= + 2+ <=5 > 3 jest:

O ze(-42)
O =zec (—oo, —4> U <—4,—%)
O z€(—o00, —4)U(—4,—-2)
O z € (—1;400)
Cwiczenie 7
Wykaz, ze jesli z > 0, to 22102425 > 1,
Cwiczenie 8

.. . . .y ., a>—abt11p?
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a, b, gdzie a # b, nierownosé

a?—ab-+b?

@

> % jest prawdziwa.



Dla nauczyciela

Autor: Monika Dudek

Przedmiot: Matematyka

Temat: Nierowno$¢ wymierna, ktorej licznik jest wielomianem stopnia drugiego
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozwigzuje rownania i nierébwnosci wymierne nie trudniejsze niz

1 1 2
:L'(mxtl) + z+1 2 (:cfl)a(varl) :

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.
Cele operacyjne:

Uczen:

e rozwiazuje nierownosci wymierne kilkoma sposobami;
» wykorzystuje nierownosci wymierne w dowodzeniu;
e rozwigzuje zadania zadania z kodowang odpowiedzig.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
e burza mozgow;
» dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie przed lekcjg zapoznajg sie z materialem w sekcji ,Przeczytaj” i przypominaja
sobie postac iloczynowa wielomianu, wzory skroconego mnozenia oraz wyznaczanie
dziedziny utamka algebraicznego.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Nierownos¢ wymierna, ktorejlicznik jest
wielomianem stopnia drugiego”, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria
sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przedstawia material przedstawiony w sekciji ,Galeria zdjec
interaktywnych”. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawity sie po
zapoznaniu si¢ z materiatem.

2. Nauczyciel dzieli uczniéw na 3-osobowe lub 4-osobowe grupy. Uczniowie
w grupach wykonuja polecenie nr 2 oraz 3.

3. Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ zadan. W razie watpliwosci udziela odpowiedzi na
zadane przez uczniow pytania.

4. Nastepnie uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 7,8,9 w sekcji ,Sprawdz si¢”. Grupa, ktora
poprawnie rozwiaze zadania jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢



uczniow ocenami za aktywnosS¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy
i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie realizujg indywidualnie kolejne ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

» Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Nierowno$§¢ wymierna, ktorejlicznik jest
wielomianem stopnia drugiego” i inicjuje krotka rozmowe na temat zrealizowanych
celow (czego uczniowie si¢ nauczyli).

» Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i uzupetnia informacie.

Praca domowa:

o Uczniowie wykonuja pozostate zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

e NierownosSci wielomianowe
Wskazowki metodyczne:

Galeri¢ zdje¢ interaktywnych mozna wykorzysta¢ na lekcji jako powtorzenie do matury
z matematyki na poziomie rozszerzonym.
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