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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Korzystajgc ze wzorow na funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow, wyprowadzimy
wzory na funkcje trygonometryczne podwojonego kata. Za pomocg tych wzorow bedziemy
mogli oblicza¢ wartosci sinusa, cosinusa i tangensa podwojonego kata, gdy znane sg funkcje
trygonometryczne pojedynczego kata.

Twoje cele

 Zastosujesz wzory na sinus, cosinus, tangens podwojonego kata do obliczania
warto$ci innych katow.

» Zastosujesz wzory na funkcje trygonometryczne podwojonego kata do
wyprowadzania innych wzorow.




Przeczytaj

Wszystkie wzory na funkcje podwojonego argumentu wyprowadzimy ze wzorow na funkcje
trygonometryczne sumy argumentow. Zatem przypomnijmy te wzory.

Twierdzenie: sinus sumy argumentow

sin(z +y) =sinz - cosy + cosz - siny, dlaz,y € R
Twierdzenie: cosinus sumy argumentéow

cos(z +y) =cosz-cosy —sinz -siny,dlaz,y € R
Twierdzenie: tangens sumy argumentow

Zalozmy,zex # = + km,y #* T + km,x +y #* L + km, gdzie k € Z. Wowczas
Y 2 2 2 g

tgz+t
tg(z +v) = Hgry

Zatem wyprowadzmy wzory na funkcje trygonometryczne podwojonego argumentu.

Sinus podwojonego argumentu

Zapiszemy sin 2z jako sin(x + x) i skorzystamy ze wzoru na sinus sumy argumentow
podstawiajgc we wzorze zay = .

sin 2z = sin(x + ) = sinz cosx + sinx cosz = 2sinz cos
Stad otrzymujemy wzor

sin 2x = 2sin x cos .

Cosinus podwojonego argumentu

Zapiszemy cos 2z jako cos(z + z) i skorzystamy ze wzoru na cosinus sumy argumentow
podstawiajgc we wzorze zay = .

2

2r —sin“zx

cos 2z = cos(x + x) = cosx cosx — sinzsinx = cos

Stad otrzymujemy wzor

2

2 — sin” .

Ccos 2x = cos
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Korzystajac z jedynki trygonometrycznej mozemy wzor na cosinus podwojonego argumentu
zapisa¢ w dwoch innych, przydatnych postaciach:

2 2 2

e cOos2x =cos“x —sin“x = (1—sin2:c) —sin?z =1 — 2sin’z,

o cos2x = cos?z —sin’x = cos?x — (1 —cos2a:) —2cos?z — 1.

Tangens podwojonego argumentu

Zapiszemy tg 2z jako tg(z + x) i skorzystamy ze wzoru na tangens sumy argumentow
podstawiajagc we wzorze zay = .

tgxt+tge  2tgz

tg 2z = tg(x + {12) — T—tgztgz 1 tglx

Stad otrzymujemy wzor

2tgx
1-tg2z’

tg2r =

dlaz # 2+ iz # I +kn, gdziek € Z.
Twierdzenie: funkcje podwojonego argumentu

e sin2x = 2sinxcosx,dlax € R

e cos2z =cos?z =sinz =1—2sin’xz =2cos?z —1,dlaz € R

o tg2x = liiggfm,dlaa:% T+ % iz # 5 +kmgdziek € Z
Przyktad 1

Obliczymy warto$ci funkcji trygonometrycznych kata 15°.

1. Zapisujemy wzor na cosinus kata 30° jako kata 2 - 15°.

@ =c0s30° =cos(2-15°) = 2cos?(15°) — 1

@ = 2cos?(15°) — 1

V3 41 =9cos215°

&

ER .
2 = cos? 15

Poniewaz kat 15° jest katem pierwszej ¢wiartki, zatem cos 15° jest liczba dodatnia. Zatem

By
coslh = 22
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Zapiszemy inaczejwarto$¢ cos 15°.

VE Vi)’ .
V52 - VE - S gy

2. Zapisujemy wzor na cosinus kata 30° jako kata 2 - 15°.

% =c0s830° =cos(2-15°) =1 — 2sin® 15"

%

3 —1—2sin%15°

1- % = 2sin15°

V3
- ) .
22 — sin?15

Poniewaz kat 15° jest katem pierwszej ¢wiartki, zatem sin 15° jest liczbg dodatnia. Zatem

1_3

sin15° = |/ —=.

Zapiszemy inaczejwarto$¢ sin 15°.

_3 - Vi-1) 7 =
1/122 :\/%_@:\/43\/52 ( 8) :\gf/§1:\/64\/§

3. Obliczymy tangens 15° jako wynik ilorazu warto$ci funkcji sinus 15° i wartos$ci funkcji
cosinus 15°.

tg15° — sinl5® __ B2 _ V6—v2

cos15” " Verv2 T /642
1

N

 (VEva)(veva)  (VEva)

- (VE+v2) (Ve-va) 6-2

_ 6-2v6V2+2
_ 6-2 2 242 _ 9 _ /3

Przyktad 2

Obliczymy warto$ci funkcji trygonometrycznych kata 22,5°.
1. Zapisujemy wzor na cosinus kata 45° jako kata 2 - 22,5°.
M2 — cosd5° = cos(2-22,5°) = 2cos222,5° — 1

@ = 2c0s?22,5° — 1

m|§

+1=2cos%22,5°



V2
5 +1

s— = cos?22,5°

Poniewaz kat 22, 5" jest katem pierwszej ¢wiartki, zatem cos 22, 5° jest liczbg dodatnia.
Zatem

V2
o _+1
cos22,5" = 2

Zapiszemy inaczej warto$¢ cos 22,5°:

4“_\/ 2+;_\/\/§+2_\/\/§+2
2 — i — " 2 -

2 4

2. Zapisujemy wzor na cosinus kata 45° jako kata 2 - 22,5°:
M2 cosd5® = cos(2-22,5°) =1 — 2sin® 22, 5°
M2 1 26in?22,5°

1— Y2 —25in?22,5°

V32
1-%2 . .
2 —sin?22,5

[\

Poniewaz kat 22, 5" jest katem pierwszej ¢wiartki, zatem sin 22, 5° jest liczba dodatnia.
Zatem

. o l_ﬁ
sin22,5 = 5

Sprobujemy zapisa¢ inaczej warto$c¢ sin 22,5

W =2 _\/;_ﬁ_\/zx/i Vo
2 - 2 4 4 - 2 :

3. Obliczymy tangens 22, 5" jako wynik ilorazu wartos$ci funkciji sinus 22,5° i wartosci
funkcji cosinus 22,5°:

o sin225° 5 _ V2
tg22’5 T c0s22,5° T Vaonvs \/2+\/§

:\/3——2f:\/(\/§—1)2:x/§—1.

Przyktad 3




Obliczymy warto$ci funkcji trygonometrycznych kata 7,5°.
1. Zapisujemy wzor na cosinus kata 15° jakokata2 - 7,5°.

M =cos15° =cos(2-7,5°) =2cos?7,5° — 1

M =2co0s?7,5° — 1

M +1=2cos?7,5°

% — c0s27,5°

Poniewaz kat 7,5° jest kagtem pierwszej ¢wiartki, zatem cos 7,5 jest liczbg dodatnia.
Zatem

cos7,5" =1/ %.

2. Zapisujemy wzor na cosinus kata 15° jakokata2 - 7,5":
B2 00515° = cos(2+7,5°) = 1 — 2sin® 7, 5°
M =1—2sin%7,5°
1— Y52 _ ogin215°
—4*\/27‘/5 =sin?7,5°

Poniewaz kat 7,5° jest kagtem pierwszej ¢wiartki, zatem sin 7,5 jest liczbg dodatnia.
Zatem

. o 4-vV6—V2
sin7,5 =14\ —5——.

3. Obliczymy tangens 7, 5° jako wynik ilorazu warto$ci funkcji sinus 7,5° i wartosci
funkcji cosinus 7,5°:

tg7,5° = Sin7,5° 47\/245 _ \/4*\/5*\/5
, - = = .

cos 7,5 4+\/§+\/§ \/4+\/E—0—\/§
Przyktad 4

Obliczymy warto$ci funkcji trygonometrycznych katéw 67,5°, 757,82, 5°.
Rozwigzanie

Skorzystamy ze wzorow redukcyjnych prawdziwych dla katow ostrych:



sin(90° — z) = cosx
cos(90° —z) =sinzx

tg(90° —z) = =

Zatem mozemy zapisac zaleznosci dla poszukiwanych katow:
sin67,5° = cos22,5°
cos67,5° =sin22,5°

. 1
sin 75" = cos15°

cos75° =sinlhH”’

sin82,5° = cos7,5°
cos82,5" =sin7,5°
tg82,5° = tg+5

Wyniki mozemy zapisa¢ w tabeli:

Q 7,5° 15° 22,5° 67,5° 75° 82,5°

sin a [ 4-V6-12 \/52\/5 212 V212 \/51\/5 [ 44V6+/2

8 2 ) 8
cos a [ 444642 ﬁzﬁ 2412 22 %Zﬁ [ 4-v6-+/2

g 3 8
4-6-2 _ _ 44642
tgo v e R I R T R CA S R E R Ve v

Stownik

jedynka trygonometryczna

2

sinz +cos’z =1

sinus sumy argumentow

sin(zx +y) =sinz - cosy + cosz - siny,dlaz,y € R

cosinus sumy argumentow




cos(x +y) =cosx-cosy —sinz -siny,dlaz,y € R
tangens sumy argumentow

tg(m+y):%,dlax#%—l—kﬂ,y;&%—kkw,x—l—y;&%—ka,gdziekeZ



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w jednorekiego bandyte. W grze po¢wiczysz znajomos$¢ wartosci funkgji

trygonometrycznych potowy charakterystycznych katéw.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3UIf3MCs

Polecenie 2

1—tg?15°

blicz wartos¢ wyrazenia: .
Oblicz wartos yaea1thg215°


https://zpe.gov.pl/a/D3UIf3MCs

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

T 1 .,
Jezelisinx = 3 to cos 2z ma wartosc:

©|oo
wolro

o O O O
|
©o|~

7
9
Cwiczenie 2

Jezelitgx = 2, to tg 2x jest rowne:

S

o O O O
|

ol




Cwiczenie 3
Potacz w pary rowne liczby.

2 1
COs” 57

tg%
2 5m
1-tg? -
2T 2
Sin ﬁ—COS 17
s O %
Sin ﬁCOSﬁ

Cwiczenie 4

Uzupetnij puste pole tak, aby wyrazenia miaty rowne wartosci.

92sin16°—sin32° |
2sin 16" +sin 32°

tg? 64°

Cwiczenie 5

1
tg?8"

Wskaz poprawng réwnosc.

cosdr = 4costx —4dcos?x + 1

cosdx = 4cos*zr —4cos?x — 3

cosdx = 8cos*z — 8cos’z — 3

cosdxr = 8cos*z — 8cos?z + 1

o O O O

|



Cwiczenie 6

Wartos$é wyrazenia tg 82,5°— tg 7,5° jest rowna

O 2v2+2
O 2v2-2
O 4-2V3

O 4+2V3
Cwiczenie 7

2tgl5°

Oblicz wartos¢ wyrazenia: Trgls

Cwiczenie 8

Oblicz tg , jezeli cos 2z = .



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcje trygonometryczne podwojonego kata

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen speilnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

5. korzysta z wzordw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje obywatelskie;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzory na sinus, cosinus, tangens podwojonego kata do obliczania wartosci
innych katow;

 stosuje wzory na funkcje trygonometryczne podwojonego kata do wyprowadzania
innych wzorow.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Gra edukacyjna” i ¢wiczenia
interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat zajec¢: ,Funkcje trygonometryczne
podwojonego kata” i prosi, by na jego podstawie uczniowie sformutowali cel lekcji oraz
kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z trescig materiatu w sekcji ,,Gra
edukacyjna”. Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniajg ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawnos$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Funkcje trygonometryczne podwojonego
kata” i inicjuje krotkg rozmowe na temat zrealizowanych celéw (czego uczniowie sie
nauczyli). Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne -

uzupelnia informacje.

Praca domowa:



1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Funkcje trygonometryczne podwojonego kata”).

Materialy pomocnicze:

o Wykresy i wlasnosci funkciji trygonometrycznych

Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Gra edukacyjna” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach
w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,,Funkcje

trygonometryczne podwojonego kata’.
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