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Na co dzien korzystamy z pewnych ogoélnie przyjetych reprezentacii liczb. JesteSmy

w stanie bez problemu odczyta¢ np. wartos¢ 987,25. Nie oznacza to, ze komputery poradzg
sobie z tym rownie sprawnie. Na poziomie oprogramowania (software) zazwyczaj nie
uzywamy specjalnych systemow prezentowania liczb, jednakze hardware jest
przystosowany do analizy i manipulacji warto$ciami przedstawionymi w konkretny sposob.
Wiecejna temat tego, w jaki sposob liczby reprezentowane sg w komputerze, znajdziesz

w e-materiale Reprezentacja liczb w komputerze.

Liczby wprowadzane z klawiatury, np. do tworzonego programu, trzeba odpowiednio
przekonwertowac na inny system. RoOwniez same dzialania matematyczne muszg by¢
wykonane za posrednictwem stosownych procedur. Dlatego w tym e-materiale skupimy sie
na sposobach wykonywania przez komputer dzialan arytmetycznych i operaciji logicznych
oraz na tym, jakimi btedami mogg by¢ obarczone te dziatania.

Jak wyglada omawiane zagadnienie w poszczego6lnych jezykach programowania
przedstawiamy w e-materiatach:

» Bledy obliczen numerycznych w jezyku C++,
e Bledy obliczen numerycznych w jezyku Java,
» Bledy obliczen numerycznych w jezyku Python.
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Wiecejzadan? Siegnij do Btedy obliczen numerycznych - zadania maturalne.
Twoje cele

» Przeanalizujesz, jakimi btedami obarczone sg obliczenia numeryczne.
o Wyjasnisz, czym jest btad wzgledny i btad bezwzgledny oraz przesledzisz sposoby ich
obliczania.

e Scharakteryzujesz roznice miedzy przyblizeniami z nadmiarem i niedomiarem.
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Przeczytaj

Wiesz juz, ze operacje algorytmiczne wykonywane przez komputer obarczone s3 btedami.
Wyrézni¢ mozemy kilka zrodet nieprawidtowosci w obliczeniach numerycznych, np.:

» btedy wejsciowe (niedostateczna doktadnos¢ danych zrédtowych),

» bledyreprezentacji (ograniczona liczba bitobw na reprezentacje danych, konwersja
miedzy systemami liczbowymi),

» bledy obciecia (uproszczenia obliczen),

» bledy zaokraglen (wynikajace z reprezentaciji danych).

Bledy wejsciowe wystepujg w sytuacji, kiedy dane wprowadzone do pamig¢ci komputera
odbiegajg od doktadnych, rzeczywistych wartosci. Innymi stowy, kiedy wyniki obarczone sa
bledem pomiaru, np. w przypadku mierzenia wielkosci fizycznych.

Bledy reprezentacji wynikaja z ograniczen w mozliwosci przechowywania bitow. Na
przyklad n ma nieskonczonag liczbe cyfr po przecinku, ale ze wzgledu na ograniczenia
precyzji w komputerach mozna przechowywac tylko cze$¢ z nich (zaleznie od systemu, np.
16, 32, 64, 128 i tak dale;j).

Bledy obciecia wynikaja z procedur numerycznych przy zmniejszaniu liczby dziatan.
Zwigzane s3 z przyblizaniem obliczen nieskonczonych. Mamy z nimi do czynienia przy
obliczaniu catek oznaczonych.

Bledy zaokraglen wystepuja, poniewaz komputery majg ograniczong zdolnos¢ do
reprezentowania liczb. Zaokraglajac dang liczbe, nie podajemy zatem jej doktadnej wartosci,
a jej przyblizenie.

Polecenie 1

Zastanow sie, czy sg problemy, w ktérych nie mozemy stosowac przyblizen i zaokraglen.

Btedy przyblizen

Przyblizajac liczbe (czyli wykonujgc dziatania za pomocg komputera, poniewaz uzyskane
wyniki zawsze s3 przyblizeniami), popetniamy biad przyblizenia. Wyr6zniamy btad
bezwzgledny oraz btad wzgledny przyblizenia.

Wazne!

Btad przyblizenia to roznica miedzy wartoscia przyblizona (tg, ktora obliczylisSmy,
oszacowalismy lub zmierzyliSmy) a wartoScig doktadna (oczekiwana).



Btad bezwzgledny

Blad bezwzgledny wyraza bezwzgledng roznice pomiedzy warto$cig zmierzong a doktadna.
Obliczamy go zgodnie ze wzorem:

Az = |z — x|

gdzie x to doktadna warto$¢, x( oznacza zmierzong wartos¢, a Az - blad bezwzgledny.
Wazne!

Blad bezwzgledny jest zawsze liczbg nieujemng. Wyrazamy go w takich samych
jednostkach jak wartos¢, ktora przyblizamy.
Przyktad 1

Martyna i Grzegorz postanowili kupi¢ nowa gre planszowa. Jednak pozycja, ktorg wybrali,
byla dostepna jedynie w zagranicznym sklepie, a jej cene podano w euro. Martyna
oszacowala, ze za gre kosztujgcg 50 euro zaptacg 250 ztotych. Grzegorz si¢ z nig nie
zgadzal i twierdzil, ze wydadzg 225 ztotych. Ostatecznie zaptacili 242 ztote. Jaki blad
przyblizenia popetnita Martyna, a jaki Grzegorz?

xy = 250zt
rg = 2252z
Wartos¢ dokladna: ¢ = 242 24

Przyblizenie wykonane przez Martyne to przyblizenie z nadmiarem. Blad tego
przyblizenia wynosi 8 zt.

Przyblizenie wykonane przez Grzegorza to przyblizenie z niedomiarem. Biad tego
przyblizenia wynosi 17 2t
Przyktad 2

Przyblizenie pewnejliczby z jest rowne 3, 83. Blad bezwzgledny tego przyblizenia wynosi

<75 - Oblicz doktadng wartos¢ liczby .

Korzystajgc ze wzoru na btad bezwzgledny przyblizenia, mozemy zapisac:

1
|z — 3,83 = —
300

Rozwazamy zatem dwie mozliwoSci:
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W pierwszym przypadku z > p, wiec liczba 3, 83 to przyblizenie z niedomiarem.

W drugim przypadku x < p, zatem liczba 3, 83 to przyblizenie z nadmiarem.
Wiecej przykltadow znajdziesz w e-materiale Blad przyblizenia. Blagd bezwzgledny
przyblizenia.

Btad wzgledny

Blad wzgledny to stosunek btedu bezwzglednego do oczekiwanego wyniku. Obliczamy go
zgodnie ze wzorem:

am: |£B—{B()‘ :A.CL’

] z

gdzie x to doktadna warto$¢, xo oznacza zmierzong warto$¢, Az - btad bezwzgledny, a za
pomoca é okreslamy bigd wzgledny.

Blad wzgledny najczesciej jest wyrazany w procentach i nazywany wtedy bledem
procentowym:
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Wazne!

Blad wzgledny jest wielkoscig niemianowang, czyli nie ma jednostki miary. Btad
procentowy podajemy w procentach.

Przeanalizujmy omowiony wcze$niej przykiad, tym razem jednak obliczymy btagd wzgledny.
Przyktad 3

Wiemy, ze gra Martyny i Grzegorza kosztowala 242 24, blad bezwzgledny przyblizenia
Martyny wynosit Azyr = 8 24, a Grzegorza Axg = 17 21 Ile zatem wynosza bledy
wzgledne?

Btad Martyny wynosi:
8
Oy = —— = 0,033
M o4
Btad Grzegorza wynosi:
17
= — = 0,070
7 242
Popetnione przez nich btedy procentowe to:
0 —ix100‘7—33‘7
M7 242 CTel
17
O = — x 100% = 7
¢ 242 h= TR

Przyktad 4

Jesli podamy przyblizenie odlegtosci z Warszawy do Krakowa, dla ktérego biad
bezwzgledny to 25 km oraz przyblizenie dlugos$ci trasy z Warszawy do Londynu

z bledem bezwzglednym wynoszacym 25 km, to otrzymane btedy bezwzgledne sg sobie
rowne. Widzimy jednak, ze ich znaczenie jest zupetnie inne.

Rzeczywista odleglos¢ z Warszawy do Krakowa wynosi £ = 320 km.

Blad bezwzgledny A, wynosi 25 km, wigc blad wzgledny przyblizenia wynosi:




Blad procentowy to:

Ay
0p = 2] -100% ~ 0,078 -100% = 7,8%
T

Z kolei rzeczywista odlegto$¢ z Warszawy do Londynu wynosi y = 1625 km.

Jezeli blad bezwzgledny A, wyniesie 25 km, to blad wzgledny przyblizenia wynosi:

A 2
5, = _Y _ 25 ~ 0,015
ly| 1625

Natomiast btad procentowy to:

A
8, = ‘—T -100% ~ 0,015-100% =1,5%
Yy

Podsumowujac, chociaz w obu szacunkach biad bezwzgledny wynosi 25 km, to
w przypadku drogi z Warszawy do Krakowa pomylili$my sie o okoto 8%, a w kwestii trasy
Warszawa-Londyn tylko o okoto 1, 5%.

Wiecej przykltadow znajdziesz w e-materiale Blagd wzgledny przyblizenia.
Stownik
btad bezwzgledny

wyraza bezwzgledng roéznice pomiedzy wartoscig zmierzong a doktadna; obliczamy go
zgodnie ze wzorem:

Az = |z — |

gdzie x to doktadna wartos¢, x( oznacza zmierzong wartos$c, a Az - blad bezwzgledny
btad wzgledny

stosunek btedu bezwzglednego do oczekiwanego wyniku; obliczamy go zgodnie ze
wzorem:
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— A
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J

gdzie x to doktadna warto$¢, x( oznacza zmierzong warto$¢, Az - btad bezwzgledny,
a za pomoca § okreslamy btad wzgledny
przyblizenie

operacja zmniejszajgca doktadnose, z jakg prezentujemy liczbe; odbywa si¢ poprzez
pozbycie si¢ z wartoSci ustalonejliczby miejsc po przecinku, przy zatozeniu, ze ostatnig
cyfre przyblizenia (ostatnie zachowane miejsce po przecinku) zwigkszamy o 1, gdy
nastepuje po niej cyfra wieksza lub rowna 5



Animacja

Wazne!

Metodami numerycznymi (obliczeniowymi) nazywamy metody rozwigzywania
probleméw matematycznych za pomocg operacji arytmetycznych. Wyniki zastosowania
metod numerycznych najczesciejsa przyblizone (cho¢ doktadno$¢ obliczen mozna
czesto z gory okresli¢), sg zatem obarczone bledami obliczen numerycznych.

Do przyktadow metod numerycznych nalezy np. metoda bisekcji czy stycznych, czyli
metody wyznaczania przyblizonej wartosci miejsca zerowego funkcji. Zostaty one opisane
w e-materiatach Algorytmy numeryczne i przyblizone oraz Wyznaczanie przyblizonej
wartos$ci miejsca zerowego funkcji metoda stycznych.

W animacji znajdziesz wiecej przyktadow metod numerycznych.
Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja przedstawiajaca historie metod numerycznych.

nume

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RbSTsVuhUWofX
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film przedstawiajacy histori¢ metod numerycznych
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Polecenie 2

Na podstawie dostepnych zrédet przygotuj notatke na temat rzeczywistych skutkow btedéw

obliczen numerycznych.

Polecenie 3

Poszukaj przyktadéw innych metod numerycznych niz te wymienione w animacji. Na temat

jednej z nich przygotuj notatke.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1 ¢

Uzupetnij wzoér na obliczenie btedu bezwzglednego, gdzie « to doktadna wartosé¢, a x( to
zmierzona wartosc.

____________________________________________________________

=] (=] ]

Cwiczenie 2 3

Uzupetnij wzér na obliczenie btedu wzglednego, gdzie x to doktadna wartosé, a g to
zmierzona wartos¢.

kd z| ||

|z + | H |zo — | |z — o]
|

Cwiczenie 3

Potacz w pary.

zvblizenie z nadmiarem wielkos$¢ przyblizona jest wieksza od
Sl wartosci doktadnej
wielkosc¢ przyblizona jest mniejsza od

rzyblizenie z niedomiarem . .
— wartosci doktadnej




Cwiczenie 4

Dokoncz zdanie.
Liczba 0, 4 jest jednym z przyblizen liczby % Btad wzgledny tego przyblizenia wyrazony
w procentach jest rowny...

O 10%.
O 0,11%.
O 001%.
O 11%.

Materiatl zrédtowy do éwiczen nr 5-7
Woykres przedstawia srednice (cm) pni dwéch drzew w kolejnych latach ich wzrostu.
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wiek — wierzba



Cwiczenie 5
Oblicz sredni roczny przyrost Srednicy pnia dla obu drzew. Wynik zaokraglij do jednego
miejsca po przecinku.

Wierzba

Miejsce na obliczenia:

Sredni roczny przyrost (cm):

Dab

Miejsce na obliczenia:

Sredni roczny przyrost (cm):

Cwiczenie 6
Oblicz btad bezwzgledny otrzymanego przyblizenia sredniego rocznego przyrostu srednicy pnia
wierzby oraz debu.

Wierzba

Miejsce na obliczenia:

Btad bezwzgledny:

Dab

Miejsce na obliczenia:

Btad bezwzgledny:




Cwiczenie 7
Oblicz btad wzgledny otrzymanego przyblizenia Sredniego rocznego przyrostu Srednicy pnia
wierzby oraz debu. Wyraz go w procentach.

Wierzba

Miejsce na obliczenia:

Btad wzgledny:

Dab

Miejsce na obliczenia:

Btad wzgledny:




Cwiczenie 8

Pewna wydawczyni przygotowata kosztorys druku najnowszej ksiazki poczytnego autora.
Zatozyta, ze druk 10 000 egzemplarzy bedzie kosztowat 35 000 ztotych. Po analizie pozostatych
kosztéw doszta do wniosku, ze jej obliczenia mogg by¢ obarczone btedem wzglednym

o wartosci 17%. Po ich przekroczeniu koszt druku bytby za wysoki do szacowanej sprzedazy.
Woystata zapytanie do czterech drukarni. Otrzymata nastepujace wyliczenia:

pierwsza drukarnia: 40 000 ztotych;

druga drukarnia: 33 000 ztotych;

trzecia drukarnia: 45 000 ztotych, ale przy zatozeniu, ze minimalny drukowany naktad
wynosi 12 000 egzemplarzy;

czwarta drukarnia 45 000 ztotych.

Ktore drukarnie mieszcza sie w zatozonych kosztach? Wydawczyni jest sktonna zwiekszy¢
naktad i proporcjonalnie do niego budzet.

Wymien drukarnie, ktére mieszczg sie w budzecie wydawczyni.

Zapisz swoje obliczenia.




Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Bledy obliczenn numerycznych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

7) wyjasnia, jakie moze byc¢ zrodto btedow pojawiajacych si¢ w obliczeniach
komputerowych: btagd zaokraglenia, btad przyblizenia;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

o Przeanalizujesz, jakimi bledami obarczone s3 obliczenia numeryczne.
o Wyjasnisz, czym jest blgd wzgledny i blagd bezwzgledny oraz przesledzisz sposoby ich
obliczania.

e Scharakteryzujesz roznice miedzy przyblizeniami z nadmiarem i niedomiarem.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
o zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostepnia e-materiat:
»Btedy obliczen numerycznych”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami
w sekcji ,Przeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat i cele zaje¢ zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”. Nastepnie
wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania ucznioéw do zajec¢. Jezeli jest ono niewystarczajgce prosi o ciche
zapoznanie si¢ z tre$cig w sekciji ,Przeczytaj’. Uczniowie analizujg przedstawione tam
przykiady i powtarzajg zaprezentowane rozwigzania na swoim komputerze.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Animacja”. Uczniowie
wspolnie analizujg animacje dotyczaca historii metod numerycznych.



3. Uczniowie dyskutujg, jak radzi¢ sobie z obecnoscig bledow w obliczeniach
komputerowych.

4. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia nr 1-8 z sekcji
»Sprawdz sie”. Po wykonaniu kazdego z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez
nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wySwietla na tablicy temat i cele lekcji zawarte w sekcji
~Wprowadzenie” W kontekscie ich realizacji nastepuje oméwienie ewentualnych
problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekciji ,,Sprawdz sie”

2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /tem sig jak...”.

Praca domowa:

1. W wyniku pomiaru ustalono, ze do uszycia sukienki wykorzystano pasek koronki Calais
o dlugosci 999 cm i szerokosci 9 cm. Wartosci ustalone ze sprzedawca to 1000 i 10.
Oblicz btad wzgledny oraz bezwzgledny dla podanych przypadkow.

2. Wykonaj polecenia 2-3 z sekcji ,Animacja”.

Wskazowki metodyczne:

» Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



