Dtugoé¢ odcinka. Srodek odcinka

Odlegtos¢ punktoéw na osi liczbowej. Obliczanie dlugosci odcinka o danych wspolrzednych
koncow odcinka. Obliczanie wspotrzednych $rodka odcinka. Obliczanie promienia okregu,
obwodow figur. Zasob zawiera zadania, w tym interaktywne.

Wyprowadzenie wzoru na dlugos¢ odcinka w prostokatnym uktadzie wspotrzednych. Zasob
zawiera ¢wiczenia, w tym ¢wiczenia interaktywne. Ilustracja interaktywna: obliczanie
wspolrzednych punku konca odcinka.

Srednia arytmetyczna. Wyznaczanie wspotrzednych érodka odcinka. Animacja: $rodek
odcinka. Ilustracja interaktywna: srodek odcinka.

Srodkowa poprowadzona z wierzchotka trojkata. Rownanie prostej, na ktorejlezy srodkowa
poprowadzona z wierzchotka. Wspotrzedne wierzchotkéw rombu.

Wyznaczanie wspotrzednych wierzchotow figury. Wyznaczanie rownan prostych
zawierajacych srodkowe. Sprawdzanie, czy trojkaty s podobne. Zadania z parametrem.
ZasOb zawiera zadania otwarte z wyjaSnieniami i rozwigzaniami.

Obliczanie dtugosci odcinka o koncach w podanych punktach. Wykorzystanie twierdzenia
Pitagorasa do obliczania dtugosci odcinka. Animacja: wyprowadzenie wzorow na dtugosci
odcinkow.



Dtugoé¢ odcinka. Srodek odcinka

Materiat ten poswiecony jest dtugosci i Srodkowi odcinka. Analizujac zawarte tu przyklady,
przypomnisz sobie podstawowe wzory oraz sposoby rozwigzywania zadan zwigzanych z tym

tematem.
Przyktad 1

Oblicz dtugos¢ odcinka AB o koncach w punktach A = (=5, 2)i B = (1, 6).

Zbudujmy trojkat prostokatny, ktorego przyprostokatne sg rownoleglte do osi uktadu
wspotrzednych, a odcinek AB jest jego przeciwprostokatna.

Odlegtos¢ punktow na osi liczbowejjest rowna wartosci bezwzglednej roznicy liczb,
odpowiadajacych tym punktom.

9 -8

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zatem przyprostokgtne tego trojkata majg dtugosci |AC| = 61 |BC| = 4.

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa obliczymy dlugo$¢ przeciwprostokatnej AB.

|AB|? = |AC|? + |BC|?

|AB|* = 6% + 4°

|AB|? = 52




|AB| = /52 = 21/13.
Przyktad 2

Punkty A = (x4, y4)i B = (zB, yB) sa koncami odcinka AB. Oblicz dlugo$¢ odcinka

AB.
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B = (Xg Yg)

|AB] = V(xz — xa)z + (Ya— 'h)l

B = (xg va) |’

A= (xg, h),—-—-—? ----- Ya=VYp A=Xp Ya)g-----im ===z ===
ll I¥g = ¥al =0
' [¥a—¥al
- B = (xg vg)
c! b e
L L]
1 L]
1 L]
1 L]
——— ¢
Xa

IAB| = V(x5 = Xa)* = Ixg = X, IAB| = V(ys = ya)* = lyg = Val

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RISEKCFCmQySS

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje w jaki sposdb mozemy obliczy¢ dtugos¢ odcinka w uktadzie
wspolrzednych.

Zapamietaj!


file:///preview/resource/R15EKCFCmQySS
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dlugos¢ odcinka AB, ktorego konicami sa punkty A = (x4, ya)i B = (zB, yB)
obliczamy ze wzoru

|AB| = \/(:BA - ﬂcB)2 + (ya — y3)2-

Zauwazmy, ze wzOr jest prawdziwy w szczegolnych przypadkach:

» gdyodcinek AB jest rownoleglty do osi X, wtedy

YA = YB

|AB| = \/(xA —ap)’ =|z4 — z5],
o gdyodcinek AB jest rownolegly do osi Y, wtedy

TA—IRB

4B = /(44 — y5)? = Jya — v

Srodek odcinka
Przyktad 3



Ola ma 160 cm wzrostu, a jej brat Marcin 190 cm. Oblicz Sredni wzrost rodzenstwa.
Sredni wzrost brata i siostry odpowiada $redniej arytmetycznejliczb 160 i 190, czyli

1 1
T = 100190 _ 175 (cm).

Na osi liczbowejliczba 175 jest jednakowo oddalona od obu liczb 160 i 190.
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z wiasnosci Sredniej arytmetycznej dwoch liczb wynika, ze liczba odpowiadajgca Sredniej
dwoch liczb lezy na osi liczbowej doktadnie posrodku miedzy tymi dwoma liczbami.
Przyktad 4

Punkty A = (z 4, ya)i B = (zp, yp) sa koncami odcinka AB. Wyznacz wspoirzedne
srodka odcinka AB.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIIMWtEgIKnYg

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia w jaki sposob mozemy wyznaczy¢ srodek odcinka w uktadzie
wspolrzednych.

Zapamieta;j!


file:///preview/resource/R1JMWtEg1KnYg
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wspoirzedne punktu S, ktory jest srodkiem odcinka o koncach w punktach
A = (x4, ya)i B = (zp, yp) sa Srednimi arytmetycznymi wspotrzednych koncow
odcinka AB.

g _ rAa+xp Ya+ys
2 ’ 2 '

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/P92hhwoi6
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 5


https://zpe.gov.pl/b/P92hhwoi6

Sprawdz, czy trojkat o wierzchotkach w punktach A = (2, 2),B= (-3, 6)i C = (5, 6)
jest rownoramienny. Oblicz obwdd tego trojkata.
b

71

B=(-3,6) C = (5,6)

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Korzystajac ze wzoru na dtugos¢ odcinka, obliczymy dtugosci bokow trojkata.

|AB|:\/(2+3)2+(2—6)2:\/25—|—1 = V41

AC) = /(2-5)+(2—6)’ =5 716 = V25 = 5.

Zauwaz, ze drugie wspotrzedne punktow B i C sa rowne 6, co oznacza, ze odcinek BC
jest rownolegly do osi X. Jego dlugosc¢ jest rowna

|BC| =15+ 3| =8.

Dtugosc¢ tego odcinka mozemy rowniez obliczy¢, wykorzystujac odpowiedni wzor.

Wtedy:

|BC|:\/(—3—5)2—1—(6—6)2:\/6_:8.

Kazdy bok tego trojkata ma inng dlugos$¢, zatem nie jest on rownoramienny.

Obwod trojkata jest rowny:



Ob=5+8+ V41 = 13 + V41.
Przyktad 6

Oblicz dtugos¢ przekatnej prostokgta ABC'D o wierzchotkach w punktach:

A= (-5, —1),B= (5 —5)iC = (7,0). Wyznacz wspdirzedne wierzchotka D.
A
b

4

3.

2.

10 9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

-6 B = (57 *5)

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatna prostokata ABCD jest rowna dlugosci odcinka

|AC| = \/(—5—7)2+(—1—0)2 — V144 4+ 1 = V145,

Przekatne w prostokacie przecinaja sie w punkcie S, ktory jest sSrodkiem kazdej z nich.
Wynika z tego, ze srodek przekatnej AC jest rowniez srodkiem przekatnej BD.

Srodek S przekatnej AC ma wspotrzedne

g_ <—5—1—7, —1+0> _ <1, _l)
2 2 2
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Niech D = (;ED, yD).

S = (1, — %) jest srodkiem odcinka BD, a zatem

1 _l B 5+£BD —5+y[)
o2 ) 2 2

1  —5+uyp
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wD:—Sin:4.

Wynika z tego, ze D = (—3, 4).




Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 7

Napisz rownanie prostej, na ktorejlezy srodkowa poprowadzona z wierzchotka C
w trojkacie o wierzchotkach w punktach

A= (-2, —5),B=(8,1),C=(0, 4).

Srodkowa trojkata to odcinek taczacy wierzchotek ze srodkiem przeciwleglego boku.

Naprzeciw wierzchotka C'lezy bok A B, ktoérego srodek ma wspoirzedne

- (—24—8, —5+1) @ —2)
2 2

Srodkowa poprowadzona z wierzchotka C' lezy na prostej C'S i ma réwnanie y = ax + b.

Wspotczynnik kierunkowy tej prostej jest rowny

apunkt C = (0, 4) jest jej punktem przeciecia z osig Y. Wynika z tego, ze b = 4.

Roéwnanie prostej zawierajacej srodkowa tréjkata poprowadzong z wierzchotka C' ' ma
postac:



Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 8

Punkty A = (-3, 7) i B = (4, 8) sa wierzchotkami rombu ABCD, a punkt S = (3, 5)
jest jego srodkiem symetrii. Wyznacz wspolrzedne pozostatych wierzchotkow rombu.

Srodek symetrii rombu jest jednoczesnie $rodkiem kazdej przekatnej tego rombu.
Punkt S = (3, 5) jest srodkiem przekatnej AC, zatem

-3 7
(3, 5): +ch, +yc ’
2 2
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zo=9yc =3

O = (9,3).

Podobnie obliczymy wspolrzedne punktu D.
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Polecenie 1

Punkt S jest srodkiem odcinka AB. Znajdz brakujace wspoétrzedne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P92hhwoié

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/b/P92hhwoi6

Cwiczenie 1

Wyznacz wspétrzedne $rodka odcinka o koricach w punktach A i B. Uzupetnij odpowiedzi,
przeciggajac w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy
rozwijalnej.

= (v2,3v2). B= (-3v2, 5\/2)

____________________________

Odpowiedz: Wspotrzedne to ( | )

_ (1, 3\/5),3 - (—5, 3\/5)

____________________________

Odpowiedz: Wspétrzedne to ( , )

A= (-4v2, -3),B=(-4v2, 3)

Odpowiedz: Wspétrzedne to ( ' | ).

:(1—%3 3+\/§), (1+f 3—%3)

Odpowiedz: Wspotrzedne to (

33 \3!\1H4H—2IWW3WH—2WH—MH—NW

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 2 »
Jezeli znamy wspétrzedne srodka okregu S = (a, b) oraz dtugosc jego promienia r, to mozemy
zapisa¢ réwnanie okregu nastepujaco: (z — a)2 + (y — b)2 = r2. Dopasuj wzér do okregu.

l )

3'/3 O

-4 -3 -2 -\ry 2[

O -3 O

2+y=1 22+ y-37=9 (-3 +@wy+3)’=1 (-3 +42=09
(z+3)>2+(@y—3°=1 (@-2"+@w+3)=4 (z-2)°+(y+3)=2

(z+3)°+(y+3)7° =1

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3
Oblicz dtugo$¢ odcinka A B. Uzupetnij odpowiedz, przeciggajac odpowiednie liczby.

4 -3 -2 -1 (01 2 3 4 5 6

13 4 10 4+ < 2 3 1

Zrddto: Zespot autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4 »
Oblicz dtugos¢ promienia okregu. Uzupetnij odpowiedz, przeciggajac odpowiednie liczby.

4

[S[=H

1 6 1
1 1 10 13 & 1 12 3

Zrddto: Zespot autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5 P
Oblicz dtugosci odpowiednich odcinkéw. Uzupetnij odpowiedzi, przeciggajac odpowiednie
liczby.

5 65 12 4 3 11 64 1 8 63 2 14 5

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6
Dopasuj wzér do srodkowych odpowiednich tréjkatéw.

m
5-4-3-2-11]01 8 9 10111213 14

y=2r-2 y=3z+8 y=4dz+1 y= —2z+ 2

y= -5z +20 y=5+15 y=2z+1 y=1z-2

Zrdédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7
Dopasuj przyblizong warto$¢ obwodoéw do odpowiednich tréjkatéw.

v
7 8 9 101112 1:

30,90 16,53 17,8 10,16 9,8 30,86 9,15 16,3

Zrddto: Zespot autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8
Oblicz obwéd trojkata, ktorego wierzchotkami sg podane punkty i uzupetnij zdania,

przeciggajac w luki odpowiednie wyrazenia lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy
rozwijalnej.

1.A=(1,6),B=(-4,1),C=(1, —4)

______________

‘15\/5’ 10\/§+\/§H8\/§—5 10 + 10v/2

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
2.A=(2,8),B=(-2,5),C=(6, —1)

(24VT3—1 | 104+ 10v2 || 15+ V07 || 187
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3.A— (\/5, —\/5),B: (2\/5, —2\/5),0: (3\/5, \/5)

,,,,,,,,,,,,,,

422 \4,5&] 6—|—2\/5H5\/§—|—7’

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 9 P

Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej srodkowa tréjkata ABC poprowadzong z wierzchotka

A.

1. Jaka posta¢ ma réownanie prostej zawierajacej Srodkowg tréjkata o wierzchotkach
A= (2, 8),B=(-2,5),C= (6, —1)?Zaznacz poprawna odpowiedz.

y=2x+1

o O O
8
I

_3
T =3
O y=2
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. Jaka posta¢ ma réwnanie prostej zawierajgcej srodkowg tréjkata o wierzchotkach
A= (-3,4),B=(5 —1),C = (5, 9)?Zaznacz poprawna odpowiedz.

O y=4
O y=3z-2
O y=35z+3

O =5
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. Jaka postac¢ ma réwnanie prostej zawierajacej Srodkowa trojkata o wierzchotkach
A=(0,0),B=(4, —1),C = (2, 5)? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O y=2z+1

_ 4
O y=z+=

O y=3z



2
O Yy=3Z
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
4. Jaka posta¢ ma réwnanie prostej zawierajacej srodkowg tréjkata o wierzchotkach
A=(-2,1),B=(0, 6),C = (6, 2)? Zaznacz poprawna odpowiedz.

y:%w+2

o O O
N
I
8
|

_ 1
O y=z+3

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10 P

Punkty A, B, C' sa wierzchotkami prostokata ABC'D. Oblicz dtugo$¢ przekatnej prostokata
oraz wyznacz wspotrzedne wierzchotka D. Uzupetnij zdania, przeciggajac w luki odpowiednie
liczby lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.

1. A=(-2,3),B=(1,6),C=(5,2)
2.A=(2,0),B=(-2,6),C = (1, 8)

3.A=(0,3),B=(-6,0),C=(0, —12)

______________

____________________________

______________

______________

(8] [12) s, (2] [va] (o) [avii ][ 23] [2) (1] (5] [9) [+
ves] [15] (6] (7] [5v2]

Zrddto: Zespot autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 11
Sprawdz, czy tréjkat ABC jest rownoramienny. Uzupetnij odpowiedzi, przeciagajac w luki
odpowiednie liczby i stowa lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

. A= (2, —17),B= (-5, —3),C=(6,0)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

__________________________________________

__________________________________________

. A=(1, —5),B=(8, —6),C=(64)

®

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

rownoramienny.

VB || V05 | jest | | VB || V07 || V8 | [jest ] | VOB | st || V06

o) [V (Vi) [V [ | st [vo5]

Zrdédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 12 @

Przekatne réwnolegtoboku ABC' D przecinaja sie w punkcie S. Wyznacz wspoétrzedne
brakujacych wierzchotkéw réwnolegtoboku.

LA=(0, —4),B=(7, —5),8=(3,0)
2.A4=(9,1),B=(1, -7),8=(2, —2)
3.A=(7,0),B=(0, —4),S=(0, —1)
4. A= (10, —4),B=(5, —7),8= (7, — )

Uzupetnij rownosci, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

4 Y

)

C =
. O =( ,
C =

i Y

O O O U

. 0= ,

Y

)
)
)
)

—_ o~ o~ o~

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13 @
Dane sg punkty: A = (4,1), B= (2, —4),C = (-2, 2). Wyznacz réwnania prostych
zawierajacych $rodkowe trojkata ABC. Uzupetnij zdania, przeciagajac w luki odpowiednie
wzory lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

______________

,,,,,,,,,,,,,,

= to0) [y~ e ][y~ For7[s=Fevs)[y=do

o= Beit|[v=gor3)[v=te 3] [v=te 2]

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14 @
Sprawdz, czy trojkat ABC jest podobny do tréjkata A; B1C1, jesli wierzchotki trojkatéw maja
wspotrzedne:

A=(-2,1),B=(—-1, —2),C=(1,2)oraz A1 = (3,0), B1 = (-3, —2),

C1 = (5, — 6). Uzupetnij ponizsze zdanie, przeciagajac w luki odpowiednie wyrazenia lub
kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.

______________

nie sg @

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 @
Dane sg punkty S = (4%, - %), A = (m+ 3, m)oraz B= (2m, m — 5) lezace na jednej
prostej. Wyznacz wartos¢ m tak, aby |AS| = | BS|. Uzupetnij ponizsze zdanie, wpisujac

w luke odpowiednig liczbe.

Wartos¢ m wynosi ‘

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16 @
Punkty A = (m — 2, — 2m + 8), B = (5, 0). Wyznacz takie wartosci m, dla ktérych
dtugos¢ odcinka AB jest rowna 2v/2. Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

m =3

o o o o d
3
I

1

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



