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By¢ moze zdziwit Ci¢ tytut tego materiatu:

Metoda drzew w rachunku prawdopodobienstwa.

Niestety, nie wybierzemy si¢ na wycieczke do lasu, ale poznamy jedno z matematycznych
drzew, zwane drzewem stochastycznym.

Dab szyputkowy



Zrédto: Wikipedia.org, dostepny w internecie: www.wikipedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.

Wedtug stownika jezyka polskiego PWN - stochastyka to dzial matematyki zajmujacy sie
badaniem modeli zjawisk losowych w ich przebiegu czasowym.

Proces stochastyczny to pewna funkcja zalezna od czasu, ktorej warto$ci w kazdym
momencie czasowym s3 zmiennymi losowymi. Warto$ci tej funkcji sq wiec zdarzeniami
losowymi. W praktyce dziedzing funkciji jest przedziat czasowy (taki proces nazywamy
szeregiem czasowym) lub obszar przestrzeni. Przyklady szeregodw czasowych to dane
medyczne - EKG, ci$nienie krwi, losowe ruchy (np. ruchy Browna).

W tym materiale nie bedziemy jednak rozwaza¢ skomplikowanych teorii stochastycznych,
ale zajmiemy sie jedynie graficznym przedstawianiem przebiegow i wynikow doSwiadczen
losowych.

Twoje cele

o Utworzysz drzewo stochastyczne dla danego doswiadczenia losowego.
o Okreslisz liczbe zdarzen elementarnych oraz liczbe zdarzen sprzyjajacych dla
danego zdarzenia losowego.

o Obliczysz prawdopodobienstwo zdarzenia, korzystajac z drzewa stochastycznego.



Przeczytaj

Doswiadczenie losowe kilkuetapowe wygodnie jest zilustrowac za pomocg drzewa
doswiadczenia losowego (drzewa stochastycznego). Mozemy w ten sposob graficznie
przedstawic przebieg i wyniki doswiadczenia.

Rysunek rozpoczynamy od punktu, zwanego startem (korzeniami drzewa). Wyniki
kolejnych etapoéw doswiadczenia to wezly. Odcinki, ktore tgczg dwa kolejne wezty to
krawedzie. Kazdy koncowy wezet to wierzchotek drzewa (zatem drzewo moze miec kilka
wierzchotkow!). Kolejne krawedzie 1gczace poczatek drzewa z jednym z wierzchotkow to
galgz drzewa. Kazdej gatezi odpowiada jeden wynik doSwiadczenia wieloetapowego.

Przyktad 1

Zbudujemy drzewo stochastyczne dla rzutu moneta.
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prawdopodobiehAstwo

krawedz
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Drzewo sklada sie z dwdch gatezi, odpowiadajgcych wynikom O (orzel), R (reszka). Na
kazdej galezi zapisane jest prawdopodobienstwo zajscia danego zdarzenia (czyli
wyrzucenia orta badz reszki).

Przyktad 2

Budujemy drzewo stochastyczne dla dwukrotnego rzutu moneta.
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p=0,5-05=0,25

Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo na przyktad wyrzucenia za pierwszym razem reszki,
a za drugim orla (na rysunku tg sytuacje ilustruje galgz pomaranczowa), mnozymy liczby
zapisane przy pomaranczowych krawedziach.

Przyktad 3

W urnie znajduja sie cztery kule fioletowe i sze$¢ niebieskich. Wyciggamy losowo jedna

kule, zapisujemy jej kolor i z powrotem wrzucamy do urny. Nastepnie wyciggamy losowo
drugg kule. Obliczymy prawdopodobienstwo, Ze za pierwszym razem wyciagniemy kule
niebiesky, a za drugim fioletowa.

Zilustrujemy przebieg doswiadczenia za pomocg drzewa.

O‘k: @ —> 06-06=0,36
i P —>06-04=0,24

0,4
» O&:O—) 0,4-0,6=0,24
0,4 @ —>04-04=0,16

Przy kazdejkrawedzi zapisaliSmy prawdopodobienstwo zajscia danego zdarzenia.
Zauwazmy, ze

0,36 +0,24 40,24 40,16 =1,

czyli suma prawdopodobienstw zapisanych przy wierzcholkach krawedzi
wychodzacych z jednego korzenia jest rowna 1.



Zdarzenie: za pierwszym razem wylosowaliSmy kule niebieskg, a za drugim fioletow3,
zilustrowane jest za pomoca dwoch krawedzi tej samej gatezi. Prawdopodobienstwo
zdarzenia obliczamy, mnozgc liczby zapisane przy krawedziach tej gatezi.

p=0,6-0,4=0,24
OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo, ze za pierwszym razem wyciggniemy kule niebieskg, a za drugim

fioletowg, jest rowne 0, 24.

Wiemy juz, ze prawdopodobienstwo zdarzenia jednoelementowego reprezentowanego
przez dang galaz jest rowne iloczynowi prawdopodobienstw wypisanych obok krawedzi tej
galezi. Ten sposdb wyznaczania prawdopodobienstwa zdarzen jednoelementowych

w wieloetapowych doswiadczeniach, nazywamy regulg mnozenia prawdopodobienstw dla
drzewa stochastycznego.

Reguta: Reguta mnozenia prawdopodobienstw dla drzewa stochastycznego

Prawdopodobienstwo zdarzenia jednoelementowego reprezentowanego przez dang
galgz drzewa, jest rowne iloczynowi prawdopodobienstw przyporzadkowanych

krawedziom, z ktorych sktada si¢ rozwazana gataz.

Jezeli zbior wszystkich zdarzen elementarnych wieloetapowego doSwiadczenia skiada si¢
z n elementow, to liczba gatezi drzewa sporzgdzonego dla tego doSwiadczenia jest rowna n
(n € N;).

Przyktad 4

W urnie znajduje sie n (n > 2, n € N) kul pomaranczowych i 8 kul zielonych. Losujemy

dwie kule bez zwracania. Wiedzac, ze prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul

10

53 » Obliczymy ile jest wszystkich kul.

pomaranczowych jest rowne

Tworzymy model graficzny doswiadczenia.
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Tym razem odpowiednie prawdopodobienstwa zapisalisSmy tylko przy interesujgcych nas
krawedziach.

W urnie jest n kul pomaranczowych. W I etapie losujemy kule pomaranczowa sposrod
n + 8 wszystkich kul znajdujacych sie w urnie.

Teraz w urnie jest juz tylko n 4 7 kul, w tym n — 1 pomaranczowych. W II etapie
losujemy wiec kule pomaranczowg sposrod n + 7 kul.

Odczytujemy z drzewa, ze prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul
pomaranczowych jest rowne

n_ n—1
n+8 n+7 "

Na podstawie tresci zadania zapisujemy rownanie (patrz: reguta mnozenia
prawdopodobienstw dla drzewa stochastycznego):

n_ . n-l _ 10
n+8 n+7 — 23

Przeksztalcamy zapisane rownanie, otrzymujac rownanie kwadratowe.
23n* — 23n =10 - (n® + 15n + 56)

13n® — 173n — 560 = 0

Rozwigzujemy rownanie.

VA = 243

173-243

n; = === < 0 - nie spetnia warunkow zadania
173424
ny = 131243 — 16

Obliczamy ile jest wszystkich kul: 16 4 8 = 24.
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Odpowiedz:
W urnie s3g 24 kule.

Nie zawsze prawdopodobienstwo danego zdarzenia jest reprezentowane przez jedng galgz.
Korzystamy wtedy z reguty sum.

Reguta: Reguta sum dla drzewa stochastycznego

Prawdopodobienstwo zdarzenia opisanego przez kilka gatezi drzewa jest rowne sumie
prawdopodobienstw otrzymanych zgodnie z regulg mnozenia dla tych gatezi.

Przyktad 5

Rzucamy dwiema monetami. Jezeli wpadnie co najmniejjeden orzet — losujemy osobe
z klasy IV A. W przeciwnym wypadku losujemy osobe z klasy IV B. W klasie IV A jest
o$miu chlopcow i sa dwie dziewczyny, w klasie IV B jest dwunastu chtopcow i osiem
dziewczat. Obliczymy prawdopodobienstwo wylosowania chtopca.

Tworzymy model graficzny doswiadczenia.

START

rzut moneta 0,25 0,75

(0, 0), (O, R), (R,0)

klasa IVB 0, g 0,2 klasa IVA

dzieczeta chtopcy chtopcy dziewcze;ta

Zaznaczamy na niebiesko gatezie, na ktorych opisane jest interesujgce nas zdarzenie.
Zeby obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A - wylosowano chlopca, najpierw
mnozymy liczby zapisane wzdtuz niebieskich krawedzi na kazdej z galezi, a nastepnie
dodajemy otrzymane liczby.

P(A)=10,25-0,6+0,75-0,8=0,15+0,6 = 0,75
Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo wylosowania chtopca jest rowne 0, 75.




W przypadku, gdy dosSwiadczenie skiada si¢ z kilku etapow, na drzewie stochastycznym
mozna zaznaczac tylko galezie obrazujgce rozpatrywane doswiadczenie.

Przyktad 6

Prawdopodobienstwo, ze jutro bedzie padat $nieg jest rowne 0, 3. W kazdym innym dniu,
jesli pada $nieg, prawdopodobienstwo, ze bedzie padal $nieg nastepnego dnia jest rowne
%. Jesli $nieg nie pada prawdopodobienstwo, Ze $nieg bedzie pada¢ nastepnego dnia jest
réwne 1—10. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze $nieg bedzie pada¢ popojutrze.

Jesli prawdopodobienstwo tego, ze $nieg bedzie padatl nastepnego dnia, jest rowne %

czyli (0, 6), to prawdopodobienstwo tego, ze $nieg nie bedzie padat jest rowne
1-0,6=0,4.

Jesli $Snieg nie pada w danym dniu, prawdopodobienstwo, ze Snieg bedzie padac
nastepnego dnia jest rowne 1—10 = 0, 1, to prawdopodobienstwo tego, ze Snieg nie bedzie
padatjestrowne 1 — 0,1 =0, 9.

Sporzadzamy drzewo prawdopodobienstwa, na ktorym zaznaczymy tylko przydatne
galezie.

dzisiaj
0,3 0,7
pada nie pada jutro
0,6 0,4 0,1 0,9
pada nie pada pada nie pada pojutrze
0,6/ \O,l 0,6/ \0,1
pada pada pada pada popojutrze

Obliczajac prawdopodobienstwo, skorzystamy z reguty sum.
p=03-0,6-0,6+0,3-0,4-0,1+0,7-0,1-0,6+0,7-0,9-0,1
p=0,225

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo tego, ze popojutrze bedzie padat $nieg jest rowne p = 0, 225.



Stownik
reguta mnozenia prawdopodobienstw dla drzewa stochastycznego

prawdopodobienstwo zdarzenia jednoelementowego reprezentowanego przez dana
galgz drzewa, jest rowne iloczynowi prawdopodobienstw przyporzadkowanych

krawedziom, z ktorych sktada si¢ rozwazana gataz



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografikg przestawiajacg budowe drzewa stochastycznego.

Polecenie 2

W torbie znajduje sie 10 cukierkéw czekoladowych i jeden cukierek wisniowy. Losujesz z torby
jeden cukierek bez zwracania, a nastepnie drugi. Narysuj drzewo obrazujace to doswiadczenie

losowe.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Ponizsze drzewo opisuje przebieg pewnego doswiadczenia losowego polegajgcego na kolejnym
losowaniu trzech kul z urny.

0,5

0,7 (/ \),4 0,3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Prawdopodobienstwo wylosowania trzech kul fioletowych
jest réwne:

0,8
0,24

0,024

o O O O

0,4




Cwiczenie 2 @)

Ponizsze drzewo opisuje przebieg pewnego doswiadczenia losowego polegajgcego na kolejnym
losowaniu trzech kul.

0,5

0,7 C/ \),4 0,3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze za pierwszym razem
wylosowano kule zielona, za drugim niebieska i za trzecim pomaranczowa jest rowne:

O 0,07
O 0,1
O 0,08

O 0,01



Cwiczenie 3

Drzewo opisuje przebieg pewnego doswiadczenia losowego polegajagcego na kolejnym
losowaniu trzech kul.

Niech A oznacza zdarzenie: za trzecim razem wylosowano kule pomaranczowa.

Uzupetnij obliczenia, prowadzace do wyznaczenia prawdopodobienstwa tego zdarzenia.
Wohisz odpowiednie utamki dziesietne.

P(A) =| 0,5-0,7+0,2-0,5- +0,8-0,7-




Cwiczenie 4

W koszyku znajduja sie wisnie (W) i czeresnie (C). Na drzewie probabilistycznym zaznaczono
wyniki losowania z koszyka dwéch owocow.

C W C W

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Prawdopodobieristwo wylosowania co najmniej jednej wisni wynosi okoto 0, 67 %.

Prawdopodobienstwo wylosowania za pierwszym razem wisni jest o 0, 2 mniejsze
niz czeresni.

(] W koszyku jest wiecej wisni niz czeresni.

(] Prawdopodobienistwo wylosowania za pierwszym i za drugim razem czere$ni %



Cwiczenie 5

Sposrad liczb 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 losujemy dwie.
Potacz w pary opis zdarzenia i prawdopodobienstwo tego zdarzenia.

Przynajmniej jedna z wylosowanych
liczb jest pierwsza.

Obydwie wylosowane liczby sa
pierwsze.

Jedna z wylosowanych liczb jest
pierwsza, a druga ztozona.

Zadna z wylosowanych liczb nie jest
pierwsza.

)
oo|°°

15
28



Cwiczenie 6

Rzucamy kostka do gry i symetryczng moneta. Oznaczmy:
P - wypadnie parzysta liczb oczek,

NN - wypadnie nieparzysta liczba oczek,

O - wypadnie orzet,

R - wypadnie reszka.

Korzystajac z drzewa obrazujgcego pewne zdarzenie, uzupetnij zdania, wpisujgc odpowiednie
utamki dziesietne.

1. Prawdopodobienstwo wyrzucenia doktadnie jednego orta jest réwne‘ ’

2. Prawdopodobienstwo wyrzucenia za drugim razem nieparzystej liczby oczek jest rowne

3. Prawdopodobienstwo wyrzucenia dwoéch reszek jest réwne‘ ’

Cwiczenie 7 @

Strzelec strzela do tarczy tylko trzy razy. Prawdopodobienstwo trafienia do tarczy za
pierwszym razem jest rowne 0, 6. Po kazdym strzale zmniejsza sie 0 0, 1. Sporzadz
odpowiednie drzewo i oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy trzykrotnym strzale strzelec
trafi co najmniej raz.



Cwiczenie 8 @

W urnie znajduje sie n kul (n > 5), w tym 5 zielonych. Z urny losujemy kolejno bez zwracania
dwie kule.

Znajdz liczbe n, dla ktérej prawdopodobienstwo wylosowania dwéch kul zielonych jest
wieksze od %



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Metoda drzew w rachunku prawdopodobienstwa

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

e tworzy drzewo stochastyczne dla danego doswiadczenia losowego

» okresla liczbe zdarzen elementarnych oraz liczbe zdarzen sprzyjajacych dla danego
zdarzenia losowego

 oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia, korzystajgc z drzewa stochastycznego

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:
 praca z obserwatorem

Formy pracy:



e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie powtarzajg wspolnie wiadomosci dotyczace prawdopodobienstwa — moze
to by¢ na przykiad szybki test przygotowany wczesniej przez nauczyciela, na pytania
ktorego uczniowie odpowiadaja kolejno.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w 5 grupach. Zadaniem kazdej z grup jest zapoznanie si¢
z infografikg, tresciami teoretycznymi i jednym z przyktadow zapisanych w sekciji
~Przeczytaj” w taki sposob, aby uzyskane wiadomosci przekaza¢ innym grupom. Ktore
to majg by¢ przyktady - wskazuje nauczyciel.

2. W kazdej grupie jeden z uczniow petni role obserwatora. Jego zadaniem jest
zaobserwowanie jak uczniowie pracujg w grupie - czy petniag powierzone im role, jaka
jest strategia rozwigzywania problemow, itp.

3. Nastepnym etapem zajec jest zaprezentowanie przez grupy uzyskanych wiadomosci
i pokazanie sposobu rozwigzania zadania zamieszczonego w odpowiednim
przykladzie.

4. Uczniowie wspolnie tworzg algorytm rozwigzywania zadania probabilistycznego za
pomocy drzewa.

5. Uczniowie w parach rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne 1 - 4.

Faza podsumowujaca:

1. Kazdy z obserwatorow przedstawia wyniki swoich obserwacji, jpdnoczesnie
konfrontujac je z obserwacjami lidera danej grupy.
Dyskusja - czy latwo jest pelni¢ wyznaczona role w grupie i dlaczego.

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krétko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:



Zadaniem uczniow jest wykonanie zadan interaktywnych 5 - 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wiasnosci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych

Wskazowki metodyczne:

Z infografikg uczniowie mogg zapoznac si¢ w domu przed lekcja. Infografika moze by¢ tez
pomocna na zajeciach z kombinatoryki.


file:///a/D16tHRSgT

