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Wyznaczanie funkcji odwrotnej do danej funkgcji

Zrédto: Alice Yamamura, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W czasie Twoich spotkan z matematykg bardzo czesto spotykasz si¢ z operacja szukania
elementu odwrotnego. Wezmy na przykiad takie proste rownanie 3 - £ = 5. Aby wyliczy¢
z tego rownania niewiadomg, mnozymy to rOwnanie obustronnie przez element odwrotny
do 3. Wiemy, ze ma on postac: % Mnozac obustronnie otrzymamy % 3.z = 1 .5.1dalej

) 3
$:§'5

W tym materiale utrwalimy umiejetno$¢ wyznaczania funkcji odwrotnej. Zagadnienie
funkcji odwrotnejwykracza poza podstawe programowgq nauczania matematyki, ale jest
ciekawym i przystepnym uzupelnieniem wiadomosci o funkcjach.

Twoje cele

o Sprawdzisz, czy dana funkcja jest roznowarto$ciowa, korzystajac z twierdzen
dotyczacych funkcji ztozonych.

e Znajdziesz wzor funkcji odwrotnej do danej funkcii.



Przeczytaj

W tym materiale zmierzymy sie z roznymi zadaniami dotyczgcymi sprawdzania, czy funkcja
odwrotna istnieje do danej funkcji oraz wyznaczania wzoru funkcji odwrotnej, jesli
odpowiedz na nasze pytanie jest pozytywna.

Wiemy, ze aby istniala funkcja odwrotna, to dana funkcja musi by¢ roznowartosciowa i ,na’.
Funkcje, ktora jest jednoczesnie funkcja roznowartosciowa i funkcja ,na” nazywamy
bijekcja.

W przykladzie ponizejbardzo doktadnie omowimy wykazywanie tych wlasnosci.
Przyktad 1
Znajdziemy funkcje odwrotng do funkcji f(z) = 6z — 7.
Rozwigzanie:
Funkcja f : R — R.
1. Pokazemy z definicji, ze funkcja f jest roznowarto$ciowa:
Niech z1, z5 € R. Zatézmy, ze f(x1) = f(x2).
Mamy wiec cigg rownosci

6331—7:6172—7

6331 = 65[32
1 — T2
. L . » AT . _ ytT
2. Pokazemy z definicji, Ze funkcja jest ,na”. Wezmy dowolny y € R. Rozwazmy z = £~

. Oczywiscie jest to liczba rzeczywista. Wowczas:
7 7
)= f(5) =641 —T=y+7-T=y

Funkcja jest roznowarto$ciowa i ,na”, wigc jest odwracalna, tj. istnieje funkcja odwrotna
fl:R—=R

Aby wyznaczy¢ wzor funkcji odwrotnej do danej, z rownania y = 6z — 7 wyliczamy
zmienng x:y + 7 = 6x,skad ¢ = %7. Otrzymujemy wowczas funkcje zmienne;j y.
Wystarczy wroci¢ do oznaczen nam znanych i wstawi¢ w miejsce y litere =, a w miejsce

wyliczonego = litere y: y = 5.
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Funkcja odwrotna do funkcji f ma zatem posta¢ f~'(z) = +o + <.

Przyktad 2

Wyznaczymy funkcje odwrotna do funkcji f(x) = Vad —1w jej dziedzinie naturalne;j.
Rozwigzanie:

Wyznaczmy dziedzing funkcji f. Rozwigzujemy nierownos$c:

3 —1>0,czyli (z —1) (:1:2 +x+ 1) > 0. Poniewaz wyr6znik kwadratowy trojmianu
kwadratowego z2 4 x + 1 jest mniejszy od 0 (A = 1 — 4 = —3 < 0), nieréwnoé¢

z? +z + 1 > 0, jest spetniona dla kazdego = € R. Zatem mozemy pomina¢ ten czynnik
rozwazajac jedynie nierownos¢ ¢ —1 > 0,skad =z > 1.

Obierzmy za przeciwdziedzine zbior wartosci funkciji, czyli f :<1, 0o) — <0, 00).
Wowczas funkcja f jest ,,na’”.

Sprawdzmy, czy jest roznowartosciowa. Niech 1, z2 € (1, 00). Wowczas nastepujace
rownosci sg rownowazne

f(z1) = f(z2)

3 _ .3
T = Ty

3 _
Ly — Ly =

(x1 — mz)(a}% + z129 + w%) =0

T, = X9

Ostatnia rownowaznos$¢ wynika z faktu, ze a:% + X129 + :c% # 0dlazy, zs € (1, 00).
Pokazali$my, Ze funkcja f jest bijekcja.

Znajdzmy funkcje odwrotng. W tym celu wyznaczymy z ze wzoru y = v 3 — 1. Mamy

wiec
y2:m3—1
y2+1:w3
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Stosujac schemat z Przyktadu 1 po zamianie liter  na y i y na z otrzymujemy: y = v'22+1

Funkcja odwrotna do funkcji f ma postaé: f~1(z) = ¥/24+1, f 1 :<0, c0) = <1, 0).

Czasami wykazujgc wlasno$¢ roznowartosciowosci funkcji bedziemy korzysta¢ z definicji.
Na ogét jednak nie jest to proste, dlatego przydatne beda ,,Wlasnosci funkcji ztozonej”:

» zlozenie funkciji rosngcejz rosnaca jest funkcjg rosnaca,

» zlozenie funkciji rosngcejz malejaca jest funkcjg malejaca,

» zlozenie funkcji malejgcejz malejacg jest funkcjg rosnaca,

» ztozenie funkciji roznowartosciowych jest funkcja roznowartosciowa.
Twierdzenie: Zwigzek monotonicznosci z réznowartosciowoscia

Funkcja rosnaca (malejaca) jest roznowartosciowa.

Dowad

Niech funkcja f : X — Y bedzie funkcja rosnaca. Niech z1, zo € X, 1 # z2. Mozemy
zatozy¢, ze x1 < xy. Poniewaz f jest rosngca, wiec f(z1) < f(z2). Stad oczywiscie
wynika, ze f(x1) # f(z2). Pokazaliémy, ze funkcja f jest roznowarto$ciowa.

Przyktad 3

-z, <0
Niech f : R — R bedzie okre$lona wzorem: f(z) = < z, 0<z<Ll

2c —1, z>1
Znajdziemy, o ile istnieje, funkcje odwrotng do f.

Rozwigzanie:

Narysujmy wykres funkcii.




Zbior wartoéci f(R) = R. Stad funkcija jest ,na”. Funkcja f;(z) = —2? jest na przedziale
(—o0, 0) rosnaca, fo(z) = x na (0, 1) rosnaca, f3(x) = 2z — 1 na (1, oco) rosnaca, czyli
funkcja f jest rosnaca na catejdziedzinie R, w takim razie jest réznowarto$ciowa na mocy
powyzszego twierdzenia.

Zatem istnieje funkcja odwrotna f ! : R — R.

Niech z < 0. Wowczas y = —z2. Zatem 2 = /—y i zamieniajac miejscami z i y
otrzymujemy wzor: f1(z) = /—z.

Niech 0 < z < 1. Wowczas y = x, wiec f*(z) = .

Niech z > 1. Wowczas y = 2z — 1. Po przeksztalceniu mamy, ze y + 1 = 2z, wiec

+1 _
z = L~ Zatem f~1(z) = &,

\/—_:c, <0
fi(z) =1 =, 0<z<1,
%w%—%, x>1

Przyktad 4
Wyznaczymy funkcje odwrotng do f(z) = v/1 + 2.
Rozwigzanie:

Wyznaczmy dziedzing funkcji f :D = {z : 1 + 2 > 0} = R. Zbiorem wartosci jest
przedziat (1, 0o). Czyli f :R — (1, co) jest ,na”. Funkcja wewnetrzna fi(z) = 1 4 27 jest
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funkcjg rosngcg oraz funkcja zewnetrzna fo(z) = 4/ jest rosngca, zatem jako ztozenie
funkcji rosnacych jest rosngca i stad roznowartosciowa.

Istnieje funkcja odwrotna f~1 :(1, o) — R.

Wyznaczmy wzor tej funkciji:

Z rownosci y = /1 + 22 wyznaczymy x przeksztalcajac kolejno:
Yy =1+2°

2" =y — 1

x = log, (y2 — 1).

Stosujac schemat otrzymujemy y = log, (z — 1). Czyli f~!(z) = log, (z? — 1).

Czasami, szukajac funkcji odwrotnej do funkciji ztozonej, wygodnie jest skorzystac
z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie: O funkcji odwrotnej do funkcji ztozonej

Jezeli funkcje f : X — Y, g:Y — Z s3bijekcjami, to ztozenie g o f jest bijekcja i
(gof) " =fTogt

Dowadd

1. Poniewaz ztozenie dwoch funkcji roznowartosciowych jest funkcjg
roznowarto$ciowa, wiec g o f jest funkcja roznowarto$ciowa. Pokazemy, ze jest tez
,na”.

Funkcjago f: X — Z. Wezmy dowolny element z € Z. Skoro funkcja g jest ,na”
zbior Z, to istnieje taki elementy € Y, ze g(y) = z. Jednoczesnie, skoro f jest ,na” Y’
, to istnieje taki element € X, ze f(x) = y. Mamy, ze

go f(z) = g(f(x)) = g(y) = z. Wiec funkcja g o f jest ,na” zbior Z.

2. Pozostaje pokazac, ze (go f) ' = f ' o g . Niech z € X. Wowczas
(ftogt)olgof)(@) = (fF1og ) (9(f(2) = f (g (a(f(2))) =
= F )~

Jednoczes$nie dla z € Z mamy, ze
(gof)o(flog')(2)=(goN(F(97'(2) =
=g9(f(f ' (g7'(2))) =9(97'(») = =

czyli funkcja odwrotna do g o f jest postaci: (g o f)_1 =flogt

Przyktad 5
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Korzystajac z poprzedniego twierdzenia wyznaczymy funkcje odwrotna do funkciji
ztozonej: f(z) = logs(2” + 1).

Rozwigzanie:

Niech g(z) =2 + 1,9 :R — (1, 00), h(x) = logs x, h :(0, co) — R. Poniewaz
(1, 0o) C (0, o) istnieje ztozenie (h o g)(z) = logs(2* + 1) = f(x).

Funkcje gi h sa rosngce, a wiec réznowarto$ciowe. Poniewaz zbiér wartosci funkciji g to
przedziat (1, oo) oraz zbior wartoéci funkcji h to R, wiec obie funkcje s ,na”. Zatem sg
bijekcjami. Zatem f tez jest bijekcja. Istniejg funkcje odwrotne do g, h, h o g. ZnajdZzmy
funkcje odwrotne gi h:

y=2"41,stad y — 1 = 2%, wiec logy(y — 1) = 2. Zamieniajgc i y miejscami,
otrzymujemy
logs(z — 1) = y, czyli g~ ' (2) = logy(z — 1).

y = logs x, wiec 3Y = x. Postepujac analogicznie jak wyzejy = 3% i h~!(z) = 3%.
Awiec: (hog) ' (z) = (g7t oh ) (z) =logy(3® — 1), (ho 9) R R

Sprawdzmy z jednej strony:

((h og)o(ho g)l) (z) = logg (28131 + 1) = logy(3" — 1 + 1) = logs 3" = z.

Stownik
funkcja ,na”

funkcija jest ,na” caty zbior Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego y € Y istnieje takie
z e X, ze f(x) =y

funkcja réznowartosciowa

funkcja jest roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdegoy € Y i dla
dowolnych x4, x5 € X jezeli spelniony jest warunek f(z1) = yi f(x2) = y,toz; = @

bijekcja
funkcja bedaca jednoczes$nie ,na” i roznowarto$ciowa
funkcja odwrotna

niech funkcja f : X — Y bedzie réznowarto$ciowai ,na”; funkcje f~1:Y — X
nazywamy funkcjg odwrotng do funkciji f, jesli f~1(y) = = wtedy i tylko wtedy, gdy
y = f(z) dlakazdegox € XiyeY
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funkcja odwracalna

funkcje, dla ktorejistnieje funkcja odwrotna, nazywamy funkcja odwracalng



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika, dzieki ktorej utrwalisz schemat pozwalajgcy znalezé funkcje
odwrotng do dowolnej funkcji odwracalne;j.

Polecenie 2

Postugujac sie powyzszg infografikg wyznacz funkcje odwrotng do funkcji wzajemnie
jednoznacznej: f(z) = v/3z—T.

Polecenie 3

Postugujac sie powyzsza infografikg wyznacz funkcje odwrotna do funkcji wzajemnie
jednoznacznej

f:R\ {—4} — R\ {3} danej wzorem: f(z) = ?f—+_41-



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1
Dana jest funkcja homograficzna. Jest to bijekcja, posiada funkcje odwrotng. Czy punkt

o wspétrzednych (1, 0) nalezy do wykresu funkcji odwrotnej do funkcji, ktérej wykres
przedstawiony jest na rysunku?

O NIE

() TAK



Cwiczenie 2 @)
Na rysunkach przedstawione sg wykresy funkcji. Zaznacz dla ktérych z nich nie istnieje
funkcja odwrotna?

YA

Cwiczenie 3
Kliknij w luke, aby wyswietli¢ liste i wybrac prawidtowa odpowiedz.

Wartos¢ funkcji odwrotnej do f(z) = v/3z — 2 dla argumentu réwnego 1, wynosi

____________________



Cwiczenie 4

Zaznacz poprawng odpowiedz. Pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspétrzednych
oraz wykresami funkcji f(z) = —%:c + 3 oraz funkcji do niej odwrotnej wynosi:

O 6
O 2
O 8

O 4

Cwiczenie 5

Dana jest funkcja homograficzna f(z) = 2;__11 . Wyznacz funkcje do niej odwrotna.
Naszkicuj jej wykres.
Cwiczenie 6

3 —1, z <0

Dana jest funkcja f(z) = { Wyznacz funkcje odwrotng do niej.

logs(x +1), >0
Naszkicuj jej wykres.

Cwiczenie 7 @
Wyznacz funkcje odwrotng do f : (0, c0) — (—2, 00), f(z) = 3v/z — 2.
Cwiczenie 8 @

Wyznacz (jezeli istnieje) funkcje odwrotna do funkcji f : (1, oo) — (0, oo), okreslonej
wzorem: f(x) = log, 2.



Dla nauczyciela

Autor: Beata Kuna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wyznaczanie funkcji odwrotnej do danej funkcji

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje

Zakres podstawowy. Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcji y = f(z) szkicuje wykresy funkcji y = f(z — a),
y=f(z) +by=—f(z),y=f(-=z);

13) postuguje sie funkcja f (93) = <, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez w zastosowaniach
praktycznych,;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
2) postuguje sie ztozeniami funkciji;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
» kompetencje obywatelskie

Cele operacyjne:
Uczen:

» sprawdza, czy istnieje funkcja odwrotna do danej funkciji
e wyznacza wzor funkcji odwrotnej do danej funkciji
» wyznacza wzor funkcji odwrotnej do funkcji bedacej ztozeniem dwoch bijekcii

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa kierowana
o dyskusja

Formy pracy:

o pracaindywidualna
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja co to jest element odwrotny i przeciwny w mnozeniu
i dodawaniu.

2. Nauczyciel razem z uczniami przypomina definicje funkcji odwrotnej. Pokazuje
diagram albo go rysuje. Przypomina wiasnos¢ réznowartosciowosci i ,na” funkcij.

3. Nastepnie nauczyciel podaje temat lekcji i wraz z uczniami okresla cele i kryteria
sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel omawia przyktad 1, zwraca uwage na uzasadnienie réznowarto$ciowosci
i ,na” funkcji z definicij.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z infografiky. Zglaszaja pytania, na ktore odpowiada
nauczyciel.

3. Przyklad 2 uczniowie rozwigzuja samodzielnie.

4. Nauczyciel wykazuje twierdzenie o réznowartosciowosci funkcji rosnacej. Pozostawia
treS¢ na tablicy mowiac, ze bedziemy z niego korzystac¢ przy nastepnych przyktadach.
Uczniowie rozwiazujq Przyktad 3.

5. Nauczyciel dopisuje na tablicy twierdzenia o monotonicznosci funkciji ztozonych.
Wspolnie z uczniami omawia Przyktad 4.

6. Nauczyciel wykazuje Twierdzenie 2 i omawia Przyklad 5.

Faza podsumowujaca:



e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem przyktadow, ktore pojawity sie
na lekciji.

Praca domowa:
» Uczen rozwigzuje zadania z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

e Monotonicznos¢ funkciji
» Dziedzina funkcji
e Zbior warto$ci funkciji

Wskazowki metodyczne:

e Polecenia zwigzane z Infografikg mozna wykorzystac¢ jako material, stuzacy
powtorzeniu materiatu lub przygotowania do matury.
 Infografike mozna wykorzysta¢ podczas realizacji lekcji ,Funkcja odwrotna”.
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