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Znane sg wlasnosci linii sSrodkowejw trojkacie, czyli linii ktora w trojkacie taczy srodki
dwoch bokow. Linia ta jest rownolegla do trzeciego boku a jej dlugosc¢ jest rowna potowie
trzeciego boku.

Zadamy sobie pytanie o wlasnosci odcinka, ktory taczy srodki ramion trapezu (nazywanego
linig Srodkowg w trapezie). Czy jest rownolegly do podstaw trapezu? Czy mozna wyznaczy¢
jego dlugosc?

Twoje cele

» Poznasz i sformulujesz pojecie linii Srodkowejw trapezie.
» Poznasz wlasnosci linii sSrodkowejw trapezie.
e Poznasz stosunek pol trapezow, na jakie linia sSrodkowa w trapezie dzieli ten trapez.
» Zastosujesz wlasnosci linii Srodkowejw trapezie w problemach praktycznych
i zagadnieniach matematycznych.
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Przeczytaj

Definicja: linii Srodkowej w trapezie

Linia srodkowa w trapezie jest to odcinek 1gczgcy srodki ramion trapezu.
Zanim przejdziemy do gtownego twierdzenia w tym materiale przypomnimy:
Twierdzenie: o linii sSrodkowej w tréjkacie

Odcinek taczacy srodki dwoch bokow w trojkacie (linia sSrodkowa w trojkacie) jest
rownolegly do trzeciego boku i dlugos¢ tego odcinka jest rowna potowie dlugosci
trzeciego boku.

Twierdzenie: o linii sSrodkowej w trapezie

Linia $srodkowa w trapezie jest rownolegta do podstaw a jej dtugosc¢ jest $rednig
arytmetyczna dtugosci podstaw.

Dowad

Na rysunku prowadzimy przekatna AC trapezu ABCD. Niech E bedzie jej Srodkiem,
a punkt F' $§rodkiem boku AD. Wtedy odcinek F'E jest linig srodkowg w trojkacie ACD,
wiec jest rownolegly do podstawy DC i rowny potowie jej dtugosci.

D C

A B

Podobnie, niech punkt G bedzie srodkiem boku BC. Wtedy EG jest linia srodkowa
w trojkacie ABC, wigc jest réwnolegly do podstawy AB i réwny potowie jej dlugosci.



javascript:void(0);
javascript:void(0);

Teraz zauwazmy, ze odcinki F'E i EG sg rownolegle i maja wspolny koniec E. To
oznacza, ze lezg na jednej prosteji stad odcinek F'G jest réwnolegly do podstaw trapezu
i jego dlugosc¢ jest rowna sumie dlugosci odcinkow FE i EG, czyli

|DC| 4+ |AB| __ |DC|+|AB]
2 2 2 '

Przyktad 1

Obliczymy dtugos¢ linii Srodkowejw trapezie o podstawach diugosci 20, 16.
Rozwigzanie

Bezposrednio z powyzszego twierdzenia dtugosc¢ tejlinii jest rowna 202;16 = 18.
Przyktad 2

Pokazemy, ze linia Srodkowa w trapezie dzieli wysoko$¢ trapezu na potowy.

Rozwigzanie

Wystarczy zastosowac twierdzenie Talesa do trojkata ABC.

D C

A B

Poniewaz linia Srodkowa w tym trojkacie dzieli boki na potowy, to tez dzieli na potowy
kazdy odcinek taczacy wierzchotek C' z podstawa A B, w szczegdlnosci wysoko$¢ trojkata
ABC, ktéra jest jednoczes$nie wysokoScig trapezu.

Przyktad 3

W trapezie dtugos¢ linii sSrodkowejjest rowna ¢, a dlugo$¢ wysokosci jest rowna h.
Wyznaczymy pole trapezu.



Rozwigzanie
Poniewaz ¢ = ‘IT“’ iP= “T”)h, to P = ch.
Przyktad 4

Przeanalizujemy sytuacje, w ktorej ramiona trapezu zostaly podzielone na cztery rowne
odcinki, a nastepnie konce odpowiednich odcinkoéw na ramionach trapezu zostaly
potaczone odcinkami jak na rysunku. Pokazemy, ze powstate w ten sposob odcinki sa
rownolegle oraz wyznaczymy ich dlugosci w zalezno$ci od dtugo$ci podstaw trapezu a i
b.

A B

Rozwigzanie

Poniewaz punkty E'i F' s3 srodkami ramion trapezu, to E'F' jest linig sSrodkowa

w trapezie, wiec EF jest rownolegly do podstaw i ma dtugos¢ 432

Punkty GG i I s Srodkami ramion DE i CF trapezu CDEF, wigc G jest linia srodkowa

atb
w trapezie, i stad G jest rownolegly do podstaw i ma dtugo$¢ b+22 = 3b4+“ .
atb
Podobnie, HJ jest rownolegly do podstaw i ma dlugos¢ —2 2+a = 3“: 2,

Zanim przejdziemy do kolejnego przyktadu przypomnimy pojecie ciggu arytmetycznego.

Cigg arytmetyczny to taki ciag liczb, w ktorym kazda kolejna liczba rozni si¢ od poprzednie;j
o ustalong wartos¢ r. Liczbe r nazywamy roznicg ciggu arytmetycznego. Zachodzi
wlasnos¢, ze kazdy (oprocz pierwszego) wyraz ciggu arytmetycznego jest Srednig
arytmetyczng wyrazow sgsiednich.
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Przyktad 5

Pokazemy, ze dlugosci odcinkow rownolegtych z poprzedniego przyktadu tworzg ciag

s e s _ a—b
arytmetyczny o0 roznicy r = ——.

Rozwigzanie

Po pierwsze z wilasnosci linii srodkowejw trapezie wynika, ze dlugos¢ kazdego odcinka
ponizej podstawy b jest srednig arytmetyczng odcinkow sasiednich. Stad dtugosci tych
odcinkow, poczawszy od b tworzg cigg arytmetyczny.

Roznica tego ciggu jest rownar = |GI| — |DC| = 3“T+b —p=2

T -

Twierdzenie: o stosunku pdl trapezéw wyznaczonych przez linie sSrodkowa w trapezie

Niech ABi CD bedg podstawami trapezu i |[AB| = a, |CD| = biniech punkty F', G
beda srodkami ramion trapezu.

: b4+3a
Wtedy stosunek pola trapezu F'GBA do pola trapezu CDFG wynosi ﬁ

Dowad

Zastosujemy oznaczenia z rysunku przedstawionego w dowodzie twierdzenia o linii
srodkowejw trapezie. Niech h oznacza wysoko$¢ w trapezie ABCD.

Znow skorzystamy z wlasnosci linii sSrodkowejw trojkacie.

Z twierdzenia Talesa w tréjkacie ADC wynika, ze trojkat AF'E jest podobny do tréjkgta
ADC w skali 1 : 2. Stad pole trojkata AF'E jest rowne Pypp = %PACD = %. Pole

trapezu CDFE jest rowne Poprg = 3Thb.

Podobne rozumowanie przeprowadzone dla trojkata ABC daje Pcrg = % i

Pypon = 2.
Stad Prgpa = Parp + Paper = 22 + 322 = 2(b+ 3a).

Analogicznie Popre = Pope + Popre = 22 + 382 = L (q 4 3b).

Prgpa __ b+3a
Popre — a+3b*

Ostatecznie

Przyktad 6

Przy oznaczeniach z powyzszego twierdzenia wyznaczymy stosunki pol trapezow
wyznaczonych przez lini¢ Srodkowg w trapezie do pola tego trapezu.

Rozwigzanie
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: . P, _ b+3a —
Poniewaz ng)ig = a+3% i Papcp = Praa + Poprg, to
L (b+3a)
— 8 _ b+3a __ b+3a
Prepa = E(a+3b)+ L (b+3a)  at3b+bf3a Pypep = g4 PaBep.

Pcpre . a+3b

Ppepa __ b+3a
Stad PABCD - 4a+4b'

PABCD - 4a+4b

i analogicznie
Przyktad 7

Trapez ABC'D ma podstawy diugos$ci 8 i 10 oraz wysoko$¢ rownag 4. Obliczymy pola
trapezow wyznaczonych przez linie sSrodkowg w tym trapezie.

Rozwigzanie

Stosunek pdl tych trapezow jest rowny 2213100 = g—i = %. Niech P oznacza pole trapezu

ABCD. Wtedy P = 28110 _ 36

Wtedy wiekszy z trapezow ma pole rowne 191317 P = % - 36 = 19 a mniejszy ma pole
36 —19 =17.

Zaraz sformulujemy wiasnos$c¢ linii srodkowejw trapezie zwigzang z podobienstwem
trapezow, ale wpierw zobaczmy jak powigzane s3 ze sobg podobne trapezy wyznaczone
przez odcinek Igczacy ramiona trapezu i rownoleglty do jego podstaw.

Wiasnosé: trapezéw podobnych

Jezeli trapez ABC'D podzielimy odcinkiem rownoleglym do podstaw na trapezy
podobne, to dlugos¢ tego odcinka jest rowna $redniej geometrycznej v ab, gdzie ai b sg
dtugosciami podstaw ABi CD.

D b C

Dowadd
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Jezeli trapezy FGCD i ABGF sgpodobne, to |DC|: |[FG| = |FG|: |AB|.

Stad |FG|* = abi stad |FG| = v ab.

Twierdzenie: o zwigzku linii Srodkowej w trapezie z podobienstwem trapezéw wyznaczonych
przez linie Srodkowa

Niech F'G bedzie linig Srodkowa w trapezie ABC D, w ktorym diuzsza podstawa AB ma
dtugos¢ a i krotsza podstawa C'D ma dlugosc b. Trapezy ABGF i FGCD sg podobne
wtedy i tylko wtedy, gdy trapez ABCD jest rownolegtobokiem.

Dowéd
Zatozmy, ze trapez ABC D jest rownolegtobokiem. Wtedy a = bi |FG| = a.
Wtedy ABGF' i FGCD sa przystajgcymi rownolegtobokami, wiec tez sa podobne.

Aby pokazac¢ twierdzenie w drugq strone, zalozmy, ze trapezy ABGF i FGCD sa

podobne. Wtedy |F'G| = v ab. Z wtasnosci linii sSrodkowej w trapezie wynika, ze
[FG| = 5*.

Stad vab = %2 i po przeksztatceniu ab = (4 )2 = +(a® + 2ab+ b?) i dalej

4ab = a® + 2ab + b?
a?—2ab+b*=0
(a—b)2=0

a=b.

Stad wynika, ze postawy trapezu s3 rowne, wiec trapez jest rownolegtobokiem.

Przyktad 8

W trapezie ABC D, ktory nie jest rownoleglobokiem, poprowadzono odcinek F'G
rownolegly do podstaw trapezu tak, ze trapezy ABGF' i FGCD s3 podobne. Pokazemy,
ze F'G nie jest linig Srodkowa w trapezie ABCD.

Rozwigzanie

Wynika to wprost z powyzszego twierdzenia, bo gdyby F'G byl linig srodkowa w trapezie

ABCD, to ten trapez bylby rownoleglobokiem, a to jest sprzeczne z zatozeniem.

Stownik
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linia Srodkowa w tréjkacie

odcinek 1gczacy srodki dwoch bokow trojkata

trapez

czworokat, ktory ma co najmniejjedng pare bokow réwnoleglych
réwnolegtobok

czworokat, ktory ma dwie pary bokoéw rownolegltych

ciag arytmetyczny

cigg liczbowy, w ktorym kazda kolejna liczba rozni si¢ od poprzedniej o ustalong wartos$c
r

srednia arytmetyczna liczb a, b
warto$¢ wyznaczona ze wzoru 2

srednia geometryczna liczb dodatnich a, b

warto$¢ wyznaczona ze wzoru v ab



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

1. Na ekranie przedstawiony jest trapez ABCD oraz linia sSrodkowa E'F' w tym trapezie.

2. Poruszaj punktami A, B, C, D aby uzyskac rézne trapezy.

3. Poruszajac punktami A i D zmieniasz trapez, ale dtugosci podstaw sie nie zmieniaja.

4. Poruszajac punktem A zmieniasz tylko dtugo$¢ podstawy A B. Natomiast poruszajac
punktem C' zmieniasz tylko dtugos$¢ podstawy C'D.

5. Obserwuj potozenie podstaw i linii Srodkowe;.

6. Obserwuj dtugosci podstaw i dtugos¢ linii Srodkowe;.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DEdB4slwe


https://zpe.gov.pl/a/DEdB4slwe

Polecenie 2
Ocen prawdziwosé zdan. Zaznacz Prawda lub Fatsz.

Zdanie Prawda Fatsz
Linia Srodkowa w trapezie
jest rownolegta do O O
podstaw.

Jezeli dwa trapezy maja
rowne odpowiednie
podstawy to dtugosé linii
srodkowej zalezy od O O
odlegtosci miedzy
podstawami.
Dtugos¢ linii Srodkowej
zalezy tylko od dtugosci O O
podstaw trapezu.
Jezeli dtugosd linii
srodkowej w trapezie jest
réwna dtugosci jednej O O
Z podstaw, to trapez jest
rownolegtobokiem.

Polecenie 3

W trapezie ABC D podstawa A B ma dtugo$c¢ a, podstawa C'D ma dtugo$é b, a linia
srodkowa ma dtugosc c. Wyznacz wskazane w poleceniach ponizej wartosci. Jezeli nie jestes
pewien odpowiedzi skorzystaj z symulacji interaktywnej.

1. Wyznacz cjeslia = 5,b = 8.

2. Wyznacz a jesli b = 20, ¢ = 27.
3. Wyznacz b jeslia = 23, ¢ = 15.
4. Wyznacz cjedlia + b = 2+/3.

5.Wyznaczajeélib+c=+v5ia+b=4.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1 @)

Dane sg dwa trapezy przedstawione na rysunku.

. 4
@
I
I
13 3
|
|
8

Ustalmy oznaczenia obowigzujace dla obu trapezéw:

P - pole trapezu,

Py - pole trapezu zielonego,

P> - pole trapezu niebieskiego,

¢ - dtugosc linii srodkowej,

d - odlegtos¢ linii Srodkowej od dtuzszej podstawy.

Podane odpowiedzi przyporzadkuj do czterech kategorii.

prawdziwe tylko dla trapezu po lewej stronie

3

:%HP:B’

P _ 9 _ 3 — 27
?—%Hd—z ‘Pl— 1 ’

_ _ P T
prawdziwe tylko dla trapezu po prawej stronie P=15 ’ ‘ P=16 ’ P — 20
P _ 30 _
B 5| [m=9 ][
L>1||P=P+Ph ]
2

r=%][c=s|[A=%]

- 4

c="17 Pzz%

prawdziwe dla obu trapezéw

nie zachodzi dla zadnego z trapezéw




Cwiczenie 2

Na rysunku ramiona trapezu podzielono na 8 rownych odcinkéw i potagczono korice
odpowiednich odcinkdéw tak, ze powstate odcinki sg rownolegte do podstaw.

D
K
G
L
E
M
H
N
A

Uzupetnij luki, wstawiajac podane wyrazenia w odpowiednie miejsca.

______________

______________

nierowne ’ ‘ rowne ’ ‘ suma ’ ‘ réznicg odcinkow ’ ‘ nie sg ’ ‘ arytmetyczny ’ ‘ Y] ’

harmoniczny ‘geometryczny Srednig arytmetyczng




Cwiczenie 3

Przyjmujac, ze podstawy trapezu oznaczymy a oraz b, natomiast linie Srodkowa ¢, wskaz

poprawne odpowiedzi.

Opis trapezu

W trapezie dtuzsza
podstawa ma dtugosé
27 cmijesto 10 cm

dtuzsza niz krétsza

podstawa. Wyznacz
dtugosc linii srodkowej
w tym trapezie.

W trapezie dtuzsza
podstawa ma 16 cm. Linia
$rodkowa ma 12, 5 cm.
Wyznacz dtugosc¢ kroétszej
podstawy.

Cwiczenie 4

Ramiona trapezu prostokatnego majg dtugosci 6 i 10. Odcinek taczacy $rodki ramion ma

Odpowiedz 1
a=27,b=238,5,
c=37
a=16,b=09,
c=12,5

dtugos¢ 10. Oblicz dtugosci podstaw trapezu.

O

O

Odpowiedz 2
a=27b=17,
c=22
a=16,b =10,
c=12,5

O

O

O



Cwiczenie 5

Boki AB i BC tréjkata ABC podzielono na cztery rowne czesci i potagczono odcinkami.

Wiadomo, ze |FG| = 3,

AC| = 12.

Woyznacz dtugosci odcinkéw DFE'i HI.



Cwiczenie 6

Punkty P, @Q sa Srodkami bokéw BC'i AF sze$ciokata foremnego ABCDEF'. Oblicz
stosunek pdl czworokata ABPQ) i szesciokata ABCDEF.

D

Cwiczenie 7 @

W trapezie rownoramiennym, ktory nie jest rownolegtobokiem, ramie ma dtugosc
7, a przekatna 8. Oblicz dtugos$¢ podstaw trapezu wiedzac, ze odcinek taczacy srodki ramion
trapezu ma dtugos¢ 4.



Cwiczenie 8 @

Ramiona trapezu ABC'D podzielono na cztery rowne odcinki, a nastepnie konce
odpowiednich odcinkéw na ramionach trapezu zostaty potgczone odcinkami jak na rysunku.
Wyznacz dtugosci odcinkéw G1I, EF', HJ oraz roznice ciggu arytmetycznego utworzonego
przez dtugosci tych odcinkow, jeslia = 16, b = 4.

D b C

A B




Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat zajeé: Odcinek taczacy srodki ramion trapezu

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wtasnosci;

4) korzysta z wtasnosci katoéw i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach;

7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznejkata oraz
o kacie miedzy styczng a cieciwg;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
VI. Ciagi
Zakres podstawowy. Uczen:

7) wykorzystuje wlasnosci ciaggdéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:



 definiuje i rozpoznaje odcinek taczacy srodki ramion trapezu, czyli lini¢ Srodkowg
w trapezie,

» formuluje i potrafi udowodni¢ twierdzenie o linii Srodkowejw trapezie,

e poznaje i stosuje zwigzek miedzy dlugosciami linii srodkowych a ciggiem
arytmetycznym w ciggu trapezow,

» wyznacza stosunek pol trapezoéw powstatych z podzialu danego trapezu linia
srodkowa,

» pokazuje, ze jesli linia Srodkowa dzieli trapez na trapezy podobne, to dany trapez jest

rownoleglobokiem,
» wykorzystuje wtasnosci linii Srodkowejw trapezie czworokatéw w rozwigzywaniu
zadan, w tym w zadaniach zwigzanych z wielokgtami foremnymi.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e pogadanka,
« interaktywna aplikacja,
e analiza pomystow.

Formy zajeé:

e pracaindywidualna,
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer,

« lekcje te mozna przeprowadzic¢, majgc do dyspozycji jeden komputer z rzutnikiem
multimedialnym.

Przebieg lekc;ji:
Faza wprowadzajaca:

1. Przedstawienie tematu lekcji, uzgodnienie z uczniami kryteriow sukcesu.
2. Przypomnienie twierdzenia o linii Srodkowejw trojkacie.

Faza realizacyjna:

1. Definicja linii srodkowejw trapezie.



2. Sformutowanie i dowod twierdzenia o linii Srodkowejw trapezie z wykorzystaniem
twierdzenia o linii sSrodkowejw trojkacie.

3. Wyznaczenie stosunku pol trapezow powstatych z podzielenia danego trapezu linig
srodkowq.

4. Analiza sytuacji, w ktorejlinia Srodkowa dzieli trapez na trapezy podobne. Zwigzek
Sredniej arytmetycznej ze Srednig geometryczng.

5. Wykorzystanie ciggu trapezow powstatych w wyniku podzialu ramion trapezu na
rowne odcinki do pokazania zwigzku tego ciggu z ciggiem arytmetycznym.

6. Wykorzystanie symulacji interaktywnej, w utrwaleniu wiedzy o wlasnosciach linii
srodkowejw trapezie.

Faza podsumowujaca:

1. Uczen sprawdza nabyte umiejetnos$ci i wiedze¢ w ramach ¢wiczen sprawdzajgcych.
2. Uczen rozwigzuje zadania trudniejsze wykorzystujace wiedze przedstawiong na lekcii
w szerszym konteksScie, rowniez w zastosowaniach praktycznych.

Praca domowa:

Uczen ma za zadnie na kartonie narysowac trapez. Ramiona trapezu podzieli¢ na 8
rownych czesci. Polaczy¢ punkty na ramionach tak, by powstaty odcinki rownolegle do
podstaw trapezu. Ponumerowac powstate trapezy w kolejnosci od najmniejszego do
najwi¢kszego kolejnymi liczbami. Ktadgc trapez o numerze n na trapez o numerze n + 1,
zaznaczy¢ na wiekszym trapezie, trapez jaki zostaje po odcig¢ciu trapezu mniejszego. Na
koniec odpowiedzie¢ na pytania. Co mozna powiedzie¢ o trapezach jakie w ten sposob
dostajemy? Dlaczego tak si¢ dzieje?

Materialy pomocnicze:
» Trapezijego rodzaje
Wskazowki metodyczne:
Uczen moze wykorzysta¢ symulacje interaktywng

e podczas przygotowywania sie do zajec,
o doutrwalania wiedzy,
» jako inspiracja do stworzenia wlasnego samouczka lub prezentacii.


https://epodreczniki.pl/a/trapez-i-jego-rodzaje/DQct2mLWv

