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Zrédto: TP Heinz, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Potrafisz juz oblicza¢ odlegto$s¢ miedzy punktami potozonymi na osi liczbowej. W tej lekcii
omowimy szczegotowo zagadnienie odlegtosci punktow na plaszczyznie z prostokgtnym
uktadem wspotrzednych.

Twoje cele

o Zastosujesz wzor na odlegtos¢ miedzy dwoma punktami w prostokgtnym ukiadzie
wspotrzednych.

e Wyznaczysz dlugos$¢ tamanej o danych wierzchotkach.

» Wyznaczysz punkt na prostej potozony najblizej danego punktu.




Przeczytaj

Przypomnijmy, czym jest odlegtoSc.
Definicja: Odlegtos¢

to taka funkcja d, ktora parom punktéw przyporzadkowuje pewnag liczbe. Funkcja d
spelnia nastepujgce warunki:

1. odlegloé¢ dowolnego punktu A od siebie samego jest rowna zeru, czyli d(A4; A) = 0,
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d(4;4)=0

2. odlegto$¢ dowolnego punktu A od dowolnego punktu B jest rowna odlegtosci punktu
B od punktu A, czyli d(A; B) = d(B; A),
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3. suma odlegltosci dowolnego punktu A od dowolnego punktu B oraz odleglosci punktu
B od dowolnego punktu C jest wieksza lub rowna odleglosci punktu A od punktu C,
czylid(A; B) + d(B; C) > d(4;C).
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Przypomnijmy ponadto, ze odlegto$¢ migdzy punktami A i B to dlugos¢ najkroétszej drogi
od A do B. W przypadku plaszczyzny euklidesowej najkrotsza drogg miedzy punktami jest
odcinek.

Odlegtos¢ punktow A i B w uktadzie wspotrzednych mozemy zatem obliczy¢ jako dlugosc
odcinka AB korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa. Zauwazmy, ze jesli A = (z4,ya4),


javascript:void(0);
javascript:void(0);

B = (x g, yp) nie leza na prostej rownoleglej do zadnej z osi uktadu, to dla punktu
C = (x4, yp) trojkat ABC jest prostokatny.
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Jesli zrzutujemy prostopadle punkty Ai C na 0§ Y, za$ punkty Bi C na o$ X, to otrzymamy
odpowiednio punkty A" = (0,44), C" = (0,ys) naosi Y oraz punkty B = (z5,0),

2

C = (z4,0) naosi X. Ponadto odlegto$¢ miedzy punktami A i C jest rowna odlegtosci



miedzy punktami A’ i C”, za$ odlegto$¢ miedzy punktami B i C jest réwna odlegltosci
miedzy punktami B’ i C”.

Z okreglenia odleglosci punktéw na osi wynika, ze d(A4; C) = d(A4';C") = |y4 — yp| oraz
d(B;C) =d(B;C") = |zp — z4l.

Podsumowujac powyzsze rozwazania mozemy zapisa¢ wzor na odlegtos¢ punktow
A = (z4;y4), B = (xB;yB) w ukladzie wspotrzednych

d(A;B) = \/\3:3 —zal* + |y — yal’ = \/(933 — 1)’ + (yB — ya)®, ktory jest prawdziwy
dla dowolnie wybranych punktow A i B.

Oczywiscie jest to ten sam wzor, ktory uzyskaliSmy wyznaczajgc dtugos¢ odcinka
o podanych koncach, jedynie jego interpretacja jest nieco inna.

Przyktad 1

Dane sa punkty A = (—1;7), B= (—1;-2), C = (4; —2). Wyznaczymy kolejno
odleglos$ci miedzy nimi:

d(A; B) = \/(—1 — (1)) +(7T—(-2))2=V02+92=9

d(B;C) = /(-1 -4 + (-2 - (-2)2 = VBT 1 0 =5

d(4;C) = \/(—1 = 47 + (7 - (~2))2 = V& T O = /25 + 81 = /106
Zanim podamy kolejny przyklad, wprowadzimy nowe pojecie.
Linia lamana - linia utworzona z ciggu odcinkow w taki sposob, ze:

» zadne dwa sgsiednie odcinki nie lezg na jednej prostej;
» punkt bedacy koncem pierwszego odcinka jest jednoczesnie poczatkiem drugiego,
punkt bedacy koncem drugiego odcinka jest poczatkiem trzeciego, itd.

Przyktad 2

Dane sg punkty A = (—8;4), B = (—5;1),C = (1;1), D = (3; —3). Aby obliczy¢ dtugos¢
krzywej ABC'D wystarczy doda¢ odleglosci miedzy kolejnymi koncami odcinkow
tworzgcych te tamang:

d(A; B) +d(B;C) 4+ d(C; D) =

= /(=8 —(=5))*+ (4 —1)2 + \/(—5 124+ (1-1)+

+\/(1 —3)2 4+ (1—(-3))° =
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krzywa zbudowana z odcinkow w taki sposob, ze zadne dwa kolejne odcinki nie leza na
jednej prostej oraz koniec jednego odcinka jest jednoczesnie poczatkiem nastepnego

odlegtosé¢ punktéow w uktadzie wspoétrzednych

odlegto$¢ punktow A = (z4;ya), B = (zp; yp) wyraza sie wzorem
d(A; B) = \/(xA —25)° + (ya — yp)*




Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj zawartos¢ ponizszej animacji i na jej podstawie rozwiaz zadanie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI11tjWWiH

Film nawigzujacy do tresci lekcji o odlegtosci punktow w uktadzie wspotrzednych.

Polecenie 2
Rozwiagz test. Wybierz wszystkie poprawne odpowiedzi.
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punktami punktami unktow o réwnaniu najmniejsza
A=(23), | A=(-53), |, P (2 1) T | zmotliwych.
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jest rowna: réwna: b miedzy
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Wiadomo, ze punkty A i B majg wspoétrzedne catkowite. Jaka jest odlegto$¢ miedzy

punktami przedstawionymi na ponizszym rysunku?
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Wskaz poprawng odpowiedz.
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Cwiczenie 2 @)

Oblicz odlegtos¢ miedzy punktami w uktadzie wspotrzednych. Wpisz wyniki w wyznaczone
miejsca.

Odlegtos¢ mied ktami
Wspétrzedne punktu A Wspétrzedne punktu B €glosc migcizy punitami

Ai B: d(4; B)
A=(2;8) B =(2;3)
A=(312) B=(3;-3)
A= (3;0) B = (11;0)
A= (—4;-3) B = (10; —3)
Cwiczenie 3 O

Wyznacz wartosci parametru m tak, aby odlegto$¢ punktow A i B byta rowna podanej
obok liczbie. Przeciagnij i upusé.

Wspétrzedne Wspétrzedne Odlegtos¢ punktow Wartosci
punktu A punktu B AiB parametru m
A=(0;3) B = (0;m) 50
A= (m;5) B=(25) «
A=(-27) B = (m;7) 6
A= (5;m) B = (5;10) >

____________________________
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Cwiczenie 4 Q@

Woyznacz odlegtosci punktéw A i B. Przeciagnij i upusc.

Wspoétrzedne punktu A = Wspétrzedne punktu B | Odlegtosé miedzy punktami A i B

A=(1;3) B=(-%-2 .
A= (-2;-3) B=(3)
A = (0;3) B=(-%-2 |
A = (—4;0) B=(x-2)

__________________________________________________
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Cwiczenie 5 Q®

Na rysunku zaznaczone sg punkty A, B, C, D. Potacz w pary nazwy tamanych i ich

dtugosci.
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ABCD 213 +4 +2¢/2
ACBD 2413 + 24/5 + 24/2

ACDB 2v/13 + 42



Cwiczenie 6

Potacz w pary zestaw punktow A, B, C, D z dtugoscig tamanej ABCD.

A =(1;3),B=(0;0),C = (-1;3),

D= (—3;-3) 45
A=(3;4), B=(1;0),C =(-1;1), —
D (2 1) 3v/13

A = (4;3), B=(2;0),C = (-1;2), _
D = (-3:-1) 4+/10

A=(3;3),B=(0;0),C=(-11),
D= (-3-1) 6v2



Cwiczenie 7 @
Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi tak, aby otrzymac rozwigzanie nastepujacego

zadania.

Na prostej o rownaniu y = %w + 1 wyznacz punkt, ktéry lezy najblizej punktu
A=(2;1).

Zauwazmy teraz Ze odleg’ros’c' miedzy A i X bedzie najmniejsza, gdy wartos¢

funkcji f(z) = 4 :130 — 4z + 4 bedzie najmniejsza. M
Wyznaczmy pierwsza wspotrzedng wierzchotka paraboli opisanej powyzszym
rownaniem: &, = 2.41_3 = 18—3 = . v
4
Ze wzoru na odlegto$é dwdch punktéw zastosowanego do punktow A i X
. 2
otrzymujemy d(A4; X) = \/(azo —2)° + (%xo +1-1)" = -
2
= \/(wo — 2)2 + (%wo) = \/%w% — 4z + 4.
Wynika stad, 2e pierwsza wspotrzedna szukanego punktu to xy = 183 , zas druga R
3 A 4
toyo=5- -1 +1=13
Zatem wspotrzedne szukanego punktu X sg réwne (% f—g) =
Poniewaz punkt lezy na prostej o rownaniu y = %:)3 + 1, to jego wspotrzedne R
spetniajg rownanie tej prostej, zatem X = (330; %:130 + 1). M
Niech szukany punkt ma wspétrzedne X = (xo; yo). =
Cwiczenie 8 @

Wyznacz wspotrzedne punktu X, ktéry lezy na prostej o réwnaniu y = %w —1lijego

odlegtosc od punktu A = (2; 1) jest najmniejsza z mozliwych.







Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Odleglos¢ punktow w ukladzie wspolrzednych
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegbétowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
3) oblicza odlegtos¢ dwadch punktéw w uktadzie wspoétrzednych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:

e Zastosujesz wzor na odlegtos¢ miedzy dwoma punktami w prostokgtnym uktadzie
wspotrzednych.

o Wyznaczysz dlugos¢ tamanej o danych wierzchotkach.

» Wyznaczysz punkt na prostej potozony najblizej danego punktu.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,,Odlegtos¢ punktow w uktadzie wspotrzednych”
i celow zajec¢, przejscie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

2. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

3. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne
przygotowujgc uzasadnienia poprawnych odpowiedzi.



Materialy pomocnicze:
o Odlegltos¢ punktoéw na osi liczbowej
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,,Odleglo$¢ punktow w uktadzie wspotrzednych”
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