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Wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego za pomoca
wahadta matematycznego

Zrédto: dostepny w internecie: https: /www.istockphoto.com/pl/zdj%C4%99cie/ko%C5%82yska-newtona-gm465044128-
59504348 [dostep 11.03.2022].

Czy to nie ciekawe ?

Grawimetr to urzadzenie stuzgce do pomiaru przyspieszenia grawitacyjnego. Doktadny
pomiar przyspieszenia grawitacyjnego potrzebny jest np. w geodezji, sejsmologii, a takze
przy badaniach gruntu i poszukiwaniu zt6z mineralnych. Jak zmierzy¢ przyspieszenie
ziemskie? Metod jest wiele, ale od XVI wieku do lat czterdziestych XX wieku podstawowym
przyrzadem uzywanym do tego celu byto wahadto.

W tym e-materiale poznasz jedng z metod pomiaru przyspieszenia ziemskiego przy pomocy
wahadta matematycznego.



Rys. a. Grawimetr.

Zrodto: Sandeep vats, dostepny w internecie: https:/commons.wikimedia.org/wiki/File:Autograv_CG5_P1150838.JPG [dostep
16.04.2023], licencja: CC BY-SA 3.0.

Twoje cele

» wykonasz wykresy obrazujace zalezno$¢ okresu wahadta matematycznego od jego
dtugosci i przyspieszenia grawitacyjnego,

o wykonasz do$wiadczenie w wirtualnym laboratorium, w ktorym zmierzysz
przyspieszenie ziemskie za pomocg wahadla,

» rozwigzesz zadania dotyczace wahadla matematycznego.




Przeczytaj

Warto przeczytac

Zaleznos¢ miedzy dtugoscia wahadta i okresem jego drgan

Wahadto matematyczne jest to ciezarek o matych rozmiarach zawieszony na niewazkiej

i nierozciggliwej nici w jednorodnym polu grawitacyjnym, ktory moze sie poruszac

w pionowej ptaszczyznie, bez oporow ruchu. Teoretycznie w wahadle matematycznym
ciezarek powinien by¢ masa punktowg, czyli powinien by¢ nieskonczenie maty. W praktyce
wystarczy, zeby jego rozmiar byt duzo mniejszy niz dtugosc¢ linki.

Okres drgan wahadta matematycznego mozna obliczy¢ ze wzoru:
!
T =24/ —,
g

gdzie [ jest dlugoscig wahadla, za$ g jest wartoscig przyspieszenia grawitacyjnego. Nalezy
pamietac, ze powyzszy wzor daje wyniki tym bardziej precyzyjne, im amplituda drgan
wahadla jest mniejsza wobec dtugosci wahadla. W praktyce warunek ten oznacza, ze
wychylenie wahadla od pionu powinno by¢ mozliwie niewielkie.

Ze wzoru tego wynika, ze wydtuzanie wahadta powoduje zwigkszanie si¢ okresu jego
drgan. Z kolei, im wieksze przyspieszenie grawitacyjne, tym mniejszy jest okres.
Czterokrotny wzrost dtugosci wahadta powoduje podwojenie okresu, zas jesli
przyspieszenie grawitacyjne stanie si¢ cztery razy wieksze, okres powinien zmale¢
dwukrotnie.

Doswiadczalne badanie tego zwigzku jest opisane w e-materiale ,,Czy okres drgan wahadta
matematycznego jest zalezny od dtugosci wahadta?”.

Wyznaczanie wartosci przyspieszenia ziemskiego

Sprobujmy teraz zobrazowac te zalezno$¢ na wykresach oraz zrozumiec, jak z tych
wykresow mozna odczyta¢ wartoS$¢ przyspieszenia ziemskiego. Przeksztal¢my wyrazenie
(1) tak, by otrzyma¢ funkcje dtugosci wahadta [ od okresu T', czyli [(T").

l T?g

T? =4n*— — 1= —2.
g 472
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Gdyby$my wiec wykonali wykres dlugosci wahadta od okresu, I(T'), otrzymalibySmy ramie
paraboli majgcej wierzchotek w poczatku uktadu wspotrzednych. Jest tak, poniewaz
powyzszy wzor ma taka sama posta¢ jak funkcja y = ax?. Role wartoéci y petni dlugosé
wahadta [, a role argumentu z petni okres T Z kolei czynnik przy T? jest stata, tzn. nie
zalezy od okresu. Fizyczny sens majq tylko dodatnie okresy, stad wykres zawiera tylko jedno
rami¢ paraboli. Jest to przedstawione na Rys. 1.
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Rys. 1. Zwigzek pomiedzy dtugoscig wahadta matematycznego a okresem jego drgan.
Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Im wieksza jest warto$¢ stalej g, tym wieksza bedzie warto$¢ wspotczynnika przy T'2. To
spowoduje podobny efekt, jak zwiekszenie wspotczynnika a w funkcji y = az?. Funkcja
bedzie przyjmowac wieksze warto$ci dla dowolnego, ustalonego argumentu i dlatego ramie
paraboli bedzie bardziej strome.

Zmienna zalezna i zmienna niezalezna

Mozesz teraz czué dyskomfort z tego powodu, ze robimy wykres [(T'), nie za$ T'(1).
Przeciez to dlugo$¢ wahadta I mozemy bezposrednio modyfikowac, jest ona wiec zmienna
niezalezna. Na okres T' nie mamy bezposredniego wyptywu, bo zalezy on od dtugosci
wahadla. Jest on wiec zmiennag zalezna. To jest oczywiScie prawda i pierwsza mysl powinna
pojé¢ ku uzyciu wykresu T'(1). Nic jednak nie stoi na przeszkodzie, zeby do analizy wynikow
pomiarow wykorzysta¢ wykres [(T"). Zauwazysz zapewne, ze usprawni to nieco
interpretacje oraz obliczenia.

Przeksztatcenie zwigzku do funkcji liniowej



Podczas analizy danych pomiarowych najwygodniejjest pracowac z funkcjg liniowg, a tutaj
mamy do czynienia z funkcja kwadratowg. Czy zalezno$¢ I(T) mozna w jaki$ sposob
zamienic na liniowa? Bedziemy wtedy mogli uzywac¢ metod, ktore znamy z analizy
zaleznosci liniowych. Okazuje si¢, ze odpowiedz na to pytanie jest twierdzgca, a ogolne
zasady postepowania opisane s3 w e-materiale ,,Na ile doktadnie mozna dopasowac prosta
do wynikéw pomiarow?".

Wystarczy wykona¢ wykres I(T?). Chociaz zmienna [ zalezy od zmiennej T kwadratowo, to
jej zalezno$¢ od zmiennej T2 jest liniowa. Inaczej méwiac, gdybyémy wprowadzili nowa
zmienng x = T'%, wowczas dostalibysmy I(z) = %x Zatem nowa funkcja [(z) jest funkcja
liniowga przechodzgca przez poczatek uktadu wspotrzednych, a jej wspotczynnik
kierunkowy wynosi a = % . Wykres dtugosci wahadta od kwadratu okresu jest

przedstawiony na Rys. 2.
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Rys.2. Wykres zaleznosci dtugosci wahadta od kwadratu okresu jego drgan.
Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Zwro¢ uwage, ze w warunkach ziemskich wspoétczynnik kierunkowy a tej prostej ma
wartos¢
g  98lm/s’

- - ~ 0,25 m/s” ..
“T T 4 (3,140 m/s

Wrynika stad, ze gdybySmy chcieli podobny wykres wykona¢ dla innej planety, na ktore;j
warto$¢ przyspieszenia grawitacyjnego bylaby mniejsza od wartosci na Ziemi (np. na Marsie
wynosi ono 3, 70 3, czyli stanowi okoto 0,38 przyspieszenia ziemskiego), wtedy prosta
przedstawiona na Rys. 2. miataby odpowiednio mniejsze nachylenie.



W jaki sposdb doswiadczalnie wyznaczy¢ wartosc¢ przyspieszenia
ziemskiego?

Korzystajgc z powyzszych informaciji, mozemy wykona¢ nastepujace dosSwiadczenie:

1. Przywigzujemy do ciezarka linke i zawieszamy stworzone w ten sposob wahadto na
statywie.

2. Linijkg mierzymy dlugos¢ wahadta [ i wprawiamy wahadto w drgania.

3. Stoperem mierzymy czas dziesieciu drgan i dzielac ten czas przez 10, otrzymujemy
okres T'.

4. Nastepnie zmieniamy dlugos¢ linki i powtarzamy pomiar.

5. Tym sposobem mierzymy okres dla kilku dtugosci linki i wyniki notujemy w tabeli. Dla
kazdejwartosci okresu T obliczamy warto$¢ T2

6. Po zakonczeniu obliczer nanosimy punkty pomiarowe na wykres I(T'%). Powinny sie
one utozy¢ wzdtuz proste;j.

7. Rysujemy prosta w taki sposob, by przechodzita przez punkt (0.0) i przebiegata
mozliwie blisko wszystkich punktow pomiarowych. Nastepnie odczytujemy jej
wspotczynnik kierunkowy a (Rys. 3.). By uzyskac¢ wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g

wystarczy tylko pomnozy¢ ten wspotczynnik przez 4.
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Rys.3. Zalezno$¢ dtugosci wahadta od kwadratu jego okresu z zaznaczonymi punktami pomiarowymi.
Niebieska linia reprezentuje prosta bedaca "najlepszym dopasowaniem" do punktéw pomiarowych.
Z nachylenia tej prostej mozna wyznaczy¢ wartos$é przyspieszenia grawitacyjnego.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Jak opisa¢ maksymalne dopuszczalne odchylenie wyniku?

Opisane powyzej postepowanie jest poprawne, ale zauwaz, ze wyznaczona wartos¢ gz moze
sie rozni¢ od jej wartosci rzeczywistej g (w dalszej czesci tego tekstu, dla odroznienia



rzeczywistejwartosSci przyspieszenia ziemskiego i wartosci tego parametru uzyskanej
w wyniku pomiarow, te drugg wartos¢ bedziemy oznaczac¢ dolnym indeksem d - jak
»doswiadczenie”). Podczas pomiarow roznych wielkosci fizycznych takie roznice sg
nieuniknione i zrozumiate. Co w takiej sytuacji mozna zrobi¢? Oprocz podania wyniku

pomiaru:

9= g4

i

mozna jeszcze oszacowac przedzial, w ktorym rzeczywista warto$¢ znajduje si¢ ,na pewno”:
gc (gmin » Ymax ),

nawet przy uwzglednieniu najmniej korzystnego zbiegu okolicznoSci.

W analizowanym przypadku postepowanie takie sprowadza si¢ do tego, ze podczas
wyznaczania wartosci g powinni$my uwzgledni¢ niepewnosci pomiarowe tych wielkosci,
ktore zostaly przez nas zmierzone bezposrednio. Z tego powodu, przy kazdym z punktow
pomiarowych, nalezy na wykresie dorysowa¢ odpowiednie odcinki niepewnosci, w taki
sposob, jak zrobiono to na Rys. 4.
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Rys.3. Zalezno$¢ dtugosci wahadta od kwadratu jego okresu z zaznaczonymi punktami pomiarowymi i ich
odcinkami niepewnosci. Znaczenie linii przedstawionych na wykresie opisano w tekscie.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Gdy teraz poréwnamy Rys. 3. i Rys. 4., zauwazymy, ze dodanie odcinkow niepewnosci
zmienito nieco sytuacje: istnieje wiele prostych, o roznych nachyleniach, ktére mozna
narysowac w taki sposob, by przebiegaty w poblizu punktow pomiarowych, przecinajgc ich
wszystkie (!) odcinki niepewnosci, i rownoczes$nie przechodzity przez poczatek (!) uktadu
wspotrzednych. Na Rys. 4. zaznaczono kilka takich prostych. Kolorem niebieskim



zaznaczono te samg prostg, ktora widnieje na Rys. 3. Ta prosta zdaje si¢ by¢ tzw. ,najlepszym
dopasowaniem” do punktéw pomiarowych. Kolorem czerwonym zaznaczono natomiast
proste ,graniczne”, ktore pomagaja oszacowa¢ wspomniany przedziat (guin, gmax ). Zauwaz,
ze prostych o nachyleniu wykraczajgcym poza zakres wyznaczony przez czerwone linie nie
nalezy uwzglednia¢ podczas okreslania granic tego przedziatu, poniewaz s3 one zbyt
odlegle od punktow pomiarowych (nie przecinajg wszystkich odcinkoéw niepewnosci).

Sprobujemy teraz opisa¢ powyzsze rozwazania w sposob ilosciowy. Jesli nachylenia
przedstawionych na wykresie (Rys. 4.) prostych beda odpowiednio réwne:

» niebieskiej prostej: ag4,
 dolnej, czewrwonej prostej: Gmin,
e gornej, zielonej prostej: amyax,

to podstawiajac ich wartoéci do wzoru g = 47a, bedziemy mogli wyznaczy¢
odpowiadajace im wartosSci przyspieszen: g4, gmin 1 gmax- Z analizy dopuszczalnych
nachylen wynika, ze rzeczywista wartosSc g jest bliska wartosci, ktora zostata wyznaczona
doswiadczalnie

g = g4,

i z duzym prawdopdobienstwem nalezy ona do przedziatu (gmin, gmax)

Stowniczek
grawimetr

(ang. gravimeter) - urzadzenie stuzace do pomiaru przyspieszenia grawitacyjnego.
okres drgan

(ang. period of oscillation) - czas trwania jednego peinego drgania.
wahadto matematyczne

(ang. simple pendulum) - wahadlo, ktore sklada si¢ z niewazkieji nierozciggliwejlinki, na

ktorej wisi ciezarek bedgcy masg punktowa.



Wirtualne laboratorium WL-I

Wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego za pomoca wahadta
matematycznego

W dotgczonym do tego e-materiatu wirtualnym laboratorium mozesz wykonac
pomiary, dzigki ktorym samodzielnie wyznaczysz wartoS$¢ ziemskiego przyspieszenia

grawitacyjnego g. Wykorzystasz przy tym odpowiednio przeksztalcone wyrazenie

N
T = 2wy — .
q

W tym celu, dla kilku r6znych dtugos$ci wahadta [, zmierzysz czas trwania jednego
okresu drgan T'. Uzyskane wyniki przedstawisz w postaci wykresu, na ktorego osi
odcietych odtozysz kwadrat zmierzonego okres, za$ na osi rzednych dtugos¢ wahadta.

Pomiary powinny utozy¢ sie w poblizu linii prostej bedgcej wykresem funkcji:

I(T?) = 4—i2T2.

Analiza wynikow rzeczywistego doswiadczenia

Zanim rozpoczniesz prace w Wirtualnym laboratorium, obejrzyj film nagrany podczas
pomiarow w pracowni fizycznej. Podczas tego filmu nauczyciel fizyki wykonuje

pomiary czasu trwania jednego okresu drgan dla roéznych dtugosci wahadia.

Pomiary sg wykonywane przy pomocy specjalnie przygotowanego zestawu
pomiarowego. Pozwala on regulowac¢ dtugo$¢ wahadta. Zawiera takze odpowiednik
fotokomorki, ktora reaguje na kolejne przej$cia nici przez potozenie rownowagi.
Pomiar T jest automatyczne uruchamiany, a nastepnie zatrzymywany. Dzieki temu
niepewno$¢ pomiaru okresu, u(T'), jest rzedu milisekundy i moze by¢ pominieta przy
graficznej analizie wynikow. Jak sie przekonasz, w Wirtualnym laboratorium jest

inacze;.



Polecenie 1
e Podczas ogladania filmu wpisuj we wtasciwg kolumne tabeli pomiaréw zmierzone
okresy drgan T', odpowiadajace nastawianym dtugosciom nici wahadta [,,.

Wartosci T' zaokraglij do czterech cyfr znaczacych.

e Uzupetnij pozostate dwie kolumny tabeli. Uzasadnij przy tym, ze dla uzyskania
dtugosci wahadta [ nalezy do [,, dodac 2, 5 cm, a nie 2, 503 cm, czyli doktadnie

potowe zmierzonej na filmie srednicy kulki.

B

Film dostepny pod adresem /preview/resource/ReméUyaZZyfiB

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Zapoznaj sie z audiodeskrypcja filmu.

Tabela pomiaréw

T [s] T? [s?] [ [m] [, [m]



file:///preview/resource/Rem6UyaZZyfjB

T s T |s?] [ [m] [y [m]

o Wykorzystaj wykonane podczas nagrania pomiary i przygotuj wykres zaleznosci

dtugosci wahadta od kwadratu jego okresu.

e Do punktéw pomiarowych umieszczonych na tym wykresie dopasuj prosta,
a nastepnie oblicz jej wspdtczynnik nachylenia. Czy wiesz, ze analizujac nachylenie
tej prostej mozna nie tylko wyznaczy¢ doswiadczalnie warto$¢ przyspieszenia
grawitacyjnego g4? Mozna tez oszacowac przedziat (gmin, gmax ), W ktorym
rzeczywista warto$¢ g znajduje sie ,na pewno”, nawet przy uwzglednieniu najmniej
korzystnego zbiegu okolicznosci. Wykonaj odpowiednie analizy. W razie potrzeby
przypomnij sobie procedure zaproponowang w czesci ,Przeczytaj”. Na koniec

zajrzyj do ,Wyjasnienia”.




Doswiadczenie 1

Graficzna analiza wynikéw
Problem badawczy

Celem eksperymentu jest zebranie danych i, na podstawie graficznej analizy zwigzku
pomiedzy kwadratem okresu drgan T2 wahadta matematycznego i jego dtugoscia [,

wyznaczenie wartosci przyspieszenia ziemskiego g.

Hipoteza

Zaleznosc Tz(l) ma postac funkcji liniowej, ktérej wspotczynnik kierunkowy a jest

proporcjonalny do wartosci przyspieszenia ziemskiego g.

Co bedzie potrzebne

Wykorzystaj wyposazenie Wirtualnego laboratorium.



Cwiczenie 1
Poréwnaj wyposazenie laboratorium wirtualnego z wyposazeniem stanowiska

pomiarowego laboratorium pokazanego w filmie.

Uzupetnij notatke o podobienstwach i réznicach w wyposazeniu tych laboratoriow.

1. Katomierz:

wystepuje w obu laboratoriach i ma jednakowa rozdzielczos¢ [ | ’

nie wystepuje w laboratorium, a w laboratorium wirtualnym jest nieuzywany ] ’

nie wystepuje w laboratorium wirtualnym, a w laboratorium jest nieuzywany [ ] ’

nie wystepuje w zadnym z laboratoriéw [ ] ’ .

2. Elektroniczny stoper ma rozdzielczosc¢:

‘ jednakowa w obu laboratoriach [ ] ’

‘ wyzsza w laboratorium [ ] ’

‘ wyzsza w laboratorium wirtualnym (] ’

3. Udziat cztowieka i jego wptyw na niepewnos¢ pomiaru (chodzi o tzw. czynnik

ludzki)

a) w nastawieniu dtugosci wahadta jest:

poréwnywalny w obu laboratoriach [ ] ’

istotniejszy w laboratorium [ ] ’

istotniejszy w laboratorium wirtualnym [ | ’

b) w pomiarze okresu drgan jest:

poréwnywalny w obu laboratoriach [ ] ’

istotniejszy w laboratorium [ ] ’

istotniejszy w laboratorium wirtualnym [ | ’

Omoéw pokrétce wptyw stwierdzonych réznic w wyposazeniu na rozstrzygniecie

hipotezy. Zapisz swojg wypowiedz w Dzienniku pomiarow.

Instrukcja



Postepuj zgodnie z instrukcjg zaproponowang w Laboratorium.

Polecenie 2
e Woybierz warto$¢ n - liczby petnych okreséw drgan wahadta, po ktérych

zatrzymasz stoper i odczytasz czas t.

e Przeprowadz pomiar okresu drgan 1" dla co najmniej dziesieciu réznych
dtugosci wahadta [, w miare rwnomiernie roztozonych w przedziale

dostepnym w Wirtualnym laboratorium.

e Wyniki wpisz do Tabeli pomiaréw. Zawiera ona dodatkowe kolumny, ktére

wykorzystasz podczas opracowywania uzyskanych wynikow.

Dziennik pomiarow

przyspieszenia ziemskiego

Analiza graficzna

zwigzku dtugosci wahadta i okresu drgan

Data: Data:‘ DD-MM-RRRF ’

Tabela wynikéw
Lp t u(t) T u(T) T? u(T?) l u(l)




Nachylenie dopasowanej prostej a = ‘

Zmierzona wartos¢ przyspieszenia ziemskiego g; =

Skrajne dopuszczalne wartosci przyspieszenia ziemskiego

9min = ‘ ’

Gmax = ‘ ’

albo

Wzgledne odchylenie wyniku od wartosci wzorcowej

- r

Analiza utozenia punktéw pomiarowych, analiza uzyskanych wynikéw, rozstrzygniecie

hipotezy, konkluzje

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DuCYb1DLn

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.


https://zpe.gov.pl/a/DuCYb1DLn

Opracowanie wynikow

Podsumowanie



Polecenie 3

1. Niepewnos¢ u(1)

Zastosuj podane w instrukcji Wirtualnego laboratorium postepowanie prowadzace
do wyznaczenia niepewnosci pomiaru dtugosci wahadta u(1). Wyniki wpisz

w odpowiednig kolumne Tabeli.
2. Niepewnosé u(T)

Przeanalizuj zaproponowang w instrukcji propozycje okreslenia niepewnosci
standardowej u(t) pomiaru czasu trwania n okresdéw drgan wahadta. Jesli zgadzasz

sie z przedstawiona tam ocena, uzupenij kolumny w(t) oraz u(T') w Tabeli zgodnie

z tg propozycja.

W przeciwnym razie oszacuj te niepewnos$¢ zgodnie z wtasng wiedza
i doswiadczeniem, a odpowiednie kolumny uzupetnij zgodnie z dokonang ocena.

Swoje rozumowanie przedstaw w Dzienniku pomiaréow.
3. Kwadrat okresu drgan i jego niepewnos¢ u(7T'?)

Kwadrat okresu T'? jest wielkoécia mierzona posrednio. Jest on wyrazony jako
kwadrat wielkosci mierzonej bezposrednio - okresu drgan T'. Niepewnosci pomiaru
wszystkich okreséw u(T') sa jednakowe.

Wyznacz niepewnos$¢ pomiaru u(Tz) dla kazdego okresu, zgodnie z zasadami
opisanymi w e-materiale ,Niepewnosc wielkosci mierzonej posrednio”. Zwrdé
uwage na sekcje ,Dla zainteresowanych” na koncu czesci ,Przeczytaj”. W punkcie

drugim podano gotowe wyrazenie, ktdre mozesz bezposrednio zastosowac.

w(T?) =2T - u(T) .
Whpisz do Tabeli wartosci 7' oraz u(T'?).

4. Punkty pomiarowe na wykresie [(T'%)



Przygotuj odpowiednio wyskalowane osie dla wykresu zaleznosci l(Tz) i nanies na

nim punkty pomiarowe.

Rozwaz celowos¢ naniesienia, dla kazdego punktu, odcinkéw niepewnosci pomiaru
dtugosci wahadta oraz, niezaleznie, odcinkdw niepewnosci pomiaru kwadratu
okresu. Zapisz swoja decyzje wraz z krotkim uzasadnieniem w Dzienniku

pomiarow.
5. Prosta najlepiej dopasowana

Na przygotowany rysunek nanies linie prostg, ktérg uznajesz za najlepiej pasujaca
do punktéw pomiarowych. Zastosuj procedure opisang w czesci ,Przeczytaj’.
Zwrdoc¢ uwage, ze prosta najlepiej dopasowana powinna przechodzic¢ przez punkt (0;

0) wykresu.

W razie potrzeby przypomnij sobie te problematyke, przedstawiong
w e-materiatach ,Jak dopasowac prostg do wynikow pomiarow?” i ,W jakim celu
dopasowuje sie prosta do wynikow pomiarow i jakie informacje mozna w ten

sposob uzyskac?'.
6. Nachylenie dopasowanej prostej i wartos¢ przyspieszenia ziemskiego

Wyznacz nachylenie dopasowanej przez siebie prostej - oblicz wartos¢ jej

wspotczynnika kierunkowego a.

Na tej podstawie oblicz wartosc przyspieszenia ziemskiego g4 wyznaczong

w doswiadczeniu.
7. Skrajne dopuszczalne wartosci przyspieszenia ziemskiego

Ocen, czy niepewnosci punktéw pomiarowych pozwalajg na poprowadzenie
dwodch prostych ,skrajnych” i na zastosowanie procedury zaproponowanej w czesci
,Przeczytaj”. Jesli jest to mozliwe, okresl granice gmin i gmax Przedziatu, w ktérym

rzeczywista (tablicowa) wartos$¢ g zawiera sie niemal ,na pewno”.



W przeciwnym razie okresl wzgledne odchylenie § uzyskanej wartosci g4 od

wartosci rzeczywistej g,

_ |g—9d\
g

o

Analiza wynikéw i wnioski

Skomentuj uzyskany wynik. Rozstrzygnij hipoteze badawcza. Swojg argumentacje zapisz

w Dzienniku pomiaréw.



Doswiadczenie 2

Dla zainteresowanych

Numeryczna analiza wynikéw

Problem badawczy

Celem eksperymentu jest pomiar okresu drgan wahadta matematycznego 1" dla réznych

jego dtugosci [ i poddanie numerycznej analizie wartosci ilorazow 4}521 .
Hipoteza

;e , 2 . . . . , .
a) Wartosci ilorazow 4;2l sg na tyle zblizone, ze mozna je uznac za jednakowe.

b) Srednia wazona tych wartosci jest rowna wartosci przyspieszenia ziemskiego.

Co bedzie potrzebne

Wykorzystaj wyposazenie Wirtualnego laboratorium.

Instrukcja

Mozesz wykorzystaé wyniki pomiarow przeprowadzonych w do$wiadczeniu 1.
Przydatne bytoby jednak uzyskanie wiekszej liczby wynikow - rzedu 20-30. Mozesz
przeprowadzi¢ dodatkowe pomiary we wtasnym zakresie. Lepszym pomystem bedzie
zmotywowanie grupy kolezanek lub kolegéw do wspélnego opracowania pomiaréw,
wykonanych oddzielnie przez kazdego cztonka grupy. W tym ostatnim przypadku:

- Niech kazdy uczestnik zmierzy kilkakrotnie okres drgan wahadta w catym zakresie
dostepnych dtugosci; zestawy dtugosci przydzielonych poszczegdlnym uczestnikom
powinny sie nieco réznic.

- Wybierzcie jednakowa dla wszystkich wartos¢ n - liczby petnych okreséw drgan
wahadta, po ktérych mierzacy zatrzymuje stoper i odczytuje czas t. Wymaog ten nie jest
jednak bezwzgledny.

- Zastosujcie wszyscy podane w instrukcji Wirtualnego laboratorium postepowanie
prowadzace do wyznaczenia niepewnosci pomiaru dtugosci wahadta u(l) podane

w instrukcji Wirtualnego laboratorium.

- Przedyskutuijcie problem ustalania niepewnosci pomiaru okresu u(T') i przyjmijcie

jednakowe zasady postepowania.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DuCYb1DLn

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Polecenie 4
1. Kazdy oblicza, dla kazdego swojego pomiaru, wartos¢ przyspieszenia

ziemskiego g zgodnie z przeksztatconym wyrazeniem (1):

2. Dla kazdej wartosci nalezy obliczy¢ niepewnos¢ u(g); pamietac przy tym
nalezy, ze g jest wielkoscig mierzong posrednio. Pomocne moze by¢
przypomnienie sobie e-materiatu ,Niepewnos$¢ wielkosci mierzonej
posrednio”. Podczas obliczen zwrdcécie uwage, czy udziaty obu zmiennych, [ i
T, w niepewnosci u(g) sg porownywalne, czy tez ktéras z nich ma udziat

dominujacy. Te informacje wykorzystacie w Podsumowaniu.

3. Kazdy uczestnik przygotowuje i wpisuje wtasny zbidr danych do wspélnej

Tabeli wynikéw.



https://zpe.gov.pl/a/DuCYb1DLn

Dziennik pomiarow

przyspieszenia ziemskiego

Analiza numeryczna

zwigzku dtugosci wahadta i okresu drgan

Data: ‘ DD-MM-RRRF ’

Tabela wynikéw

Lp. T w(T) l u(l) g
(s) (s) (m) (m) (%) (%)

taczna liczba pomiaréw: N =

Srednia wazona wartosci g: g =

Analiza tabeli, ocena wiarygodnosci hipotezy, konkluzje

Alternatywne wyposazenie Wirtualnego laboratorium




Podsumowanie



Polecenie 5

1. Obliczcie gg. - Srednig wazong uzyskanych wartosci g.

Wazne!

e Co to jest sSrednia wazona? Jest to procedura usredniania, ktéra pozwala
uwzglednié, ze zmierzone wartosci g wptywaja na wartosc srednia
w réznym stopniu. W przypadku, z ktdrym macie do czynienia, nie nalezy
oblicza¢ sredniej arytmetycznej wynikow, lecz witasnie ich srednig

wazona.

o Jaki jest tego pow6d? Poszczegdlne wartosci g nie sg jednakowo
wiarygodne ze wzgledu na rézne niepewnosci ich pomiaru. Te wartosci,
ktérych niepewno$¢ jest mniejsza sg bardziej wiarygodne od tych

0 niepewnosci wiekszej.

e Jak uzyskac takie zroznicowanie wptywu na srednia? Przyjrzyjmy sie
Znanemu wyrazeniu na $rednig arytmetyczng i rozbudujmy nieco jego

zapis.

,:gl-i—gz—i—...—i—gN:1-gl-|—1-gz—|—...—|—1-gN
Jsr N 1+1+...+1 '
Symbolem NN oznaczamy taczng liczbe pomiaréw wykonanych przez

uczestnikéw; jest to takze liczba jedynek sumowanych w mianowniku
ostatniego ilorazu. To wyrazenie oznacza, ze kazdemu wynikowi przypisujemy
jednakowy wptyw na wartos¢ srednia, czyli jednakowe wagi

w) = wy = ... = wy = L. Jezeli chcemy, by wagi byty rézne, to wystarczy

uzy¢ do obliczen takiego wyrazenia:

w191 +wy-g2+ ... +wWN-gN
w; +wo+ ... +wWN '
e Jak wyrazi¢ wagi dla poszczegolnych pomiarow? Typowe postepowanie

gsr =

polega na przypisaniu poszczegdlnym usrednianym wartosciom
g1,92,...,9gN Wag w; = ﬁ, odwrotnie proporcjonalnych do

niepewnosci pomiaru danej wartosci.

o Jaka jest ostateczna posta¢ wyrazenia? Srednia wazona g, jest dana

wyrazeniem:




1 1
91T u(g2) g2t t u(gn) 9N

1 1 1
W) T ulg) T T ulgwy

Tak obliczong wartos¢ wpiszcie do Tabeli wynikow.

2. Dla kazdej wartosci g; obliczcie jej odchylenie |g; — gg.| od wartosci g,

i wpiszcie do ostatniej kolumny Tabeli.

3. Poréwnajcie to odchylenie z niepewnosciag pomiaru tej wartosci. Podzielcie

wyniki na trzy kategorie o roboczych nazwach:

e wyniki ,bliskie” $redniej, gdy |g; — 94| < u(g:);
o wyniki ,niezbyt odlegte” od sredniej, gdy u(g;);

e wyniki dalekie” od $redniej, gdy |g; — 94| > 2u(g;).

4. Na podstawie liczebnosci tych kategorii ocencie, w sposob jakosciowy, naile
wiarygodny jest punkt a) postawionej hipotezy. Zapiszcie swoje rozumowanie
i wnioski w Dzienniku pomiaréw, w przygotowanym polu. Zapiszcie tam takze

ewentualne zdania odrebne, wraz z ich krétkim uzasadnieniem.

5. Obliczcie niepewnos¢ u(gs, ), stosujac wyrazenie

u(gsr) =

(9sr — 91)% + (gsr — 92)2 + ... + (95 — gn)?
N(N —-1) '

Rozstrzygnijcie jakosSciowo punkt b) hipotezy badawczej.

Wazne!

Obliczona zgodnie z wyrazeniem (2) niepewnos¢ nie jest - SciSle rzecz biorac -
niepewnoscig standardowa. Wykorzystane wyrazenie pozwala bowiem
obliczy¢ niepewnos$¢ standardowa serii niezaleznych pomiaréw wielkosci
mierzonej bezposrednio. W Waszym eksperymencie usredniane wielkosci

zostaty zmierzone wprawdzie niezaleznie, ale posrednio.




Niezaleznie jednak od tego, niepewnosc ta pozwala wyrobic sobie poglad
o mozliwym typowym odchyleniu wyniku od wartosci prawdziwej (tablicowej)

mierzonej wielkosci. Moze wiec stuzy¢ do formutowania wnioskéw

jakosciowych.

Cwiczenie 2

Nie ulega watpliwosci, ze potwierdzenie punktu a) hipotezy jest tym bardziej
wiarygodne, im mniejsza niepewnos$¢ pomiaru u(g;) kazdej z wartosci
przyspieszenia ziemskiego. Poréwnajcie udziaty w tej niepewnosci, u;(g;) oraz

ur(g;), pochodzace od kazdej z bezposrednio mierzonych wielkosci.

Zaproponuijcie i opiszcie, w przygotowanym do tego polu Dziennika pomiarow,
alternatywne wyposazenie Wirtualnego laboratorium, ktére pozwolitoby
zmniejszy¢ przyczynek do niepewnosci od tej zmiennej, dla ktérej jest on

dominujacy.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @
Cwiczenie 1 Q@

Prawda czy fatsz?

/1
Wzor T = 2714 | — precyzyjnie opisuje drgania wahadta matematycznego o amplitudzie
g

duzo mniejszej niz dtugosé Wahad’ra.‘ P[] ’/‘ F() ’

Dla wahadta matematycznego funkcja I(T'?) to funkcja kwadratowa.‘ P[] ’/‘ F() ’

Cwiczenie 2

Urzadzenie stuzace do pomiaru przyspieszenia grawitacyjnego to grawitometr.

() fatsz

() prawda




Cwiczenie 3 @

Wybierz odpowiednie wyrazy, tak by otrzymany tekst byt poprawny.

Gdy przyspieszenie grawitacyjne zmaleje czterokrotnie, okres wahadta matematycznego

wzroénie || ’/‘ zmaleje [ ) H dwukrotnie ] ’/‘ czterokrotnie [ ) ’/

szesnastokrotnie [ | ’,a kwadrat jego okresu‘ wzroénie || ’/‘ zmaleje [ ] ’

dwukrotnie ] ’/‘ czterokrotnie [ | ’/‘ szesnastokrotnie [ | ’

Z kolei, gdy dtugos¢ wahadta zmaleje czterokrotnie, okres wahadta matematycznego

‘ wzroénie || ’/‘ zmaleje [ ] H dwukrotnie || ’/‘ czterokrotnie [ ) ’/

‘ szesnastokrotnie [ | ’,a kwadrat jego okresu‘ wzroénie | ’/‘ zmaleje [ ] ’

‘ dwukrotnie ] ’/‘ czterokrotnie [ | ’/‘ szesnastokrotnie [ | ’




Cwiczenie 4

Ktdry z ponizszych rysunkéw przedstawia poprawne wykresy funkcji T'(1) i T? (l) dla
wahadta matematycznego?

O O

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Cwiczenie 5

¢

W pewnym doswiadczeniu zmierzono, ze wahadto matematyczne o dtugoscil = 1,5 m

drga z okresem T' = 2,54 s. Oblicz przyspieszenie grawitacyjne w miejscu, gdzie dokonano
pomiadw. Wynik podaj z doktadnoscig do dwoch cyfr znaczacych.

Odpowiedz: 2

m/s




Cwiczenie 6 Q®

Na Ziemi, gdzie przyspieszenie grawitacyjne wynosi g, = 9,81 m/sz, pewne wahadto ma
okres T', = 1,25 s. Na Jowiszu ma ono okres T; = 0,79 s . Oblicz przyspieszenie
grawitacyjne na Jowiszu. Wynik podaj z doktadnoscig do czterech cyfr znaczacych.

gj = ’m/s2

Cwiczenie 7 O
W pionowo lecacej rakiecie zamontowano wahadto matematyczne o dtugosci 130 cm

i zmierzono, ze jego okres wynosi 2,02 s. Oblicz przyspieszenie rakiety. Przyjmij, ze
g=10 m/sz. Wynik podaj z doktadnoscig do dwdch cyfr znaczacych.

az‘ ’m/s2

Cwiczenie 8 @
Uczniowie mierzyli przyspieszenie ziemskie za pomocg wahadta matematycznego. Dla

trzech dtugosci wahadta zmierzyli oni okres drgan. Ponizsza tabela przestawia wyniki

pomiarow.
.. Niepewnos¢ . . Niepe
Dtugosc . Niepewnos$¢ = Kwadrat
Nr dtugosci Okres, kwac
. wahadfta, okresu, okresu,
pomiaru wahadta, T [s] 9 1.9 okre
[ [em] u(T) ¢ T~ [s7] .
u (1) [em] u (T*
1 50 1 1,42 0,05
2 100 1 2,00 0,05
3 150 1 2,46 0,05

Uzupetnij dwie ostatnie kolumny tabeli. Wykonujac odpowiedni wykres, oblicz
maksymalng i minimalng wartos$¢ przyspieszenia ziemskiego zgodng z pomiarami

uczniow.




Cwiczenie 9 @
Ponizszy rysunek przedstawia fragment wykresu zaleznosci T' (1) = 27r\/ é (okresu T

drgan wahadta matematycznego od jego dtugosci l).

2,2 T T T T T T T T T T

2,1

2,0
T[s]

19

1,8+ _

,7 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
08 09 09 100 105 1,170 1,15
[ [m]

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Przy pomocy stopera uczniowie zmierzyli okres drgan ciezarka zawieszonego na linkach
o trzech r6znych dtugosciach. W tym celu zmierzyli czas trwania 10 drgan, a wynik
podzielili przez 10. Czas reakcji cztowieka wynosi ok. 0,2 s. Oznacza to, ze uczer mogt
zarowno wiaczy¢, jak i wytaczyc stoper o 0,2 s za wczesnie lub za pdzno. Graniczna

niepewnos$¢ pomiarowa dtugosci wahadta zostata przez uczniéw oszacowana na 2 cm.

Ponizsza tabela przedstawia wyniki pomiarow. Nanies je na powyzszy wykres (mozesz

go wydrukowad). Nie zapomnij o odcinkach niepewnosci.

nr pomiaru dtugos¢ wahadta, [ [cm] okres wahadta, 7T’ [s]
1 90 1,90
2 100 2,02
3 110 2,08

Rozstrzygnij, dla kazdego pomiaru oddzielnie, czy jest on zgodny z zaleznoscig, ktéra

postuzyta do narysowania wykresu. Uzasadnij kazde rozstrzygniecie.






Dla nauczyciela

Imie i nazwisko
¢ Krzysztof Lorek
autora:

Przedmiot: Fizyka

. Wyznaczanie przyspieszenia ziemskiego za pomoca wahadla
Temat zajec:
matematycznego

Grupa docelowa: IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

III. Planowanie i przeprowadzanie obserwaciji lub doswiadczen
oraz wnioskowanie na podstawie ich wynikow.

Zakres rozszerzony
TreSci nauczania - wymagania szczegolowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:
9) dopasowuje prostg do danych przedstawionych w postaci
wykresu; interpretuje nachylenie tej prosteji punkty przeciecia

Z osiami;
Podstawa 10) przeprowadza wybrane obserwacje, pomiary
programowa: i doSwiadczenia korzystajac z ich opisow; planuje i modyfikuje

ich przebieg; formutuje hipoteze i prezentuje kroki niezbedne
do jej weryfikacji;

15) postuguje si¢ pojeciem niepewnosSci pomiaru wielkosci
prostych i ztozonych; zapisuje wynik pomiaru wraz z jego
jednostkg oraz z uwzglednieniem informacji o niepewnosci;
uwzglednia niepewnosci przy sporzadzaniu wykresow.

V. Drgania. Uczen:

8) doswiadczalnie:

€) wyznacza wartoS¢ przyspieszenia ziemskiego za pomocg
wahadla matematycznego.



Ksztaltowane
kompetencje
kluczowe:

Cele operacyjne:

Strategie i metody
nauczania:

Formy zaje¢:
Srodki

dydaktyczne:

Materialy
pomocnicze:

PRZEBIEG LEKCJI

Faza wprowadzajaca:

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie
nauk przyrodniczych, technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci
uczenia sie.

Uczen:

1. wykona wykresy obrazujace zaleznoS¢ okresu wahadta
matematycznego od jego dtugosci i przyspieszenia
grawitacyjnego.

2. wykona doswiadczenie w wirtualnym laboratorium,

w ktorym zmierzy przyspieszenie ziemskie za pomocg
wahadta.

3. rozwigze zadania dotyczgce wahadta matematycznego.

strategia eksperymentalno-obserwacyjna

wyktad, pogadanka, doSwiadczenie w wirtualnym laboratorium,
doswiadczenie

WL_], ciezarek szkolny (np. 50g), sznurek, statyw, stoper lub
telefon komorkowy ze stoperem, miarka

,Cwiczenia laboratoryjne z fizyki” T.Drynski

Przed lekcja nalezy przywigzac¢ sznurek do ciezarka i zawiesi¢ to wahadlo na statywie.

Nauczyciel motywuje potrzebe pomiaru przyspieszenia grawitacyjnego jak w czesci
~Wprowadzenie” tego e-materialu oraz przypomina sposob obliczania okresu wahadta

matematycznego.

Faza realizacyjna:



o Nauczyciel poprzez wyktad wyprowadza i wyja$nia ksztatt wykresow I(T) i [(T?)
dla wahadta matematycznego.

» Nauczyciel wyjasnia przebieg doSwiadczenia opisanego w czesci ,Przeczytaj” tego
e-materiatu oraz rysuje na tablicy tabelke taka, jak w czesci ,Wirtualne laboratorium
WL-I” tego e-materiatu.

» Najpierw nauczyciel, a potem uczniowie - ochotnicy wykonuja pomiary
z rzeczywistym wahadtem dla dwoch jego dlugosci. Nauczyciel zapisuje wyniki
w tabeli.

e Z pomocy klasy nauczyciel wypelnia ostatnie kolumny tabeli oraz oblicza otrzymang
wartoS¢ przyspieszenia ziemskiego wraz z niepewnoscia i bledem wzglednym.
Procedura powinna wyglada¢ podobnie do tejw zad. 7 z tego e-materiatu.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel przypomina wykonane kroki, by zmierzy¢ warto$¢ przyspieszenia
ziemskiego i komentuje fakt, ze wynik zgadza si¢ z podrecznikowg wartoscia.

Praca domowa:

Nauczyciel zadaje uczniom do domu eksperyment w wirtualnym laboratorium i prosi,
aby wykonali oni swojg prace na kartkach. Kartki te zostang zebrane i ocenione.

Wskazowki

metodyczne . . . . . .
Doswiadczenie w wirtualnym laboratorium uczniowie powinni

opisujace rozne , L o . :
wykonac¢ samodzielnie. DoSwiadczenie w wirtualnym

zastosowania ) o , B
laboratorium moze rowniez zosta¢ wykonane na lekcji.
danego

multimedium:



