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Wzory redukcyjne dla katow m — o

Zrédto: Elle Ritter, dostepny w internecie: https:/pixabay.com/, domena publiczna.

W tej lekcji zajmiemy si¢ tzw. wzorami redukcyjnymi. By¢ moze zauwazytes juz, ze
wartosciom funkcji trygonometrycznych towarzyszy pewna regularnosc. Przywotajmy
V2 3m V2 5w V2

. . e . o . .
w tym miejscu tylko jeden przyktad: sin - = =5, sin < = 5%, sin °F = —-5= oraz
T 2
sin - = —-5~.

Pomimo tego, ze katy o miarach 7, % , %, % roznig sie rozwartoscig (zwro¢ uwage na

polozenie drugiego ramienia tych katow w prostokgtnym ukiadzie wspoirzednych), to
wartos$ci sinusow tych katow sg w pewien sposob powigzane: ich warto$ci bezwzgledne sa
takie same. Omowimy szczegdlowo, z czego te zaleznosci wynikaja.

Twoje cele

» Zastosujesz wybrane wzory redukcyjne do obliczania wartosci funkcji
trygonometrycznych katow o miarach w przedziatu (4 ;).

o Zastosujesz wybrane wzory redukcyjne do przeksztalcania wyrazen
trygonometrycznych.

o Zastosujesz wybrane wzory redukcyjne do dowodzenia tozsamosci
trygonometrycznych.




Przeczytaj

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych umieScimy w potozeniu standardowym katy
o miarach a oraz m — «, gdzie a € (0; %) Zauwazmy, ze poniewaz kat o mierze « jest ostry

(drugie ramie lezy w I ¢wiartce ukladu), kat o mierze m — o jest rozwarty (drugie ramie lezy
w II ¢wiartce ukladu).

Na drugim ramieniu kata @ wybieramy punkt A o wspotrzednych (z;y) i promieniu
wodzgcym r. Na drugim ramieniu kata o mierze m — a wybieramy taki punkt A’, ktérego
promien wodzgcy jest rowniez rowny r. Wowczas, przy oznaczeniach jak na rysunku
powyzej, kgt A’OP, ma miare a, za$ trojkaty prostokatne A'OP; oraz AOP; sa przystajace
na mocy cechy kat-bok-kat. Wynika stad, ze wspotrzedne punktu A’ sg rowne (—z;y).

Zauwazmy teraz, ze wprost z definicji funkcji trygonometrycznych zachodza ponizsze
rOWnosci.

sina = £ sin(r —a) = £
cosa = cos(w—a):%ﬂﬂ:_%
tga = tg(r—a) =L =—%

Otrzymujemy zatem roéwnosci:
sin(m — a) = sinq,
cos(m — a) = —cosq,

tg(mr —a) = —tga.



Chociaz powyzszy dowod zostal przeprowadzony dla kata ostrego a, to wzory redukcyjne
pozostajg prawdziwe dla kata o dowolnej mierze, dla ktorego okreslona jest funkcja tangens.

Przyktad 1

Obliczymy wartosci podanych wyrazen trygonometrycznych.

a)sin% :sin(W—%) =sin§ = %
b)cos% :cos(w—%) = —cos & :_g

c)tgﬁ :tg(w—%) =—tgf =-1

Przyktad 2

Korzystajgc z tablic trygonometrycznych, obliczymy wartosci funkcii

trygonometrycznych kata o mierze %.
. sin o .
o[} oo tga Bl
0 0,0000 0,0000 90
1 0,0175 0,0175 89
2 0,0349 0,0349 38
7 0,1219 0,1228 83
8 0,1392 0, 1405 82
9 0,1564 0,1584 81
35 0,5736 0, 7002 55
36 0,5878 0, 7265 54
37 0,6018 0, 7536 53
46 0,7193 1,0355 44
47 0,7314 1,0724 43
48 0,7431 1,1106 42
53 0,7986 1,3270 37

54 0, 8090 1,3764 36



javascript:void(0);

sin o

o[} on tga Bl
55 0, 8192 1,4281 35
81 0, 9877 6,3138 9
82 0,9903 7,1154 8
83 0,9925 8,1443 7
Rozwigzanie

4r
Zauwazmy najpierw, ze = = T —

SHE

Zatem przydadza si¢ nam wartosci funkcji trygonometrycznych kata o mierze %, ktore
odczytujemy z tablic trygonometrycznych. Kgt o mierze tukowej rownej + ma miare
stopniowa rowng 36°.

Stad mamy:
sin £ ~ 0,5878, cos ¢ ~ 0,8090, tg ¥ ~ 0,7265.

Zatem:

4n s

sin %~ = sin(7r— 3) = sm ~ 0, 5878,

45” = cos(ﬂ' — %) = —cos T ~ —0, 8090,

COS 3

tg 4 =tg(r— L) =—tg T ~ —0,7265.
Przyktad 3

Wykazemy, ze jeéli o, B, v sq miarami katow wewnetrznych trojkata, to zachodzi

rowno$é sin < = cos 25

Rozwigzanie

Poniewaz «, (8, v sa miarami katéw wewnetrznych trojkata, wiec
a+ f+v=m.

Zatem B +v=7—a.

Podstawmy teraz m — « zamiast 3 + «y do prawej strony tezy:

B+ s «a
COST = COST = COS(i — 7)



Przypomnijmy, ze z definicji funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym
zachodzg tozsamosci:

5111(7 — sc) = cos x,

COS

Ve

5 —:U) —sinz,
tg(§ — ) =ctgz = g7, gdzie z € (0; 7).

Zauwazmy, ze « jako miara kata wewnetrznego trojkata nalezy do przedziatu (0; 7),
zatem (O = )

Po zastosowaniu drugiej z przytoczonych tozsamosci do naszego zadania, otrzymujemy
cos(§ — §) =sin 4§, co konczy dowod.

Tozsamosci uzyte w powyzszym przykladzie wynikaja wprost z definicji funkcji
trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym, ale prawdziwe sg rowniez dla kata o o
dowolnejmierze (o ile funkcja tangens jest okreSlona i nie przyjmuje wartosci zero). Zauwaz,
ze powyzsze wzory majg budowe analogiczng do wzorow redukcyjnych (choc¢ najczesciej
niczego nie redukuja).

Odnotujmy je ponizej, poniewaz bedziemy korzystac¢ z nich réwnie czesto jak z pozostatych
wzorow omawianych w tej lekciji:

sin(% — :v) = cosz,

cos(% :B) =sinz,

Przyktad 4

. . . 3si o . ) . .
Wiadomo, ze ¢ € (0, %) oraz 7CO2‘(I71ﬁ ) sinc(ogsfm) = 2. Obliczymy warto$¢ wyrazenia
tgx + — n gw
Rozwigzanie

Przeksztalcimy rownos¢ dang w zatozeniu, korzystajgc z tozsamosci

cos(m — ) = — cosz orazsin(§ — x) = cosz.
3sinx coszT _

—cos(m—z) + sin(Z—z) 2
3sinz + cosx 2

—(—cosz) cost

Jsinz _|_1 -9

cos T




Jsinx __ 1
cos T

Skorzystamy z tozsamosci % = tg x udowodnionejjuz dla kazdego kata z o mierze

z przedziatu (O; %), ale prawdziwejrowniez dla kazdegox # 5 + k- m,dlak € Z.

3tgx =1
tgxr = %

Zatem mamy, ze

tgz + 47 = 5 +3= 3.

Przyktad 5

sin(r—z) + tg(m—z)

. . .
Wiadomo, ze x € (0, 2) oraz (% o) tg 7

= 3. Obliczymy cos .

Rozwigzanie
Przeksztalcimy rownos¢ podang w zatozeniu, korzystajac kolejno ze wzorow:

sin(m — x) = sinz,

sin(% — 3:) = cos x,

tg(m —z) = —tgw.

Podstawimy przeksztalcenia do wzoru.

sin(r—z)
sin(§—x)

+ 5 =3

i —t
sin x + gx =3

cos T tgx
sinz _
cosx 1=3
sin x —4

COosS T
sinx =4coszx

2

Skorzystamy z jedynki trygonometrycznejsin® z + cos? z = 1, udowodnionejjuz dla

kazdego kata x o mierze z przedziatu (0; %), ale prawdziwejrowniez dla kazdego x € R.
sinz =4cosz
(4cosz)® +cos?z =1

16cos?x + cos?2z =1


javascript:void(0);

17cos’z =1

2., 1
COS 213—17

1 _ V7
17 — 17

Poniewaz z jest miarg kata ostrego, wiec jego cosinus jest dodatni: cos ¢ =

Stownik
wzory redukcyjne

zestaw wzorow pozwalajacych redukowac¢ argumenty funkcji trygonometrycznych do
miar z przedziatu (O; %) w celu wyliczenia wartosci tych funkcii

jedynka trygonometryczna

tozsamoS$¢ trygonometryczna, ktora orzeka, ze suma kwadratu sinusa dowolnego
argumentu i kwadratu cosinusa dowolnego argumentu jest rowna 1; zwana tez

trygonometryczng wersjg twierdzenia Pitagorasa



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Przeanalizuj wyprowadzenie wzordéw redukcyjnych dla katow m — a.

Polecenie 2

Potacz w pary wyrazenia o rownych wartosciach.

sin 140° sin 50°
cos 120° sin40°
cos 140° sin 60°
cos 130° —cos 50°
sin110° —cos40°
cos 110° sin70°
sin 120" —cos60°

sin130° —cos70°




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Potacz w pary wyrazenie trygonometryczne i jego wartosc.

cos23—” —4
tg23—7r @
tg & -3
tg?zl—’r —g
sin?’4—7r _@

(@)
(@)
)
c;|g{‘
|
@

‘o b V2
sin - v

3 _
Ccos <7 1
gin 27 1




Cwiczenie 2 @)

Korzystajac z tablic trygonometrycznych, wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych dla
katéow o podanych miarach. Podaj wyniki z doktadnoscia do trzech miejsc po przecinku. Jako
separatora uzyj przecinka.

Y
Slnl—ON ’

I~
COSI—0 ~

Ir  ~

sin & ~ ’

0

Im
CoS 15 ~

T o~

Cwiczenie 3

Wykaz, ze jesli a;, B, v sa miarami katow wewnetrznych troéjkata, to zachodzi réwnosé

a _ a Bty
COS2—SlIl 5



Cwiczenie 4

Oblicz warto$¢ wyrazenia Sin(16oesérna2)26§f(;s)(700”) daz #20° +k-180°, k € Z.

Uporzadkuj ponizsze wyrazenia, aby otrzymac rozwigzanie zadania.

sin(20° —z)—3cos(70"+x)
sin(20° —z) -

=2

_ —2sin(20"—z)
sin(20° —z)

sin(180°—(20"—z))—3cos(70° +xz)
sin(20° —z) o

sin(160°+z)—3 cos(70°+x)
sin(20° —z) o

sin(20°—x)—3cos(90°— (20" —x))
sin(20° —z)

sin(20° —z)—3sin(20"—z)
sin(20° —z) -

114

214

O

214

214

114

O



Cwiczenie 5

Poréwnaj liczby. Wpisz znak <, > lub =.

in T L gin T
S11 8 l\____________,: Sin 8
sinTi | ' gin 3T

8 ! 9
sin = | ! gip 6

8 ! 7

T E 1
COS 0: :COS 9

8r L : T
cos:  icosg

s . o
cosygi cos(—)

/R i 127
tgiri tg L2

T ' 91
tgﬁ 7777777777777 '_tgﬁ

s s
tgﬁ 7777777777777 _tg(_ﬁ)
FFEEREEEE

Cwiczenie 6
Wykaz, ze jeslitylko x # k - 5, k € Z, to wyrazenie

—2cos(m—x)+3 cos(2mr—az)+sin (5 —x)
tg(ﬂ- B LC) ) sin(—z)+2sin(r—z) ’

przyjmuje statg wartos¢ niezaleznie od wartosci .



Cwiczenie 7
Aby przeksztatci¢ wyrazenie sin(% + a:) mozemy postgpi¢ nastepujaco:
sin(% + :c) = sin(7r -5+ a:) = sin(7r — (g — :c))

Na mocy wzoru redukcyjnego sin(m — a) = sin o, gdzie o = § — x, mamy:

sin(r — (5 —z)) =sin(§ — z).

Na mocy odpowiedniego wzoru redukcyjnego:

sin(% — :13) = Ccos .

Zatem mamy, ze

sin(% - 33) = cos .

Rozwiagz ponizszy test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.
Cwiczenie 8

Wyrazenie cos(% + a:) . sin( — zc) jest dla kazdej liczby x réwne:

no| 3

() sinz-cosz
O - sin’ z
() —cos’z

() —sinz-cosz

Cwiczenie 9



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzory redukcyjne dla katow m — «

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen speilnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

4. stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych,;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

 stosuje wybrane wzory redukcyjne do obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych
katow o miarach w przedziatu (%, 7r).

 stosuje wybrane wzory redukcyjne do przeksztatcania wyrazen trygonometrycznych.

» dowodzi tozsamosci trygonometrycznych stosujgc wybrane wzory redukceyjne.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;



e rOzmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Galeria zdje¢
interaktywnych” i ¢wiczenia interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Wzory redukcyjne dla kagtow m — a” i celow
zajec, przejScie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w zespotach dwuosobowych zapoznajg sie z trescig polecenia nr 1
»Przeanalizuj wyprowadzenie wzorow redukcyjnych dla katow m — o” z sekcji ,,Galeria
zdje¢ interaktywnych” i zawartym w niej materiatem.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Wzory redukcyjne dla katow m — o”
i inicjuje krotkga rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego uczniowie sie
nauczyli). Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne -

uzupelnia informacje.
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Wzory redukcyjne dla katow m — a”).

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna potraktowac jako zadania

”

domowe dotyczace analizy problemu w temacie ,Wzory redukcyjne dla katow = — o
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