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Rownanie prostej symetrycznej do danej wzgledem

poczatku uktadu wspoétrzednych

Zrodto: Andre_Grunden z Pixabay, domena publiczna.

Istnieje ciekawa zalezno$¢ pomiedzy rownaniami prostych opisanych w postaci ogolnej

i kierunkowej wtedy, gdy te proste sg symetryczne wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych. W trakcie lekcji odkryjemy te zalezno$¢ oraz poznamy metody wyznaczania
rownan takich prostych. Bedziemy rozwigzywac¢ ¢wiczenia interaktywne bazujac na
zdobytej wiedzy i rozwigzanych przyktadach.

Twoje cele

o Wyprowadzisz zaleznos¢, kiedy dwie proste zadane rownaniami w postaci ogolne;j
lub kierunkowej sa symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

e Sprawdzisz, czy proste o podanych rownaniach sg symetryczne wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych.

e Wyznaczysz rownania prostych symetrycznych wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych.

e Obliczysz warto$ci parametrow, dla ktorych proste opisane za pomoca rownan sa

symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.


https://pixabay.com/pl/users/andre_grunden-2606157/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2882474
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2882474

Przeczytaj

W trakcie lekcji omoéwimy sposoby wyznaczania rOwnania prostej symetrycznej do prostej
o zadanym rownaniu wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, czyli punktu
o wspotrzednych (0, 0).

Do wyznaczania rownan prostych w symetrii wzgledem punktu (0, 0) wykorzystamy
definicje punktow symetrycznych wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

Definicja: punkty symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych

Punktem symetrycznym do punktu P o wspotrzednych P = (z,y) wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych jest punkt P’ o wspotrzednych P’ = (—z, —y).

Punktami symetrycznymi wzgledem punktu (0, 0) sg na przyktad punkty o wspotrzednych:

e P=(-3,2)oraz P’ = (3,-2),
e P=(2,5)oraz P’ = (-2, -5),
e P=(0,4) oraz P’ = (0, —4).

Wazne!

Obrazem punktu P = (0, 0) w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspodtrzednych jest
ten sam punkt.

W celu wyznaczenia rownania prostej w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych postuzymy si¢ rownaniem ogo6lnym oraz réwnaniem kierunkowym proste;.

I. Wyznaczenie rownania prostej symetrycznej wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych, gdy mamy dane:

e punkt przeciecia prostejz osig X,
» punkt przeciecia prostejz osig Y,
e rOwnanie w postaci ogolne;j.

Okreslimy prosta w postaci ogdlnej za pomoca réwnania Az + By + C = 0.
Zalozmy, ze wspotczynniki A, B, C'sa rézne od 0.

Wtedy punkt przecigcia tej prostej z osig X ma wspolrzedne K = (— %, O), a punkt

przeciecia z osig Y ma wspotrzedne L = (0, —%).

Opiszmy prostg symetryczng wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych za pomocg
réwnania ogélnego A’z + B’y + C" = 0.
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Zalézmy, ze wspotczynniki A’, B’, C° sg rozne od 0.
Zatem do tej prostej nalezg punkty o wspoirzednych K’ = (%, O) oraz L’ = (0, %)

Podstawimy wspoirzedne tych punktow do rownania ogolnego tej prostej. Otrzymujemy
uktad réwnan:

A-$+B-0+C=0
A 0+B-S+0 =0

Jezeli pierwsze rownanie pomnozymy przez A, a drugie przez B, to otrzymamy uktad

rownan:
AC+AC’ =0
B'C+BC'=0
Zatem A’ = —% oraz B’ = —%.

Jezeli podstawimy obliczone wspoétczynniki do réwnania prostej symetrycznej, to
otrzymujemy réwnanie:

—%w—%c’y—l—C’:O.

Mnozac obie strony rownania przez utamek — %, otrzymujemy rownanie prostej
symetrycznej do prostej Az + By + C' = 0 wzgledem poczatku ukladu wspoétrzednych:

Az + By— C = 0.

Na rysunku przedstawiono wykresy prostych symetrycznych wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych:

II. Wyznaczenie rownania prostej symetrycznej wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych, gdy mamy dane:

e punkt przeciecia z osig X,
e punkt przecieciazosia Y,
e rownanie w postaci kierunkowe;j.

Okreslimy prostg w postaci kierunkowej za pomoca réwnania y = ax + b.

Wtedy punkt przeciecia tej prostej z osig X ma wspotrzedne P = (— %, 0), a punkt
przeciecia z osiag Y ma wspotrzedne Q = (0, b).


javascript:void(0);

Obrazem punktu P w symetrii wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych jest punkt
o wspotrzednych P’ = (£,0), a obrazem punktu @ jest punkt @’ = (0, —b).

Zapiszmy rownanie prostej symetrycznej wzgledem punktu (0,0) w postaci y = o’z + b’.

Podstawimy wspolrzedne punktéw P’ oraz ()’ do rownania tej prostej. Otrzymujemy ukiad
rownan:

0=a- 240
—b=a-0+Db"

Z ukladu rownan obliczamy, ze a’ = a oraz b’ = —b, zatem rOwnanie prostej symetrycznej
do prostejy = ax + b wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych zapisujemy w postaci:
y=ax —b.

Wnioski:

e proste opisane rOwnaniami * = a oraz ¢ = —a, gdzie a € R s3 zawsze symetryczne
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych;

e proste opisane rownaniami y = b oraz y = —b, gdzie b € R s3 zawsze symetryczne
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych,;

» obrazem prostejopisanejza pomocg rownania y = ax w symetrii wzgledem poczatku
uktadu wspolrzednych jest ta sama prosta.

Na rysunkach przedstawiono wykresy prostych symetrycznych wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych:

Do wyznaczenia rownania prostej w postaci kierunkowej wystarczy zna¢ wspotrzedne
dwoch dowolnych punktow, ktore naleza do tej proste;.

Do wyznaczenia rownania prostej symetrycznej wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych wystarczy znalez¢ obrazy w symetrii wzgledem punktu (0, 0) tych dwéch
dowolnych punktow, a nastepnie wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzacej przez te
punkty.

Przyktad 1

Wyznaczymy rownanie prostejw symetrii wzgledem punktu o wspétrzednych (0, 0) do
prostej o rownaniu y = 4z — 1.

Rozwiagzanie




Zauwazmy, ze do podanej prostej nalezg punkty o wspotrzednych A = (0, —1) oraz
B=(1,3).

Obrazem tych punktow w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych sa punkty
o wspotrzednych A’ = (0,1) oraz B’ = (—1, —3).

Oznaczmy réwnanie prostej w symetrii wzgledem osi Y w postaci y = a’z + b’.

Podstawiamy do tego rownania wspotrzedne punktow A’ oraz B’ i otrzymujemy uktad
rownan:

1=0-a+b
—3=—1-a+b"

Rozwigzaniem ukiladu réwnan jest paraliczb @’ = 4 oraz b’ = 1.

Zatem prosta symetryczna wzgledem poczatku uktadu wspolrzednych jest opisana za
pomocg réwnania y = 4x + 1.

Przyktad 2

Wyznaczymy réwnania prostych symetrycznych wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych do prostych okreslonych réwnaniami:

a)—z+3y+2=0,

b)y = 2z + 4.

Rozwiagzanie

a) Rbwnanie ogoélne prostej symetrycznej do danej prostej wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych jest postaci —x 4+ 3y — 2 = 0.

b) Rownanie kierunkowe prostej symetrycznejdo danej prostej wzgledem poczatku

uktadu wspotrzednych jest postaci y = 2z — 4.

Jezeli wiemy, jakie warunki musza spetnia¢ wspotczynniki w rownaniach prostych
w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, wowczas mozemy znajdowac
warto$ci parametrow, dla ktorych te proste sg symetryczne wzgledem punktu (0, 0).

Przyktad 3

Wyznaczymy, dla jakich wartosci parametréw p i g proste o rownaniachy = (p — ¢)z + 4
oraz y = 3z + (2p + 3q) sa symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

Rozwiazanie




Proste o podanych réwnaniach sg symetryczne wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych, gdy zachodzi uktad rownan:

p—q=3
2p+3q=—4
Rozwigzaniem uktadu réwnan sg liczby p = 1 oraz ¢ = —2.

Dla otrzymanych warto$ci parametrow p i g proste sg symetryczne wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych.

Przyktad 4

Wyznaczymy, dla jakich warto$ci parametru m proste o rownaniach y = 2z + m? oraz
y = 2z + (m — 2) sg symetryczne wzgledem poczgtku uktadu wspotrzednych.
Rozwiazanie

Wiadomo, ze proste o rownaniach w postaci kierunkowej sg symetryczne wzgledem
poczatku ukladu wspotrzednych, gdy ich wspoétczynniki b sg liczbami przeciwnymi.

Zatem rozwigzujemy roOwnanie:
m? = —(m — 2).

Rownanie przeksztalcamy do postaci m? +m — 2 = 0.

Rozwigzaniami tego rownania sg liczby m = —2 lub m = 1, zatem proste sg symetryczne
wzgledem poczgtku uktadu wspotrzednych, gdy wartos¢ m jest rowna jedne;j
z otrzymanych liczb.

Stownik

réwnanie prostej w postaci ogolne;j
rownanie postaci Az + By + C = 0, gdzie A i B nie s3 jednocze$nie réwne 0
réwnanie prostej w postaci kierunkowej

roOwnanie postaci y = ax + b, gdzie a, b € R oraz a nazywamy wspotczynnikiem
kierunkowym proste;j

punkty symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych

punkty o wspotrzednych P = (z,y)i P’ = (—z, —y)



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Zapoznaj sie ze schematem interaktywnym dotyczacym wyznaczania réwnania prostych
symetrycznych wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych do prostych zapisanych za pomoca
rownan w réznych postaciach.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DXvWSJslY

Polecenie 2

Podaj réwnania prostych symetrycznych wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych do
prostych opisanych rownaniami:

a2x—y—5=0

b)x =2

cy=4

dy=2x—5



https://zpe.gov.pl/a/DXvWSJs1Y

Polecenie 3

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm wyznaczajacy rownania prostych symetrycznych
wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych do prostych zapisanych za pomoca réwnan postaci
Az + By+ C = 0.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Potacz w pary réwnania prostych, ktére sg symetryczne wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych.

y=x+3 3z—y+1=0

y=3z+1 z—y—3=0

y=3z —1 e — 9 — 1L =1

y=x—3 z—y+3=0
Cwiczenie 2 @)

Proste opisane rownaniami y =  + m? oraz Yy = T + m sg symetryczne wzgledem poczatku
uktadu wspoétrzednych, gdy:

O m < {_17071}

O me{-1,0}

O me{0,1}



Cwiczenie 3
Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

Proste opisane réwnaniami y = 3z 4 3 oraz 3z — y + 3 = 0 sg symetryczne
wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

O

Proste opisane rownaniami y = 2z — 1 oraz 2z — y + 1 = 0 sg symetryczne
wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

Proste opisane rownaniamiy = ¢ — 5 orazx — y + 5 = 0 sg symetryczne
wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

Proste opisane réwnaniamiy = ¢ 4+ 3 orazx — y — 3 = 0 nie s symetryczne
wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

0J

Cwiczenie 4
Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Roéwnania prostych, ktére sg symetryczne wzgledem

poczatku uktadu wspétrzednych:

y = 2x + 3 oraz
20 —y—3=0
Yy = 5z — 2 oraz
Sr+y—2=0

Réwnania prostych, ktoére nie sg symetryczne

y:w+4mﬂw—y—4:0’
wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych:

y=x—7orazw+y+7=0’




Cwiczenie 5
Wstaw réwnania odpowiednich prostych.

Prostg symetryczng wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych do prostej o réwnaniu

3z-y—2=0|(22—y+1=0|/22+y+1=0]|3z—y+2=0]

Cwiczenie 6
Proste o réwnaniach (3m — 1)z +y+ (n —4) =0oraz(—-m+3)z+y+ (n+4) =0sa
symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych, gdy:

() m=—1lorazn =20

() m=1lorazneR

() m=1lorazn=0



Cwiczenie 7 @

Rozwiaz krzyzowke.

1.
2,
3.
4,
5.
6.

Nalezy do nieskonczenie wielu prostych.

Za ich pomocg opisuje sie punkt.

Odcietych lub rzednych.

Jedno z przeksztatcen punktu np. wzgledem osi uktadu wspétrzednych.

Punkt o wspotrzednych (0, 0) to ... uktadu wspétrzednych

S L T o o

Tworza go minimum dwa réwnania.

Cwiczenie 8 @

Wyznacz, dla jakich wartosci parametréw m i n proste o réwnaniach y = (m + 2n)z — 3
orazy = 2z + (m — 3n) sa symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownanie prostej symetrycznej do danej wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

7) wyznacza obrazy okregéw i wielokatéw w symetriach osiowych wzgledem osi uktadu
wspotrzednych, symetrii Srodkowej (o srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza zaleznos¢, kiedy proste zadane rownaniami w postaci kierunkowej lub
ogolnej sa symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych,;

» podaje przyktady rownan prostych symetrycznych wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych;

 oblicza wartosci parametrow, dla ktorych proste sg symetryczne wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



o liga zadaniowa;
e zuzyciem e-podrecznika;
 objasSnienie nowejwiedzy.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e e-podrecznik;

o komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,ROwnanie prostej symetrycznejdo danejwzgledem
poczatku uktadu wspoltrzednych” oraz cele zaje¢, omawiajac lub ustalajgc razem
z uczniami kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na dwie grupy. Grupa I opracowuje algorytm wyznaczania
prostej symetrycznej wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych do danej prostej
w postaci ogolnej. Zadaniem grupy II jest opracowanie algorytmu wyznaczania proste;
symetrycznejwzgledem poczatku uktadu wspotrzednych do danej prostejw postaci
kierunkowej. Nastepnie grupy dzielg si¢ swoimi spostrzezeniami i porownujg
z odpowiednimi treSciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj”. W razie potrzeby
uczniowie wspomagaja swojg prace tresciami zawartymi w e-podreczniku.

2. W kolejnym kroku uczniowie analizuja przykiady z sekcji ,Przeczytaj”. Prowadzacy
zapowiada uczniom, ze w bedg rozwigzywac ¢wiczenianr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz sig¢”
Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie
przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi,
dopowiada istotne informacije, udziela uczniom informaciji zwrotne;j.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiajg zadania na forum klasy. Uczniowie
z pozostatych grup mogg przedstawia¢ alternatywne rozwigzania.



4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,RO6wnanie prostej symetrycznejdo danej
wzgledem poczatku uktadu wspolrzednych” i inicjuje krotka rozmowe na temat
kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie nauczyli? Na koniec prosi chetnego ucznia
o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupeinia informacje. Na koniec zaje¢
nauczyciel prosi uczniow o rozwinig¢cie zdania: ,Na dzisiejszych zajeciach nauczytam/
tem sie jak...".

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie przesylajg je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Symetria wzgledem punktu
Wskazowki metodyczne:

o Materiat z sekcji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ do powtorzenia
wiadomosci dotyczgcych zagadnien prostych symetrycznych wzgledem osi uktadu
wspotrzednych oraz poczatku uktadu wspotrzednych.


https://epodreczniki.pl/a/symetria-wzgledem-punktu/DcUZEe8XT

