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Bryty platonskie

Zrédto: Christian Fregnan, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Niewiele osob wie, ze Platon znany gtownie
jako grecki filozof, byt tez znakomitym
matematykiem. Prawdopodobnie urodzit si¢
w 427 r. p.n.e. w Atenach, a zmart w 347 r.
p.n.e. Byl uczniem Sokratesa przez 8 lat.
Po6zniej opuscit Ateny, by po 12 latach
podrézowania wraz z innymi uczniami
Sokratesa powroécic i zatozy¢ Akademie
Atenska w gaju Akademosa. Na bramie szkoty
widniat napis: ,,Kto nie zna geometrii, niech
tu nie wchodzi”.

Platon uwazat, ze materi¢ tworzg idealne

calostki, ktore sg figurami geometrycznymi.
Najprostszg figurg jest trojkat i to on tworzy
materi¢. Trojkaty sa takze elementami Scian

S, fo s Platon
bryt wieloscianow. Z trojkgtow L ) _ o

i . , Zrddto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
rownobocznych mozna utworzy¢ trzy bryly domena publiczna.

idealne - czworo$cian, oSmio$cian,
dwudziesto$cian, za$ dwa trojkaty ztozone w kwadrat utworza $ciane szeScianu. Platon



uwazal, ze bryly te odpowiadajg czterem zywiotom: ogniowi, powietrzu, wodzie, ziemi.
Pigtym wieloScianem foremnym jest dwunastoScian, ktorego Scianami sg pigeciokaty
foremne, symbolizujgcy wedtug matematyka zespolenie wszystkich elementow.

W tym materiale dowiesz sig, co to s bryly platonskie.
Twoje cele

» Poznasz wlasnosci bryt platonskich.
e Poznaszich cechyi charakterystyke.

» Rozwiazesz zadania dotyczace bryl platonskich.



Przeczytaj

Bryty platonskie

Bryly platonskie (wieloSciany foremne) to bryty, ktorych wszystkie Sciany sa

przystajgcymi wielokgtami foremnymi i w ktorych z kazdego wierzchotka wychodzi

tyle samo krawedzi.
Z tréjkatow rownobocznych ztozy¢ mozna trzy bryty idealne:

e tetraedr (czworo$cian foremny),
e oktaedr (oSmiosScian foremny),

e ikosaedr (dwudziestoScian foremny).

Czwartg bryle reprezentuje heksaedr (szeScian), ktorego kazda Sciana da si¢ podzieli¢

na dwa trojkaty, jest wiec tez zbudowany z trojkatow.

Istnieje wreszcie pigta bryla foremna - dodekaedr, zbudowana z 12 pieciokatow
regularnych, ktorg Platon uznat za zespolenie catosci, bryle taczaca wszystkie

elementy.

Dlaczego tylko pie¢ bryt?

Pitagoras udowodnit, ze ptaszczyzna dookota punktu moze by¢ zapetniona jednolicie
tylko trzema rodzajami wielokatow foremnych: trojkatami, kwadratami albo
pieciokatami. Zeby powstalo naroze, potrzebne sg co najmniej trzy $ciany a suma
katow plaskich w wierzchotku musi by¢ mniejsza od kata pelnego. Wszystkie Sciany
w przypadku bryt platonskich sg jednakowe. Zatem jesli wielokaty foremne tego

samego rodzaju majg utworzyc¢ naroze, to takich kombinacji jest wiasnie piec.

Omowmy po kolei wszystkie bryty.

Czworoscian foremny
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Czworoscian foremny to taki ostrostup, ktory ma w podstawie oraz Scianach bocznych

trojkaty rownoboczne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DfKmgFDmO

Wzory:

Wz0r na pole powierzchni czworoscianu foremnego

P, = a?v/3

Wz0r na objetos¢ czworoscianu foremnego

Wz6r na wysokos$c¢ czworoscianu foremnego:

_ aVe
H_3

e Wz0r na wysokoS¢ Sciany bocznej czworoscianu foremnego

_ aV3
h’_2

Szescian

Sze$cian to graniastostup, ktoéry ma szes¢ $cian bedgcych przystajgcymi kwadratami.


https://zpe.gov.pl/a/DfKmqFDm0

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DfKmgFDmO

Wzory:

e Wz0r na pole powierzchni catkowitej szeScianu
P, = 6a?
e Wz0r na objetos¢ szescianu

V =a?

Osmioscian foremny

Os$mioscian foremny ma osiem $cian bedgcych trojkgtami rownobocznymi.


https://zpe.gov.pl/a/DfKmqFDm0

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DfKmgFDmO

Wzory:

e Wz0r na pole powierzchni catkowitej

PC = 2(12\/§

e Wz0r na objetos¢

Dwunastoscian foremny

Dwunastoscian foremny ma dwanascie Scian bedacych pieciokgtami foremnymi.


https://zpe.gov.pl/a/DfKmqFDm0

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DfKmgFDmO

Siatka dwunastoscianu foremnego

Wzory:

e Wz0r na pole powierzchni catkowitej

P, = 3a%2v/25 + 10V5

e Wz0r na objetosc


https://zpe.gov.pl/a/DfKmqFDm0

V= 3—3(15+7\/3)

Dwudziestoscian foremny

Dwudziesto$cian foremny ma dwadzieScia $cian bedacych trojkatami rownobocznymi.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DfKmgFDmO

Siatka dwudziestoscianu foremnego

S



https://zpe.gov.pl/a/DfKmqFDm0

Wzory:

e Wz0r na pole powierzchni catkowitej
Po =5a%/3

e Wz0r na objetos¢

V= %a3<3+\/5)

Przyktad 1

Uzupetijmy w tabeli dane dotyczace wieloScianow foremnych. Sprawdzmy, czy
dla kazdego z tych wielo$cianow spelniony jest wzor Eulera: s — k + w = 2, gdzie

s oznacza liczbe Scian, k - liczbe krawedzi, w - liczbe wierzchotkow.

WielosScian Liczba Liczba Liczba

foremny Scian krawedzi wierzcholkow
Czworoscian
Szescian
Os$mio$cian
Dwunastos$cian

Dwudziestoscian

Zobacz rozwigzanie

Sprawdzmy wzor Eulera dla kazdej bryly z osobna.

Czworoscian:4 — 6 +4 = 2.

SzeScian: 6 — 12 + 8 = 2.

OS$miosScian: 8 — 12 + 6 = 2.

Dwunastos$cian: 12 — 30 + 20 = 2.
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Dwudziestoscian: 20 — 30 + 12 = 2.
Zatem wzor Eulera zachodzi dla kazdej bryly platonskie;.

Przyktad 2

Pole powierzchni dwunastoscianu foremnego jest rowne 15 + 6/5. Obliczmy

sume dlugosci wszystkich krawedzi tego wielo$cianu.

Rozwigzanie
3a2v/25 + 10v/5 = 15+ 6v/5

a?v/25 4+ 105 =5+ 25

2 5+2v5

a o
vV 25+10V5

2 _ _5+2V6  V25+10v5
V25+10v5  V25+10v5

(5+2v5) /5(5+2v5) B <5+2\/3)\/5<5+2\/3)

25+10v/5 - 5(5+2\/5)

a

a? =

Ao

Suma dtugosci krawedzi wynosi wiec:

4/ 5+2v5
30 -4/ —%—.

Przyktad 3




Stosunek dlugosci krawedzi dwudziestos$cianu foremnego do dtugosci krawedzi
dwunasto$cianu foremnego jest rowny 2+/3. Obliczmy, ktory z wielogcianéw ma

wiekszg objetosc¢?
Rozwigzanie

Niech x - dltugos¢ krawedzi dwudziesto$cianu foremnego, y - dlugo$¢ krawedzi

dwunastoscianu foremnego.

Wowczas & = 2v/3, czyli = 2y+/3.

Zatem objetos¢ dwudziestoScianu foremnego wynosi:
1—52(2?;\‘"’/5)3(3 + \/5) =35 24y3<3 + \/5) - 10y3<3 + \/5)
Dwunastoscian foremny ma objetos¢ rowna:

e (15 + 7V 5).

Poréwnajmy te dwie objetosci:

10y° (3 + x/S) — o3 (30 + 10\/5)

4 (15+7v8) = 9? (4 + 1)

30 +10v5 > &8 + 1.

Objetos¢ dwudziestoscianu foremnego jest wieksza od objetosci dwunastoscianu

foremnego.

Przyktad 4



Przekatna szeScianu jest o V6 dtuzsza od przekatnej Sciany tego szescianu.

Obliczmy dtugo$c¢ krawedzi i objetoS¢ szesScianu.
Rozwigzanie

Oznaczmy a jako dlugos$¢ krawedzi szeScianu. Wowczas przekatna Sciany ma

dhugo$¢ av/2, a przekatna szeécianu - av/3. Powstaje wiec rownanie:

av3 = av2 + /6
a3 —av2 =6
a(vV3-v2) = V6

V6

= AE

Usunmy niewymiernos¢ z mianownika:

_ V6 VB4V2 . VI8HVIZ 2
o= 20 VIV = I = 3V2 12V,

Obliczmy objetos¢ naszego szeScianu:

V= (3\/5 + 2\/§) . 162v/2 + 132+/3.

Przyktad 5

Obliczmy stosunek objetosci przedstawionego na rysunku czworos$cianu

foremnego do opisanego na nim szescianu.



Rozwigzanie

Oznaczmy jako a dtugosc¢ krawedzi szeScianu. Wowczas diugosc¢ krawedzi

czworoécianu ma dhugo$é av/2 (przekatna $ciany szecianu).
Objetos¢ czworoS$cianu wynosi wiec:

_ (v

3
- 12 - 3

Objetos¢ sze$cianu wynosi a®. Zatem stosunek objeto$ci czworo$cianu foremnego

1
3

do opisanego na nim szescianu wynosi

Stownik
wieloscian
bryla geometryczna ograniczona przez tak zwang powierzchnie wieloScienna,

czyli powierzchnie utworzong z wielokgtow o roztgcznych wnetrzach i kazdym

boku wspolnym dla dwoch wielokgtow. Kazdy wielo$cian utworzony jest ze $cian

- wielokatow, ktore razem tworzg powierzchnie wielo$cianu

figury przystajace

wszystkie figury, ktore majq taka sama liczbg bokow o takiej samej dlugosci oraz

katy miedzy tymi bokami majgce takie same wartosci; figury przystajace majg wiec

takie samo pole powierzchni i idealnie si¢ na siebie naktadajg



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg infografika, ktora przedstawia wzory na promienie kul wpisanych
i opisanych na wielo$cianach foremnych. Nastepnie wykonaj ponizsze ¢wiczenia.

Polecenie 2

Oblicz dtugos$¢ promienia kuli opisanej na dwudziestos$cianie foremnym, ktérego suma
krawedzi wynosi 360. Oblicz pole powierzchni tej kuli.

Polecenie 3

Oblicz, ile razy pole powierzchni kuli opisanej na dwunastoscianie foremnym o krawedzi
dtugosci 8 jest wieksze od pola kuli wpisanej w te bryte.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

Pole powierzchni czworoscianu foremnego jest cztery razy wieksze od pola

powierzchni osmioscianu foremnego. Oblicz stosunek objetosci tych wieloscianéw.

Cwiczenie 8 @
Dwa czworosciany foremne tej samej wielkos$ci potaczono podstawami i w ten sposéb
otrzymano wieloscian o szesciu scianach. Oblicz objetos¢ bryty, jesli pole jednego

czworoécianu wynosi Sv/6.




Dla nauczyciela

Autor: Grazyna Kietczykowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Bryly platonskie

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje witasnosci bryt platonskich,
 definiuje ich cechyi charakterystyke,
» rozwiazuje zadania dotyczgce bryt platonskich.

Strategie i metody nauczania:

» konstruktywizm,
o dyskusja,
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych.

Formy zajeé:

o pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:



o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer, najlepiej w pracowni komputerowej. Lekcje te mozna
przeprowadzi¢, majac do dyspozycji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel pokazuje uczniom modele bryt platonskich.

2. Nauczyciel prosi o scharakteryzowanie tych bryt, podanie cech wspolnych.
3. Nauczyciel prosi o zastanowienie sig, jak policzy¢ pola tych bryt.

4. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow, aby z przygotowanych wczesniej siatek stworzyli bryly
platonskie i zastanowili si¢, jak beda wygladaty kule wpisane i opisane na tych brytach.

2. Nauczyciel prosi, aby uczniowie otworzyli medium, w ktérym przedstawione sg wzory
na promienie tych kul. Prosi uczniow o rozwigzanie zadan pod medium. Uczniowie
pracujg w parach. Nastepnie wspolnie z nauczycielem omawiajg wynik.

3. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne nr 3-8 z sekciji ,,Sprawdz sie”. Nastepnie
napotkane problemy omawiane sg na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac¢ ¢wiczenia interaktywne nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Bryty platonskie

Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania multimedium:

Infografika moze postuzy¢ jako material powtorzeniowy przed sprawdzianem.
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