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Potrafisz juz za pomocg rownania kierunkowego opisac prostg, ktora nie jest rownolegta do
osi Y oraz narysowac¢ zbior punktéw, ktorych wspotrzedne (z, y) spetniaja rownanie

y = ax + b. W tejlekcji poznasz pewna wazng zalezno$¢, ktéra ma wiele zastosowan

w geometrii analitycznej, cho¢ na pierwszy rzut oka wydaje si¢ by¢ mato istotna.

Twoje cele

e Rozpoznasz rownania prostych rownolegtych.

o Wyznaczysz rownanie prostej rownoleglej do danej spetniajgcej okreslone warunki.

o Wyznaczysz wartoS$ci parametrow, przy ktorych proste opisane danymi rownaniami
sa rownolegte.




Przeczytaj

Rozwazmy prosta k okreslong wzorem k : y = a;z + by oraz prosta [ okreslong wzorem [ :

Yy = asx + bs.

Zalozmy teraz, ze proste te sg rownoleglte. Oznacza to, ze sa nachylone do potosi X pod tym
samym katem. Ponadto wiemy juz, ze a; jest rowne tangensowi kata nachylenia prostej k do
osi X, za$ as jest rowne tangensowi kata nachylenia prostej! do osi X. A zatem a; = as.
Mozna wiec sformutowac¢ wniosek, ze proste opisane rownaniami kierunkowi sg
rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy wspotczynniki kierunkowe tych rownan sg rowne.

Warunek réwnolegltosci prostych

k:y=ax+b | l:y=ayx+ by wtedyitylko wtedy gdy a; = as

vA
y=axr+ b
o o o
0 X
y =ax + by

Dwie proste réwnolegte.
Zrédto: licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 1

Rozstrzygniemy, czy proste o podanych réwnaniach sa rownolegte.
a)k:y:\/gm—x+1,l:y:zc—\/§zc+5

Wyznaczmy najpierw wspotczynniki kierunkowe podanych prostych:

k:yzx/ga:—m+1:(\/§—l)w+1 = a; =v3-1,



javascript:void(0);

l:y:m—\/§m+5:(1—\/§)m+5:>a2:1—\/§:—(\/§—1>

Zauwazmy, ze wyznaczone wspotczynniki kierunkowe s3 liczbami przeciwnymi. Zatem
proste nie sg rownolegle.

bk:y=vV2e—z+41:y= (“521) —7

Wyznaczmy najpierw wspotczynniki kierunkowe podanych prostych:

k:y:\/izc—x+4:(ﬁ—l):c+4:>a1:\/§—1

\/51+1) B (ﬁlﬂ) ' Eg:i; = (\/5— 1) (2-1) =

l:y:(za’Tl)—7:>a2: (
=v2-1

Zauwazmy, ze wyznaczone wspotczynniki kierunkowe sa rowne. Zatem proste sg
rownolegte.

Przyktad 2

Wyznaczymy rownanie kierunkowe prostej przechodzacej przez punkt A
o wspoétrzednych (—0, 5; 4) rownolegtej do prostej o rownaniu y = (—2z) + 5.

Prosta taka ma rownanie postaci y = azx + b.
Poniewaz ma by¢ ona rownolegta do prostejo rownaniu y = (—2x) + 5, wiec a = (—2).

Aby wyznaczy¢ wspotczynnik b wystarczy do rownania y = (—2x) + b podstawié¢
wspotrzedne punktu A:

4=(-2)-(-0,5)+b

4=1+0b

b=3

Zatem szukane réwnanie prostejto y = (—2z) + 3.

Przyktad 3

Wyznaczymy warto$¢ parametru m, dla ktorego proste o rbwnaniach y = x — max +mi
y = 2mz — bx — 9 sa rownolegle.

Zaczniemy od uporzadkowania rownan, aby odczyta¢ wspoétczynniki kierunkowe:

y:x—mx+m:(1—m)w+m:>a1:1_m


javascript:void(0);

y=2mz—5x—9=2m —5)x —9=ay;=2m —5

Poniewaz proste sa rownolegle doktadnie wtedy, gdy maja rowne wspotczynniki
kierunkowe, wystarczy wiec rozwigza¢ rownanie:

1-m=2m—5
—3m = (—6)
m =2

Wobec powyzszego jedyna wartos¢ parametru m, dla ktérej proste o réwnaniach
y=z—mx+miy=2mx — dr — 9 sgrownolegle wynosi 2.

Przyktad 4

Dwa boki réwnolegloboku ABCD zawarte sa w prostych o réwnaniach y = 2z — 1 oraz
y = (—z) — 1. Ponadto A = (3;5) i C = (4; —5). Wyznacz rownania prostych
zawierajacych pozostate dwa boki réwnolegtoboku oraz wspotrzedne wierzchotkéw B i
D.

Zrédto: licencja: CC BY 3.0.

Wspotrzedne trzeciego wierzchotka rownolegtoboku - nazwijmy go B - mozemy obliczy¢
rozwiazujac uklad réwnan opisujacych obie proste. W tym szczegolnym przypadku
mozemy zauwazy¢, ze obie proste przecinajg o Y w punkcie (0; —1) i nie s3 to te same
proste, zatem jest to ich jedyny punkt wspoélny. Stad B = (0; —1).



Zauwazmy, ze punkt A = (3;5) nalezy do prostejo rownaniu y = 2z — 1, poniewaz
wspotrzedne punktu A spetniaja rownanie tej prostej. Ponadto punkt C'lezy na prostej
oréwnaniuy = (—z) — 1.

Wyznaczymy teraz rownanie prostej AD.

Poniewaz jest ona rownolegla do prostej BC' (wiec rownania obu prostych majg rowne
wspotczynniki kierunkowe), to jej rownanie ma posta¢ y = (—x) + b. Wyraz wolny b
mozemy wyznaczy¢, korzystajgc z faktu, ze punkt A = (3;5) nalezy do tej prostej. Po
podstawieniu wspotrzednych punktu A = (3;5) do rownaniay = (—z) + b otrzymamy:

5=(—3)+b
b=28
Zatem réwnanie prostej AD toy = (—z) + 8.

Analogicznie postapimy w przypadku prostej C'D. Poniewaz prosta C'D jest réwnolegla
do prostej AB, zatem jej rownanie ma taki sam wspotczynnik kierunkowy jak réwnanie
prostej AB.

Réwnanie kierunkowe prostej C'D ma posta¢ y = 2x + b;. Aby wyznaczy¢ wyraz wolny b;
podstawimy do rownania y = 2z + b; wspolrzedne punktu C:

(=5)=2-4+b

(=5) —8="b

(-13) = by

Zatem réwnanie prostej CD toy = 2z — 13.

Aby wyznaczy¢ wspotrzedne wierzchotka D, wystarczy rozwigza¢ uklad rownan:

{y=(—x)+8

y=2zx—13
Z powyzszego ukladu rownan wynika
(—z) +8=2x—13

3r =21
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Zatem wspotrzedne wierzchotka D to (7, 1).
Przyktad 5

Dane sa wspotrzedne trzech punktow X = (2;3),Y = (4; —1), Z = (5;0). Wyznacz
wspolrzedne takich punktow A, aby wszystkie cztery punkty X, Y, Z i A bylby
wierzchotkami rownolegloboku.

Zauwazmy najpierw, ze bedg trzy takie punkty A:

W pierwszej kolejnosci wyznaczymy rownania prostych XY, Y Zi XZ.

Poniewaz zadna z tych prostych nie jest rownolegta do osi Y, ich rownania sg postaci
y=ax +b.

Aby wyznaczy¢ rownanie prostej XY, tworzac uklad rownian podstawiamy do rownania
y = ax + b najpierw wspotrzedne punktu X, potem wspolrzedne punktu YV

3=2a+5b
(1) =4a+b

Po odjeciu rownan stronami otrzymujemy
4 =(—2a)

a=(-2)

{a:(—Z)
b=3-2(-2) =7

Zatem rownanie prostej XY toy = —2z + 7.

Analogicznie wyznaczamy rownania prostej Y Z : y = x — 5 oraz prostej
XZ: y=(—z)+5.

W trzecim przypadku wspotrzedne punktu A wyznaczymy, rozwigzujac uktad rownan
opisujgcych proste AX i AZ. Otrzymamy wowczas réwnoleglobok XY Z A.

Poniewaz prosta AX jest rownolegta do prostej Y Z, zatem jej rownanie jest postaci
y = x + by. Po podstawieniu za zmienne z i y wspotrzednych punktu X(2; 3)
wyznaczamy b;:

3:2—|—b1
bp=1

Zatem rownanie prostej AX toy = z + 1.



Analogicznie wyznaczamy rownanie prostej AZ : y = (—2z) + 10. Rozwigzujac uktad
rownan:

y=z+1
y=(—2z)+ 10

otrzymujemy wspotrzedne punktu A = (3;4).

Postepujac podobnie otrzymujemy: w przypadku drugim réwnoleglobok Y ZX A, gdzie
A = (1;2) oraz w przypadku pierwszym rownolegtobok ZXY A, gdzie A = (7; —4).

Przyktad 6

W prostokatnym ukladzie wspolrzednych narysujemy zbior wszystkich punktow
spetniajagcych warunekz — 1 <y < z + 2.

Zauwazmy najpierw, ze warunek z — 1 = y spelniajg punkty o wspoétrzednych (z, y),
ktore lezg na prostej opisanej tym rownaniem. Warunek x — 1 < y opisuje takie punkty,
dla ktorych druga wspoltrzedna jest wieksza od pierwotnej, a zatem punkty lezace
“ponad” prostg o rownaniu x — 1 = y.

Y

-5 -4 -3 -2 -1 0 P 2 3 4 5%

-5

Zrédto: licencja: CC BY 3.0.

Analogicznie mozemy dojs¢ do wniosku, ze warunek y < z 4 2 opisuje punkty, ktore leza
,na” prostejlub ,pod” prosta o rownaniu y = = + 2.
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=5

Zrédto: licencja: CC BY 3.0.

Oba warunki jednoczes$nie speiniajg wspotrzedne punktow, ktore lezg pomiedzy
prostymi o rownaniach * — 1 = yoraz y = = + 2 lub na prostejo rownaniu y = = + 2.

Zrédto: licencja: CC BY 3.0.

Stownik

réwnanie kierunkowe prostej



rownanie postaci y = ax + b, a,b € R; mozna nim opisa¢ kazdg prosta, ktora nie jest
rownolegta do osi Y

warunek réwnolegtosci prostych

twierdzenie matematyczne, ktore orzeka, ze proste opisane rownaniami kierunkowymi
sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy wspotczynniki kierunkowe tych prostych sa
rowne



Aplet

Polecenie 1

Przy pomocy suwakdéw zmieniaj wartosci wspétczynnikéw réwnan kierunkowych obu
prostych. Zwrdc¢ uwage, kiedy proste sg rownolegte.

Polecenie 2
Wyznacz wartos$¢ parametru a tak, aby proste k i [ byty rownolegte.

Wartos¢ parametru a, dla ktérego proste k

Réwnania kierunkowe prostych ki [ . .
i [ s3 rownolegte

k:y=ar+al:y=3z—7

k:y=(a—2)z+51l:y=4x—5

k:y=2+3z+11l:y=3z+7

kry=ar—-3z+ 11, 0l:y=3z+2—-7

Polecenie 3

W wyznaczone miejsce wpisz rownanie prostej rownolegtej do prostej k i przechodzacej przez
punkt A.

Réwnanie proste;j
Réwnanie prostej k Wspoétrzedne punktu A réownolegtej do k
przechodzacej przez A

y=(-3) A=(-23)

y = (-0,5z) A= (-41)

y=3,2bz — 5 A = (8;22)




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @
Cwiczenie 1

Czy podane pary réwnan opisujg proste réwnolegte?

Pary réwnan
Y= %m—lOiy=0,25m+6

— 1 =
y= 57 Tiy=+2z+3

y=\/§m+w—4iy= ( 21)913—1—3

S

V5

y=vVhr—z—4iy= ( 4_1):c+3

Ol 0|00
OO0 |00 2



Cwiczenie 2

Wskaz wszystkie réwnania, ktére opisuja prosta przechodzacga przez punkt

A = (3; —6), réwnolegta do prostej k : y = %x - 1.

(] y:%w—ﬁ
y=32-V3
y=3x—6

r—3y—21=0

o o o o o

Cwiczenie 3

Wyznacz m wiedzac, ze podane nizej pary rownan opisuja proste rownolegte.

Réwnania prostych réownolegtych Wartos¢ parametru m

y=02m-3)x+4

y=(—4z)+7

y=3x+m
y=4+ 4+ m)x

y=m—mz
y=(2m—6)z —9

Yy =8m

y=mx — 10z +7

y=4— (2m+\/§)m

Y= (\/§m+2)x+8



Cwiczenie 4 Q®

Przyporzadkuj a wiedzac, ze podane nizej pary rownan opisuja proste rownolegte.

y=a+ 6a _ 5
y=|a— 5|z —3a @
y=|7—alz a=4,a=6

y=>5+3a+4,5

y=9—-12—alz
y=>5

y=3x+2y=1|4+alzx—8 a=(-7),a=(-1)
Cwiczenie 5 @

Dany jest trapez ABC D. Wyznacz rownanie prostej zawierajacej krotsza podstawe

AB trapezu, znajac:
e rownanie y = 0, 5z — 1 prostej zawierajacej dtuzsza podstawe C'D trapezu,
e réwnanie y = (—2x) + 2 prostej zawierajacej wysokos¢ poprowadzong przez

wierzchotek A

oraz wiedzac, ze ramie AD zawiera siewosi Y.




Cwiczenie 6 ®
Bok AB szesciokata foremnego ABC DEF ma dtugosc 6 i zawiera sie w prostej
o réwnaniu y = 1. Wyznacz réwnanie prostej, w ktérej zawiera sie bok D E tego
szesSciokata.
Cwiczenie 7 @
Zaznacz wszystkie pary réownan, ktére opisujg proste réwnolegte. Mozesz wykorzystac
postac kierunkowg proste;j.
(] 22—-3z+7=0i2x+52—10=0
(] 22—-3y+7=0i2x—-3y—10=0
(] Ty+10—-5z=0i Ty+10+6x =0
(] 3z—5y+2=0i(—6x)+10y—10=0
Cwiczenie 8
Potacz w pary ilustracje z warunkami, ktére jg opisuja.
vh S YA S YA
3t 3 -3
2 :"' . 2 ’\\ ‘5\\
3 -2 170 1;" 2 ? -3 -2 -NO 1 2\ 3 ? -3 -2 :%x‘o 1 ’5‘\ ?
L }\1 \ I
":' ) "l' 2 - ’0\“ .
":" —3', 4 -3 -3 ‘\\

2r -3 <y<2z+1




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz
Przedmiot: Matematyka
Temat: Warunek rownolegloSci prostych

Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum ogodlnoksztatcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegétowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rédwnan, w tym
znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje rownania prostych rownolegtych,

e wyznacza rownanie prostejrownoleglej do danej spetniajacej okreslone warunki,

e wyznacza wartosci parametrow, przy ktorych proste opisane danymi rOwnaniami sg
rownolegte,

» sprawdza, analizujgc wspotczynniki kierunkowe prostych, jak utozone s3 proste na
plaszczyznie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

« eksperyment myslowy;



o dyskusja;
e konkurs zadaniowy.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja rOwnanie proste;j.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

3. Nastepnie uczniowie w matych grupach zapoznajg si¢ z materiatem z sekcji
LPrzeczytaj.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z Apletem, obserwujg kiedy dwie proste sa rownolegte.

2. Nastepnie uczniowie w parach rozwigzuja polecenia 2 i 3. Zapisuja ewentualne
problemy. Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, odpowiedzi
dyskutuje z uczniami na biezgco.

3. Uczniowie biorg udziat w konkursie zadaniowym. W parach rozwigzujg ¢wiczenia
interaktywne. Trzy pary, ktore najszybciej poprawnie rozwigzg poprawnie zadania,
otrzymujg oceny bardzo dobre.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen interaktywnych.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do celow postawionych na poczatku lekciji.

Materialy pomocnicze:
» Proste rownolegle, proste prostopadte

Wskazowki metodyczne:


https://epodreczniki.pl/a/proste-rownolegle-proste-prostopadle/DePf7G83i

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ Aplet do pracy przed lekcjg. Uczniowie zapoznaja si¢
z jego trescig i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten sposob, zeby moc
samodzielnie rozwigza¢ zadania dotyczace warunku rownolegtosci prostych.



