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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji

Zrédto: Dawid Zawila, dostepny w internecie: unsplash.com.

Poszukiwanie ekstremow funkciji i znajomos$c¢ zasad ich znajdowania jest wazna

z praktycznego punktu zastosowan matematyki. Jednym z ciekawych problemow jest
zagadnienie brachistochrony. Brachistochrona, inaczej zwana krzywa najkrotszego spadku,
to krzywa po ktorej masa punktowa pod wplywem statej sily stacza si¢ w mozliwie
najkrotszym czasie. Problem brachistochrony byt jednym z pierwszych klasycznych
problemow, do rozwigzania ktorego wykorzystano wyniki zwigzane z istnieniem
ekstremow, otrzymane dla funkcji rzeczywistych. Zagadnienie to jako pierwszy rozwazat
Bernoulli. Problem ten zostal rozwiazany niezaleznie przez Leibniza, Newtona,
Bernoulliego oraz de 'Hospitala.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ jaki jest warunek wystarczajgcy, aby funkcja posiadata ekstremum.



Przeczytaj

Twierdzenie: Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

a) Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (a, b)i fI/(z) < 0dla

z € (a, o) oraz fI(x) > 0dlaz € (zg, b), to funkcja ma w punkcie £y minimum.

b) Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (a, b) i f/(x) > 0dla
z € (a, zg) oraz fI(xz) < 0dlaz € (xg, b),to funkcja ma w punkcie x

maksimum.

Powyzsze twierdzenie mozna wypowiedzie¢ prosciej. Zdefiniujmy nastepujace zwroty.

e Jesli warto$c¢ danej funkcji f jest w kazdym punkcie danego przedziatu (a, b)
liczba dodatnig (ujemng), to méwimy, ze funkcja f jest w przedziale (a, b)
dodatnia (ujemna) lub, ze funkcja f ma w przedziale (a, b) znak dodatni

(ujemny).

e Jesliistnieje liczba dodatnia ¢ taka, ze w przedziale (xo — €, xo) funkcja jest
dodatnia (ujemna), a w przedziale (zo, xo + €) jest odpowiednio ujemna
(dodatnia), to mowimy, ze przy przejsciu przez punkt zo funkcja zmienia znak z ,,

_|_77 na ”_” (Z ”_” na ”—l—”).

Mozemy teraz Twierdzenie o warunku wystarczajgcym istnienia ekstremum wyrazic

w nastepujacy sposob:

Jezeli x( jest miejscem zerowym pochodnej funkgji f (czyli jest spelniony warunek

konieczny istnienia ekstremum) i przy przejSciu przez punkt xy pochodna funkcji

zmienia znak, to w punkcie z( funkcja ma ekstremum, przy czym w punkcie z jest:

i
7

a) maksimum, gdy znak pochodnej funkcji f zmienia sie z ,+" na ,—’

b) minimum, gdy znak pochodnej funkcji f zmienia si¢ z ,—” na ,,+".
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Przyktad 1

Na podstawie wykresow pochodnej funkcji przedstawionych na ponizszych

rysunkach ustalimy punkty, w ktorych te funkcje osiggaja ekstremum.

a)

YA




Rozwigzanie:

Ad a)

Funkcja f osiaga ekstrema w punktach 0 i 2. W punkcie 0 pochodna przyjmuje
wartosc¢ zero i w otoczeniu tego punktu zmienia znak z ,4" na ,—”, zatem
spelniony jest warunek wystarczajacy, czyli funkcja osigga w tym punkcie
maksimum. W punkcie 2 pochodna przyjmuje warto$¢ zero i w otoczeniu tego
punktu zmienia znak z ,—" na ,+", zatem speliony jest warunek wystarczajacy,

czyli funkcja osigga w tym punkcie minimum.



AdDb)
Funkcja f osigga ekstrema w punkcie 0. W punkcie 0 pochodna przyjmuje wartos$¢
zero i w otoczeniu tego punktu zmienia znak z ,+" na ,—”, zatem speliony jest

warunek wystarczajacy, czyli funkcja osigga w tym punkcie maksimum.

Ad ¢)

Funkcja f moze osiggac ekstrema w punktach 0i 1. W punkcie 0 pochodna
przyjmuje wartosc zero, ale w otoczeniu tego punktu nie zmienia znaku, zatem nie
jest spetniony warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji. Funkcja nie ma
w tym punkcie ekstremum. W punkcie 1 pochodna przyjmuje warto$¢ zero oraz
zmienia znak zatem spelniony jest warunek wystrczajacy ekstremum. Funckja

posiada w tym punkcie ekstremum.

Add)

Funkcja f moze osigga¢ ekstrema w punktach (—1), 1, 2. W punktach tych
pochodna przyjmuje wartoSc¢ zero, ale w otoczeniach tych punktoéw nie zmienia
znaku, zatem nie jest spelniony warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

funkcji. Funkcja nie posiada w tych punktach ekstremow.

Przyktad 2

Wykazemy, ze funkcja dana wzorem f(z) = #2(z — 2)* ma trzy ekstrema.
Rozwigzanie:

Dziedzing funkcji jest zbiér Dy = R. Funkcja f(z) jako wielomian jest
rozniczkowalna w catej dziedzinie. Jej pochodna dana jest wzorem
fi(z) = 4z® — 1222 + 8z, Dy, = Dy.

Warunek konieczny:
4z — 122% 4+ 8z = 0,

z(x —1)(z —2) =0,



Warunek wystarczajacy:

Ponizszy rysunek przedstawia wykres pochodnej funkcji.

YA
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y = f'(z)
1
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fi(z) > 0,dlaz € (0, 1) U (2, oo).
fi(z) < 0,dlaz € (—o0, 0) U (1, 2).

W punktach 0i 2 pochodna zmienia znak z ujemnego na dodatni, wiec funkcja
posiada w nich minimum lokalne. W punkcie 1 pochodna zmienia znak
z dodatniego na ujemny, wiec funkcja posiada w nim maksimum lokalne. Zatem

funkcja posiada trzy ekstrema.

Przyktad 3

Dla jakich warto$ci parametru a funkcja f dana wzorem f(z) = z® — az? + 3z
nie spetnia warunku wystarczajgcego istnienia ekstremum w otoczeniu pewnego

punktu?

Rozwigzanie:



Funkcja f(x) jako wielomian jest rozniczkowalna w zbiorze R. Jej pochodna dana
jest wzorem fI(z) = 3z? — 2az + 3, D, = Dy. Aby nie byt spetniony warunek

wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji jej pochodna nie zmienia znaku, czyli

w naszym przypadku f/(z) > 0. Otrzymujemy kolejno:
322 —2ax+3>0,
A =4a® — 36 =4(a® - 9).

Aby pochodna byla niedodatnia lub nieujemna A < 0. Inaczej moéwigc, pochodna
jest opisana funkcjg kwadratowa. Ramiona paraboli bedacej jej wykresem
skierowane sg ku gorze, zatem, aby pochodna nie zmieniata znaku moze posiadac
co najwyzej jedno miejsce zerowe. Stad otrzymujemy a € (—3, 3).Dla

a € (—3, 3) nie jest spetniony warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum funkcji

f.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /D18D62daM

Przyktad 4

Dla jakich wartos$ci parametru m € R funkcja f dana wzorem
f(z) = +2° + 5(m — 1)z% + (m? — 1)z + 2 spelnia warunek wystarczajacy
istnienia ekstremum w otoczeniu pewnego punktu?


javascript:void(0);
https://zpe.gov.pl/a/D18D62daM

Rozwigzanie:

Funkcja f(z) jako wielomian jest rozniczkowalna w zbiorze Dy = R. Jej pochodna

dana jest wzorem
fl(z) =2*+ (m—1)z+m?—1,D;, = Dy.

Aby speliony byl warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum dla tej funkc;ji
wystarczy sprawdzi¢ czy pochodna zmienia znak w otoczeniu pewnego punktu,
poniewaz dziedzing pochodnej jest R. Zatem w naszym przypadku pochodna f/(x)

powinna mie¢ dwa miejsca zerowe, czyli A > 0. Otrzymujemy kolejno:
A=-3m?-2m+5=-3(m—1)(m+ 3) >0,
m € (—%, 1).

Dlam € (— %, 1) funkcja posiada punkty dla ktorych spetiony jest warunek

wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji f.

Stownik

funkcja rézniczkowalna

funkcje nazywamy rozniczkowalng jesli ma pochodng w kazdym punkcie

dziedziny

warunek konieczny istnienia ekstremum

jesli funkcja f(x) jest rozniczkowalna w punkcie zo i ma w tym punkcie

ekstremum, to

fr(zo) =0



Film samouczek

Polecenie 1
Zapoznaj sie z filmem samouczkiem, a nastepnie wykonaj polecenia zamieszczone pod

filmem.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /D1C4z1Di3

Film nawigzujacy do tre$ci materiatu dotyczgcej warunku wystarczajgcego istnienia

ekstremum funkciji.

Polecenie 2

Polecenie 3
Sprawdzimy, kiedy spetniony jest warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkgcji

I 4
flz) = 20,



https://zpe.gov.pl/a/D1C4z1Di3

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O ) @
Cwiczenie 1
Na rysunkach przedstawiono fragmenty pewnych pochodnych funkcji

rézniczkowalnych. Na tej podstawie ocen prawdziwos$¢ kazdego zdania.

a)

YA




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono fragment pewnej pochodnej funkcji rézniczkowalnej.
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Cwiczenie 3 ¢
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O

Wykaz, ze funkcja dana f(z) = +2° — 32* + 22% ma dwa ekstrema.

Cwiczenie 6 O

Wykaz, ze funkcja dana wzorem f(z) = z+/z, dlaz € (0, 0o) nie posiada ekstremum.

Cwiczenie 7 O
Dla jakich wartosci parametru a funkcja f dana wzorem f(z) = +2° — 2az® +z —a
nie spetnia warunku wystarczajacego istnienia ekstremum w otoczeniu pewnego

punktu?



Cwiczenie 8 @
Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres pochodnej funkcji

f(z) = ax® + 4z + bz + 1. Dlajakich wartosci a i b funckja f posiada dwa ekstrema
w punktach1i3?

YA
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Z /
y=f(z)

1

5 4 3 2 -1 0 2 4 5y
=1
=2
Cwiczenie 9 @

Dana jest funkcja f(z) = —x® + px? — 24z + 17. Dla jakiej wartosci parametru p

funkcja osigga maksimum w punkcie z = 4?



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nieréwnosci.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5) analizuje roOwnania i nierownosci liniowe z parametrami oraz rownania i nierownosci
kwadratowe z parametrami, w szczeg6lnosci wyznacza liczbe rozwigzan w zalezno$ci od
parametrow, podaje warunki, przy ktorych rozwigzania majg zagdang wtasno$c¢ i wyznacza
rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkcii;.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sieg;

kompetencje obywatelskie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 zna pojecie maksimum lokalnego (wtasciwego/niewlasciwego) funkcii;
« zna pojecie minimum lokalnego (wlasciwego/niewtasciwego) funkci;



 szkicuje przyktady funkciji posiadajacych ekstrema lokalne;
« zna warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
 dyskusja panelowa;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami dotyczgcymi monotonicznosci funkciji i jej miejsc
zerowych.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc¢ sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnigcia w trakcie lekcji o temacie: “Warunek wystarczajgcy
istnienia ekstremum funkc;ji”.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3 - 4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg sie
z informacjami z sekc;ji ,Przeczytaj’. Analizuja przedstawione przyklady i notujg pytania.
Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie
z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.



2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat przedstawiony w filmie samouczku.
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie polecenia nr 2 - 3 z sekcji ,Film samouczek”. Nastepnie
nauczyciel omawia je wraz z uczniami wyjasniajagc ewentualne watpliwosci.

4. Uczniowie wykonuja wspolnie ¢wiczenia nr 1 - 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

5. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3 - 5 z sekciji
»Sprawdz sie”. Grupa, ktéra poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje
oceny za aktywno$¢. Rozwigzania sa prezentowane na forum klasy i omawiane krok po
kroku.

6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6 - 7 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Poich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:
» Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:
Ekstrema funkcji
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek mozna wykorzystac jako powtorzenie wyznaczania przedziatow
monotonicznos$ci funkciji.
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