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W tym e-materiale powtarzamy wiadomosci ze szkoty podstawowe;j.

W e-materiale Zastosowanie funkcji w prostych programach przedstawiliSmy algorytm
rozwigzywania uktadu dwoch rownan, z dwiema niewiadomymi, za pomoca metody
wyznacznikow. Tym razem zajmiemy si¢ jego implementacjg w jezyku Python.

Implementacje¢ w pozostatych jezykach programowania znajdziesz w e-materiatach:

» Zastosowanie funkcji w prostych programach w jezyku C++,
» Zastosowanie funkcji w prostych programach w jezyku Java.

Wiecejzadan? PrzejdZ do e-materiatu Zastosowanie funkcji w prostych programach -
zadania maturalne.
Twoje cele

» Zaimplementujesz funkcje rozwigzujacg prosty uktad dwoch rownan metoda
wyznacznikow.

e Rozwigzesz uktad rownan za pomoca programu w jezyku Python.

» Uzyjesz biblioteki matplotlib do graficznejprezentacji funkciji.
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Przeczytaj

Rozwigzywanie uktadu dwoch rownan liniowych w jezyku
Python

Przyktad 1

Wykorzystajmy znane juz wzory do napisania w jezyku Python funkcji rozwigzujgcej uktad
dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi metodg wyznacznikow. Uklad rownan, ktory
bedziemy rozwigzywac, wyglada nastepujaco:

aix + by =-c1
axx + b2y = c2

Specyfikacja:
Dane:

e al - wspolczynnik liczbowy a1 pierwszego rownania; liczba rzeczywista
e b1 - wspoélczynnik liczbowy by pierwszego rownania; liczba rzeczywista
e c1 - wspotczynnik liczbowy c1 pierwszego rownania; liczba rzeczywista
e a2 - wspotczynnik liczbowy a2 drugiego rownania; liczba rzeczywista
e b2 - wspoélczynnik liczbowy bs drugiego rownania; liczba rzeczywista
e 2 - wspotczynnik liczbowy c2 drugiego rownania; liczba rzeczywista

Wynik:

Program, na standardowym wyjsciu, drukuje informacje na temat uzyskanego
rozwigzania uktadu réwnan (w postaci komunikatu przedstawiajacego kolejno: wartos¢
niewiadomej x i warto$¢ niewiadomej y) lub komunikat , Uklad jest

sprzeczny” w przypadku sprzecznosci uktadu badz ,Uktad ma nieskonczenie wiele
rozwigzan” w przypadku nieskonczonejliczby rozwigzan.

Gotowa funkcja:

def rozwiazanie_ukladu_rownan_metoda_wyznacznikow(al, b1, c1, a
w = al*b2 - bl*a2
wxX = cl*b2 - bl*c2
wy = al*c2 - cl*az



javascript:void(0);

if w:
print("Wynik rownania x to {}".format(wx/w))
print("Wynik rownania y to {}".format(wy/w))
else:
if wx == 0 and wy ==
print("Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan")
else:
print('Uktad jest sprzeczny')

Oto dwa przykitady wykorzystania funkcji wraz z otrzymanymi rezultatami.
Pierwszy przypadek:

Wywolanie funkcij:

rozwiazanie_ukladu_rownan_metoda_wyznacznikow(5, -4, 8, 4, 2, 2

Zwroécony rezultat:

Wynik réwnania x to 4.0
Wynik réwnania y to 3.0

Drugi przypadek:

Wywotlanie funkciji:

rozwiazanie_ukladu_rownan_metoda_wyznacznikow(1, -1, 2, 3, -3,

Zwrocony rezultat:

Uktad jest sprzeczny

W przypadku uktadu sprzecznego dwie proste na wykresie sa rownolegte (nie majg punktu
wspolnego), a zatem nie da si¢ podac rozwigzania:



Ay

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

W przypadku uktadu z nieskonczona liczbg rozwigzan, zwanym réwniez uktadem
tozsamosciowym, rozwigzaniem s3 dwie linie ciggte pokrywajace si¢ (wszystkie ich punkty
s3 wspolne), zatem rozwigzan jest nieskonczenie wiele. Oto przyktad takiego uktadu
rownan:
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Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Przyktad 2

W celu zobrazowania wynikow obliczen, postuzymy sie bibliotekg matplotlib i napiszemy
program, ktory bedzie generowat wykres dwoch funkceiji liniowych, sktadajacych sie na

rozwigzywany uklad:
a1z +biy=0c;
asT + byy = co
Specyfikacja:
Dane:

e al -wspolczynnik liczbowy a; pierwszego rownania; liczba rzeczywista
e b1 -wspolczynnik liczbowy b; pierwszego rownania; liczba rzeczywista
e c1 - wspolczynnik liczbowy ¢; pierwszego rownania; liczba rzeczywista
e a2 - wspolczynnik liczbowy a» drugiego rownania; liczba rzeczywista
e b2 - wspolczynnik liczbowy bs drugiego rownania; liczba rzeczywista
e c2 - wspolczynnik liczbowy ¢y drugiego réwnania; liczba rzeczywista

Wynik

Program generuje wykres dwoch funkciji liniowych oraz zaznacza na nim uzyskane
rozwigzanie uktadu rownan. Jezeli rozwazany uklad jest sprzeczny lub nieoznaczony,
pomijany jest etap nanoszenia rozwigzania na wykres.

Zapiszemy najpierw réwnania w postaci funkcji. Postuzymy si¢ przyktadowymi
rownaniami, dla ktorych przetestujemy dziatanie programu:

1
5$—4y=8$f($)=1zm—2

dr +2y =22 = f, = -2z +11

Przygotujmy kod w jezyku Python, ktory obliczy punkty niezb¢dne do narysowania
wykresu i wyznaczy punkt przeciecia dwoch prostych.

def uklad_rownan_graficznie(al, b1, c1, a2, b2, c2):
import matplotlib.pyplot as plt

def ukl_wyzn():
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w=al * b2 - bl * a2
wx = cl * b2 - bl * c2
wy = al * c2 - cl1 * a2

if w:

wynik = True;

return (wx /7 w, wy / w)
else:

wynik = False;

return None

def f1(x):
return (al * x - c1)/(-b1)

def f2(x):
return (a2 * x - c2)/(-b2)

wynik = ukl_wyzn()
if wynik:
WO = [wynik[0]]
Wl = [wynik[1]]
plt.scatter (W0, Wi, color='red')

plt.title('Wynik rozwigzania ukitadu rownan to punkt ' +

X0 = [x for x in range(-10, 20)]
Y1 = [f1(x) for x in range(-10, 20)]
Y2 = [f2(x) for x in range(-10, 20)]

plt.plot (X0, Y1)
plt.plot (X0, Y2)
plt.grid(True)
if wynik:

plt.legend(['Rozwigzanie uktadu rownan', 'Wykres funkcj
else:

plt.legend([ 'Wykres funkcji f(x)="'" + str(al / -b1) + '*
plt.show()

43 # wykonanie
44 uklad_rownan_graficznie(5, -4, 8, 4, 2, 22)



Wynikiem dzialania programu jest nastepujacy wykres:

Wynik rozwigzania uktadu réwnan to punkt (4.0, 3.0)

® Rozwiazanie ukladu réwnan
—— Wykres funkcji f(x)=1,25%x-(-2.0)

30 | B
NG —— Wykres funkgji f(x)=-2.0%x-(11.0)
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Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wazne!

Zwr6¢my uwage, ze czerwony punkt przeciecia rysowany jest tylko wtedy, gdy funkcja
ukl_wyzn(...) zwroci warto$¢ (wyznacznik gléwny jest rézny od zera), czyli gdy

istnieje doktadnie jedno rozwigzanie uktadu.

Dla zainteresowanych

Programisci maja do dyspozyciji ciekawa biblioteke, wykorzystywana do rozwiazywania
problemoéw algebraicznych. Jest nig SymPy (zostala ona w calo$ci napisana
w jezyku Python).

Stownik
matplotlib

biblioteka stuzaca do przedstawienia obrazéw skladajacych sie z punktow

o wspolrzednych x oraz y (np. wykresow, histogramow, rozktadow itp.); modut
matplotlib nie jest dostepny w standardowej instalacji jezyka Python - nalezy go
zainstalowac, korzystajac z mechanizmu pip

biblioteka SymPy

biblioteka Pythona o otwartym kodzie zrodtowym; oferuje narzedzia do
rozwigzywania szerokiej gamy problemow analitycznych i symbolicznych -

https: //www.sympy.org /en /index.html


javascript:void(0);
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uktad réownan

co najmniej dwa rownania potaczone operatorem logicznym AND (koniunkcja co najmniej
dwoch réownan)



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z symulacja. Samodzielnie zmieniaj warto$ci wspotczynnikéw i obserwuj przebieg
prostych oraz ewentualny punkt przeciecia. Zastanow sie, jak mégtby wygladaé program
sprawdzajacy, czy dwa wykresy funkcji majg punkt przeciecia.

Geogebra - Interaktywna symulacja
Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi symulacji.

Polecenie 3

W dostepnych zrodtach poszukaj informacji, jak obliczy¢ punkt przeciecia dwoch wykresow
funkcji. Zapisz algorytm obliczania punktu przeciecia dwoch wykreséw funkcji, uzywajac listy

krokow.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @

Cwiczenie 1

Wskaz poprawny zapis.

1 # aby uzyskac¢ wyjsciowo nastepujgcg liste

2 [-1.4, 1.6, 10.6, 25.6, 46.6, 73.6, 106.6, 145.6, 190.6,
241.6, 298.6, 361.6, 430.6, 505.6, 586.6]

3 #nalezy wykonaé¢ polecenie

1 def f(z):
2 return z*3 - 1.4
3
(O 4 def g(z):
5 return z*z
6
7 print([ fg(z)) for z in range(15) ])

def f(z):
return z*3 - 1.4

def g(z):
return zxz

O
N O 0ok ODN B

print([ f(g(x)) for x in range(15) ])
def f(z):
return z*3 - 1.4

def g(z):
return z#*z

O
N o ok~ WON R

print([ f(x)*g(x) for x in range(15) ])




Cwiczenie 2 @

Napisz funkcje, ktéra sprawdzi, czy podana liczba catkowita jest liczbg parzysta i jednoczesnie
mniejszg od 100. Oba warunki powinny zostac¢ sprawdzone w funkgcji, ktéra przyjmie jeden
parametr - liczbe naturalng do sprawdzenia.

Wazne!

Twoim zdaniem jest wytacznie zdefiniowanie odpowiedniej funkcji. Po uruchomieniu
programu automatycznie zostanie on przetestowany dla nastepujacych wartosci: 88, 77,
102, 101.

Specyfikacja:
Dane:

e liczba - sprawdzana liczba; liczba catkowita
Wynik:

Funkcja zwraca wartosc logiczng True, gdy sprawdzana liczba jest parzysta oraz mniejsza od
100. W przeciwnym wypadku (gdy liczba nie spetnia co najmniej jednego warunku), funkcja
zwraca wartos$¢ logiczng False.

Twoje zadania

1. Zdefiniowanie funkcji czy _parzysta_i_mniejsza_od_stu.
2. Funkcja zwraca wartos¢ logiczng True dla wartosci 88.

3. Funkcja zwraca wartos¢ logiczng False dla wartosci 77.

4. Funkcja zwraca wartos$¢ logiczng False dla wartosci 102.

5. Funkcja zwraca wartos¢ logiczng False dla wartosci 101.

1 def czy_parzysta_i_mniejsza_od_stu(liczba):
2 # Tu uzupeinij kod
3 pass






Cwiczenie 3 O

Napisz program, ktory rozwigze podany uktad dwéch réwnan metoda wyznacznikow. Wypisz
wyznaczone wartosci X oraz y, rozdzielajac je spacja. Jesli uktad nie ma rozwiazania, wypisz
,Brak rozwigzania’ ajesli maich nieskoniczenie wiele, wypisz:

,Nieskonczenie wiele rozwigzanh"

Swoj program przetestuj dla uktadu réwnan:

2¢ +3y =5
dr +3y =3

Specyfikacja:
Dane:

e uklad_rownan - lista sktadajgca sie z dwdch list zawierajgcych odpowiednio:
wspotczynniki liczbowe pierwszego uktadu rownan oraz wspodtczynniki liczbowe drugiego
uktadu réwnan (w kolejnosci a, b, ¢); definicja uktadu rownan

Wynik:

Program na standardowym wyjsciu wypisuje rozwigzanie uktadu rownan: wartosci x oraz 'y
(rozdzielone znakiem spacji). Jezeli uktad nie ma rozwigzan, program wyswietla komunikat:
,Brak rozwigzania” W przypadku, gdy uktad réwnan ma nieskonczenie wiele rozwigzan,
program drukuje komunikat: ,Nieskonczenie wiele rozwigzan’

Twoje zadania

1. Program rozwigzuje uktad dwéch réwnan liniowych metoda wyznacznikow.

1 def wyznacznik(uklad, kolumnal, kolumna2):
2 # Tu uzupeinij kod
3

4 # Tu uzupeinij kod
5
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# 2.0*%x + 3.0%*y
# 4.0*%x + 3.0%*y
uklad_rownan = |
[2.0, 3.0, 5.0],
[4.0, 3.0, 3.0],

1l
w u»

# Tu uzupeinij kod

o O




Cwiczenie 4 O

Zdefiniuj funkcje testowa(poczatek, koniec, granica),tworzaca liste
zawierajaca kwadrat co trzeciej liczby z zadanego przedziatu. Przyjmij, ze jezeli podana wartos¢
konca przedziatu jest mniejsza niz granica, wowczas funkcja zwraca jedynie wartosc

logiczng False.

Program, po uruchomieniu, automatycznie przetestuje sie dla nastepujacych przedziatéw
(wystarczy poprawnie zdefiniowa¢ funkcje) oraz wartosci granica:

1. (2; 18); granica = 15
2.(3; 27);granica = 20
3.(0; 24); granica = 12
4.(7; 11); granica = 12
Specyfikacja:
Dane:

e poczatek - poczatek rozpatrywanego przedziatu; liczba catkowita

e koniec - koniec rozpatrywanego przedziatu; liczba catkowita

e granica - minimalna wartos¢ konca przedziatu, dla ktérej funkcja zwraca liste liczb
(jezeli koniec przedziatu jest mniejszy niz granica, wéwczas funkcja zwraca wartos¢
logiczng False); liczba catkowita

Wynik:

Program zwraca liste liczb catkowitych, zawierajaca kwadrat co trzeciej liczby ze
zdefiniowanego przedziatu (zaczynajgc od wartosci poczatek). Jezeli koniec przedziatu jest
mniejszy niz granica, program zamiast listy liczb zwraca wartos¢ logiczng False.



Twoje zadania

1. Zdefiniowanie funkcji testowa(poczatek, koniec, granica), dziatajacej
zgodnie z poleceniem

2. Sprawdzenie, czy funkcja dla przedziatu <2, 18> oraz wartosci granica = 15
zwraca liste [4, 25, 64, 121, 196, 289]

3. Sprawdzenie, czy funkcja dla przedziatu <3, 27> oraz wartosci granica = 20
zwracaliste [9, 36, 81, 144, 225, 324, 441, 576, 729]

4. Sprawdzenie, czy funkcja dla przedziatu <0, 24> oraz wartosci granica = 12
zwracaliste [0, 9, 36, 81, 144, 225, 324, 441, 576]

5. Sprawdzenie, czy funkcja dla przedziatu <7, 11> oraz wartosci granica = 12

zwraca wartos$¢ logiczng False

1 def testowa(poczatek, koniec, granica):

2 # tutaj Twéj kod
3 return None
4

S # ponizej przykiadowe wywotanie







Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Zastosowanie funkcji w prostych programach w jezyku Python
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

II. Programowanie i rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzgdzen cyfrowych: ukladanie i programowanie algorytméw, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzadzen cyfrowych.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) projektuje i programuje rozwigzania problemow z réznych dziedzin, stosuje przy
tym: instrukcje wejScia/wyjScia, wyrazenia arytmetyczne i logiczne, instrukcje
warunkowe, instrukcje iteracyjne, funkcje z parametrami i bez parametrow, testuje
poprawnos¢ programow dla réznych danych; w szczegolnoSci programuje algorytmy
z punktu 1.2);

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) projektuje i tworzy rozbudowane programy w procesie rozwigzywania problemow,
wykorzystuje w programach dobrane do algorytmow struktury danych, w tym
struktury dynamiczne i korzysta z dostepnych bibliotek dla tych struktur;

2) stosuje zasady programowania strukturalnego i obiektowego w rozwiazywaniu
problemoéw;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:



« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Zaimplementujesz funkcje rozwigzujgcg prosty uktad dwoch rownan metoda
wyznacznikow.

e Rozwiazesz uklad réwnan za pomocg programu w jezyku Python.

» Uzyjesz biblioteki matplotlib do graficznejprezentacji funkciji.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszejwersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»Zastosowanie funkcji w prostych programach w jezyku Python”. Nauczyciel prosi
uczniow o zapoznanie sie z treSciami w sekcji ,Przeczytaj”

Faza wstepna:



1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekcji, a nastepnie okresla cele
i kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig swoje pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel wyswietla zawartos$¢ sekcji ,Przeczytaj”. Na forum klasy
uczniowie analizujg przedstawione w niejrozwigzania Przyktadow 1i 2.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Symulacja
interaktywna”. Uczniowie wspolnie zapoznaja si¢ z trescig zawartego w niej
multimedium. Zapisuja ewentualne problemy i pytania, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate tresci.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda
rozwigzywac ¢wiczenia nr 1-3 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy z uczniow robi to
samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacie,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie zgromadzonejwiedzy w zakresie
programowania w jezyku Python.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie 4 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

 Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersii).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

e Symulacje interaktywng mozna wykorzysta¢ w ramach powigzan
miedzyprzedmiotowych z matematyka, pokazujac graficzne rozwigzanie uktadu
rownan. Napisany program mozna wykorzysta¢ do sprawdzenia zadan rozwigzanych na
lekcji matematyki.



