Odkryj, zrozum, zastosuj...

Jakie sg zwigzki graniastostupow? Czym mediana rozni si¢ od dominanty? Czy mozna
przewidzie¢ wyniki gry w lotto? Dowiesz si¢ z naszego e-podrecznika.

« Stereometria
o Punkty, proste i ptaszczyzny w przestrzeni
o Graniastostup prosty i jego wtasnosci. Zwigzki miarowe w graniastostupach
o Ostrostup i jego wtasnosci
o Bryty obrotowe
= Bryty obrotowe - walec
= Bryty obrotowe - stozek
o Bryty w 3D
Elementy statystyki opisowej

o Srednia, mediana, dominanta
o Miary rozproszenia
Kombinatoryka
o Liczba elementéw zbioru skonczonego

o Reguta mnozenia, reguta dodawania

o Podzbiory zbioru skonczonego (tres¢ podstawowa)
o Podzbiory zbioru skonczonego (tres¢ rozszerzona)
o Zadania

Prawdopodobieristwo
o Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wtasnosci prawdopodobienstwa.
Obliczanie prawdopodobienstw zdarzen losowych
o Klasyczna definicja prawdopodobienstwa (tres¢ rozszerzona)
Stowniczek



Punkty, proste i ptaszczyzny w przestrzeni

Obraz przestrzeni, zgodny z tym, jaki tworzy oko ludzkie, jest przedstawiany w malarstwie
lub rysunku za pomoca zasad perspektywy. Dzigki temu sposobowi ptaskiego
odwzorowania jesteSmy w stanie wyobrazi¢ sobie rzeczywisty ksztalt i wzajemne potozenie
przedstawianych obiektow przestrzennych.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Takie kompleksowe podejScie do zwigzkéw miedzy obiektami w przestrzeni nie bedzie
nam potrzebne. W kilku kolejnych rozdziatach bedziemy bada¢ jedynie wybrane wlasnosci
pewnych figur geometrycznych umieszczonych w przestrzeni trojwymiarowe;.

W przedstawionych przyktadach bedziemy si¢ starali przeprowadzi¢ rozumowanie
stosowne do zadanej sytuacji przestrzenne;j.

Wprowadzimy tez niezbedne definicje, a kluczowe zaleznosci miedzy omawianymi
obiektami podamy jako twierdzenia.

Zwiazki miarowe w figurach przestrzennych bedziemy analizowa¢ za pomocg rysunkow
przedstawionych na ptaszczyznie. Przyjmujemy znang i stosowang w praktyce szkolnej
umowe, ze modele figur przestrzennych (ktore inaczej nazywamy brytami) bedziemy
odwzorowywac na ptaszczyznie wedlug zasad rzutu réwnolegtego.

W ten sposob figury rownolegte do kartki beda przystajgce do ich obrazéw narysowanych
na kartce, a figury nieréwnoleglte do kartki zmienig ksztatt.

Ponizej przedstawiony jest model szescianu ABCDEFGH narysowany wedtug powyzszych
zasad.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jego $ciany ABEF i CDHG leza w plaszczyznie réwnoleglej do kartki, wiec sa narysowane
jako kwadraty, a w przypadku pozostatych $cian narysowane sg rownolegtoboki.

Punkty i proste w przestrzeni

W ponizszych przyktadach bedziemy ilustrowali ptaszczyzne w przestrzeni, prezentujac jej
wybrang czeS¢, istotng dla prezentowanych rozwazan. Zazwyczaj bedzie to prostokat
wyciety z tej plaszczyzny.

Na rysunku przedstawiona jest plaszczyzna p; i lezagce w niejdwa punkty Ai B.

Przyktad 1

Rozpatrzmy prosta AB na plaszczyznie p;.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze oprocz plaszczyzny p; s3 jeszcze inne, w ktorych lezy prosta AB.




Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozpatrzmy teraz plaszczyzne p, r6zng od pp, w ktorejlezy punkt A, ale nie lezy w niej
punkt B.

Wtedy poza punktem A nie ma na prostej AB takiego punktu, ktory lezy tez

w plaszczyznie ps.

Natomiast jezeli punkt C lezacy w plaszczyZnie p; lezy rowniez w plaszczyznie ps, to
wszystkie punkty prostej AC leza zaréwno w plaszczyznie py, jak i w plaszczyznie p,.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze:

 p; jest jedyng plaszczyzna, do ktorej nalezg wszystkie trzy punkty A, Bi C,
 p; jest jedyng ptaszczyzna, do ktorej nalezy prosta AB oraz punkt C,
 p; jest jedyng plaszczyzna, do ktorej naleza proste ABi AC.

Uogolniajgc to spostrzezenie, stwierdzimy, ze ptaszczyzna jest wyznaczona
jednoznacznie przez:



» trzy rozne punkty niewspotliniowe (zatem stolik na trzech nogach postawiony na
podtodze jest stabilny - nie bedzie si¢ chwiat),
o prostgipunkt, ktory do niejnie nalezy,

» dwie proste przecinajace si¢.

Dwie ptaszczyzny

Twierdzenie: o dwéch réznych ptaszczyznach nierownolegtych

Jezeli dwie rézne plaszczyzny p; i p» maja wspélne dwa rozne punkty A i B, to prosta AB
lezy zarowno w plaszczyznie p1, jak i w plaszczyznie po. MOWimy wtedy, ze prosta AB jest
krawedzig przeciecia tych ptaszczyzn.

W przestrzeni istnieja rowniez pary ptaszczyzn, ktore nie majg punktow wspolnych.

Definicja: Rézne ptaszczyzny rownolegte

Dwie rozne ptaszczyzny, ktore nie majg punktow wspolnych, nazywamy plaszczyznami
rownoleglymi.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Mozliwe s3 zatem trzy przypadki, opisujace wzajemne potozenie dwoch plaszczyzn:

» dwie plaszczyzny pokrywaja si¢ (kazdy punkt jednej ptaszczyzny nalezy rowniez do
drugiej ptaszczyzny),

» dwie plaszczyzny przecinajg si¢ (ich czescia wspolng jest wtedy prosta),

» dwie plaszczyzny nie majg punktow wspolnych (sa rownolegte).

Uwaga. Rozpatrzmy dwie plaszczyzny rownolegte p1 i p2 oraz ptaszczyzne ps, ktora nie jest
do nich réwnolegla. Wowczas plaszczyzna ps przecina kazda z plaszczyzn p1 oraz ps
wzdtuz prostej — odpowiednio k lub [.
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Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Te proste lezg w jednej ptaszczyznie ps, ale nie majg punktow wspolnych, poniewaz leza
w plaszczyznach réwnoleglych p; oraz ps. Oznacza to, ze proste kil s3 takze rownolegte.

Z drugiej strony: jezeli w kazdej z dwoch ptaszczyzn rownoleglych p; oraz p, wybierzemy
proste rownolegle odpowiednio ki [, to przez te proste przechodzi dokladnie jedna
plaszczyzna.

Zatem plaszczyzna jest wyznaczona jednoznacznie rowniez przez dwie proste rownolegle.

Prosta i ptaszczyzna

Definicja: prosta réwnolegta do ptaszczyzny

Prosta, ktora nie lezy w ptaszczyznie i nie ma z tg ptaszczyzng punktow wspolnych, jest
rownolegla do tej ptaszczyzny.

P

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Uwaga. Przyjmujemy, ze kazda prosta lezaca w plaszczyznie jest takze rownolegla do tej
ptaszczyzny (jak np. prosta AB z poprzedniego przykladu, ktora lezy w plaszczyznie p;).

Definicja: prosta przebijajaca ptaszczyzne

Prosta, ktora nie lezy w plaszczyznie i nie jest do tej plaszczyzny rownolegta, ma
dokladnie jeden punkt wspolny z ta ptaszczyzna. Méwimy, ze prosta przebija ptaszczyzne
w tym punkcie.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Mozliwe s3 zatem trzy przypadki, opisujace wzajemne potozenie prosteji ptaszczyzny:

o prosta lezy na ptaszczyznie (kazdy punkt prostejjest rowniez punktem ptaszczyzny),

e prosta przebija ptaszczyzne (prosta ma doktadnie jeden punkt wspolny z ptaszczyzng),

o prosta jest rownolegla do ptaszczyzny (prosta i ptaszczyzna nie majg punktow
wspolnych).

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiony jest graniastostup tréjkatny ABCDEF o podstawach ABC i
DEF.

1. Rozpatrzmy plaszczyzne p;, w ktorejlezy podstawa ABC. Prosta AB lezy w tej
plaszczyznie, prosta DE jest do niej réwnolegla, a prosta DC przebija ptaszczyzne p;
w punkcie C.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. Rozpatrzmy plaszczyzne py, w ktorejlezy Sciana boczna BCFE. Prosta FC lezy w tej
plaszczyznie, prosta DA jest do niejréwnolegla, a prosta DB przebija ptaszczyzne py
w punkcie B.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. Rozpatrzmy plaszczyzne¢ ps, w ktorejleza punkty A, B oraz F'. Tréojkat ABF jest
ptaskim przekrojem graniastostupa ABCDEF plaszczyzng ps. Prosta AB lezy w tej
plaszczyznie, prosta CF przebija ja w punkcie F', a prosta DE jest do plaszczyzny ps
rownolegta.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dwie proste w przestrzeni

Przypomnijmy, ze dwie proste przecinajgce si¢ oraz dwie rozne proste rownolegte leza
w jednej plaszczyznie.
Istnieja w przestrzeni pary prostych, ktore nie majg punktow wspolnych i nie leza w jedne;j

plaszczyznie.
Przyktad 3

Wybierzmy w przestrzeni punkty A i B oraz taki trzeci punkt C, ktéry nie lezy na prostej

AB.

Plaszczyzne, ktorg wyznaczyly punkty A, B, C, oznaczmy przez p.

Rozpatrzmy teraz prosta k, ktéra przebija plaszczyzne p w punkcie C'i wybierzmy na
prostej k punkt D rozny od C.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pokazemy, ze proste AB i CD nie maja punktéw wspolnych.
Gdyby proste AB i CD mialy punkt wspolny, to te dwie proste wyznaczalyby




plaszczyzne. Poniewaz punkty A, B oraz C'lezg w plaszczyznie p, wiec to wlasnie p
bytaby plaszczyzna wyznaczong przez proste AB i CD. Jednakze punkt D nie lezy

w plaszczyznie p, co oznacza, ze proste AB i CD nie majg punktow wspolnych i nie lezg
w jednej plaszczyznie. Proste AB i CD s tak zwanymi prostymi sko$§nymi.

Definicja: proste skosne w przestrzeni

Dwie proste w przestrzeni, ktore nie lezg w jednej ptaszczyznie, nazywamy prostymi
sko$nymi.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiony jest prostopadtoscian ABCDEFGH.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wykazemy, ze:

1. proste AB i DH s3 sko$ne
Rozpatrzmy plaszczyzne Sciany ADHE. W tej plaszczyznie lezg punkty A, Di H,
natomiast punkt B w niejnie lezy.
Zatem proste AB i DH s3 skosne.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. proste AE i BH s3 sko$ne
Rozpatrzmy plaszczyzne $ciany ABFE. W tej plaszczyznie leza punkty A, Bi E,
natomiast punkt H w niejnie lezy. Zatem proste AE i BH sa skosne.

A

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. proste BH i DG sg sko$ne
Rozpatrzmy plaszczyzne $ciany DCGH, w ktorejleza punkty D, G i H. Punkt B nie
lezy w plaszczyznie wyznaczonej przez punkty D, G i H. Zatem proste BHi DG s3
sko$ne.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki L.odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Mozliwe s3 zatem cztery nastepujgce przypadki opisujace wzajemne potozenie dwoch
prostych w przestrzeni:

» proste pokrywaja si¢ (kazdy punkt jednej prostej nalezy rowniez do drugiej),

» proste lezg w jednej ptaszczyznie i przecinajg sie w jednym punkcie,

» proste lezg w jednej ptaszczyznie i nie majg punktow wspolnych (sg rownolegte),
» proste nie leza w jednej ptaszczyznie i nie majg punktow wspolnych (sg skosne).

Prosta prostopadta do ptaszczyzny. Kat nachylenia
prostej do ptaszczyzny

Omowimy teraz pojecie prostej prostopadlej do ptaszczyzny.

W wielu sytuacjach praktycznych uzytkujemy sprzety, w ktorych dziataniu widac
zastosowanie modelu pojecia prostej prostopadlej do ptaszczyzny. Kazde skrzydia drzwi,
okna (o ile nie s3 uchylne), bramy czy furtki musza by¢ zamocowane na zawiasach do
pionowego, nieruchomego stupka oScieznicy (nazywanej tez futryng). Fachowiec, ktory
montuje takg oScieznice, musi sprawdzi¢, czy stupek jest umocowany w pionie. Za pomocg
odpowiednich narzedzi (np. poziomicy) weryfikuje ustawienie stupka, korzystajac

z nastepujgcej zasady: stupek jest ustawiony pionowo, gdy zostato ustalone, ze jest on
prostopadly do poziomu w dwoch réznych kierunkach.

Kiedy stupek o$cieznicy jest zamocowany pionowo, to niezaleznie od tego, jak odchylimy
zamocowane do niego skrzydia drzwi, zawsze bedziemy mieli pewnoS$¢, Ze sg one
ustawione wilasciwie (czyli prostopadle do poziomu).

Formalnie pojecie prostej prostopadtej do ptaszczyzny wprowadzamy za pomocg
nastepujacej definicji.



Definicja: prostej prostopadtej do ptaszczyzny

Prostg k, przebijajaca ptaszczyzne p w punkcie O nazywamy prostopadia do tej
plaszczyzny, gdy prosta k jest prostopadta do kazdej prostejlezacejw ptaszczyznie p
i przechodzacej przez punkt O.

Twierdzenie: o prostej prostopadtej do ptaszczyzny

Rozpatrzmy plaszczyzne p oraz dwie zawarte w tej plaszczyzZnie proste I i m, ktore
przecinajg si¢ w punkcie O. Jezeli prosta k przebija ptaszczyzne p w punkcie O tak, ze
jest prostopadita zaré6wno do prostejm, jak i do prostejl, to jest ona prostopadta do kazde;j
prostejlezacejw plaszczyznie p i przechodzacejprzez punkt O.

Przyktad 5

Wybierzmy na prostej k punkt K ro6zny od O. Przez K’ oznaczmy punkt symetryczny do
K wzgledem O.
Rozpatrzmy w plaszczyznie p dwie proste:

« dowolng prostg n, ktéra przechodzi przez punkt O i jest rézna od kazdej z prostych k
il,
« dowolng prostg s, ktora lezy w plaszczyznie p i nie przechodzi przez punkt O.

Przez L, M oraz N oznaczmy punkty, w ktorych prosta s przecina proste odpowiednio
[, min.

A’/

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wtedy:



« w trojkacie KK’M prosta OM jest prostopadta do KK’ i przechodzi przez srodek O
tego boku, zatem jest symetralng boku KK’. Oznacza to, ze [MK| = [MK .

» w trojkacie KK’L prosta OL jest prostopadia do KK’ i przechodzi przez $rodek O
tego boku, zatem jest symetralng boku KK’. Oznacza to, ze |[LK| = LK 7.

Poniewaz [MK| = MK ’| oraz |LK| = |LK ’|, wiec na mocy cechy bok-bok-bok

stwierdzamy, ze trojkaty MKL i MK’L sg przystajace. Stad wynikaja rownos$ci katoéw:

|/KML| = |£/K’ML| oraz |/ KLM| = |ZK’LM|.

Poniewaz |[MK| = |MK ’| oraz | £ KMN| = |ZK’MN]|, wiec na mocy cechy bok-kat-bok

stwierdzamy, ze trojkaty MKN i MK’N sg przystajgce. Stad |[NK| = [NK ’

ze trojkat KNK jest rownoramienny. W tym tréjkacie srodkowa ON poprowadzona

, CO 0znacza,

z wierzchotka miedzy ramionami jest prostopadta do podstawy KK’. Oznacza to, ze

prosta n jest prostopadia do prostej k. To spostrzezenie konczy dowod.

Uwaga. Poniewaz prosta KK’ jest prostopadia do ptaszczyzny p, wiec kazda z plaszczyzn
przechodzacych przez prosta KK”’:

» plaszczyzna wyznaczona przez punkty K, K’ oraz M,
 plaszczyzna wyznaczona przez punkty K, K’ oraz N,
 plaszczyzna wyznaczona przez punkty K, K’ oraz L

jest prostopadta do ptaszczyzny p.
Zatem dwie plaszczyzny nazywamy prostopadtymi, jesli jedna przechodzi przez prosta
prostopadig do drugie;.

Prowadzac prostopadig na ptaszczyzne p z punktu A lezacego poza tg plaszczyzna,
przebijamy plaszczyzne p w punkcie B. Dlugos¢ odcinka AB wyznacza odleglo$¢ punktu A
od ptaszczyzny p. Jezeli wybierzemy na ptaszczyznie p dowolny punkt P rozny od B, to jego
odleglos¢ od A jest wigksza od dlugosci odcinka AB, co natychmiast wynika z zastosowania
twierdzenia Pitagorasa w trojkacie prostokgtnym ABP.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Punkt B nazywamy tez rzutem prostokatnym punktu A na ptaszczyzne p.
Rownie oczywiste jest spostrzezenie, ze wszystkie punkty prostejrownoleglej do danej
plaszczyzny sg rownoodlegle od tej ptaszczyzny.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jezeli natomiast dla pewnych dwoch punktow prostej odlegtosci od ptaszczyzny sg rozne,
to ta prosta przebija ptaszczyzne.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze rzutem prostokgtnym dowolnej prostej k na ptaszczyzne p jest prosta [, ktorg
niekiedy nazywa si¢ Sladem prostej k na ptaszczyznie p.

Przyktad 6

Przy montazu terenowego masztu antenowego stosuje si¢ tzw. odciggi. Sg to zazwyczaj
linki stalowe o odpowiedniej wytrzymatosci. Jeden koniec odciggu jest polaczony

z konstrukcjg masztu, a drugi - z podtozem. Do mocowania odciaggu w praktyce stosuje
sie regulowane potaczenia przegubowe zarowno od strony podioza, jak i masztu. Odciagi
rozmieszcza sie rownomiernie wokot osi masztu, w grupach po trzy lub cztery.

Zeby odciagi te jednakowo przenosity obcigzenia poziome, nalezy zadba¢ réwniez o to,
aby byty nachylone do ptaszczyzny podtoza pod takim samym katem.




Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pokazemy, ze wszystkie te warunki sg zrealizowane, gdy miejsca potgczen odciggow

z fundamentem znajduja si¢ w wierzchotkach wielokata foremnego, wpisanego w okrag
o Ssrodku znajdujgcym si¢ w punkcie mocowania masztu do podtoza.

Rozpatrzmy model masztu z trzema odciggami (jak na rysunku).

A

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Spojrzmy na plaszczyzne p, w ktorejleza punkty A, B, Ci O. Punkty A, B, C znajduja
sie w wierzcholkach tréjkata rownobocznego, wpisanego w okreg o Srodku O.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kazdy z odcinkow: OA, OB, OC jest rzutem prostokatnym odcinka odpowiednio:
AW, BW oraz CW na plaszczyzne p.

O
A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz |AO| = |BO| = |CO|, wiec na mocy cechy bok-kat-bok tréjkaty prostokatne:
AOW, BOW, COW sg przystajace. Oznacza to, ze odcinki AW, BW oraz CW sa
rowne, a takze rowne sg katy: OAW, OBW, OCW.

O
A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Kazdy z katow: OAW, OBW, OCW uznajemy za kat nachylenia prostej odpowiednio:
AW, BW oraz CW do plaszczyzny p.

Przyjmujemy bowiem nastepujaca umowe.
Definicja: kat nachylenia prostej do ptaszczyzny

Rozpatrzmy plaszczyzne p oraz prosta k, ktéra nie jest ani réwnolegla, ani prostopadta do
plaszczyzny p. Kgtem nachylenia prostej k do ptaszczyzny p nazywamy kat ostry miedzy
ta prosta i jej rzutem prostokgtnym [ na plaszczyzne p.

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 7

Rozpatrzmy model masztu OW z czterema odciagami AW, BW, CW oraz DW. Przy
opisanych wczesniej zalozeniach: czworokgt ABCD jest kwadratem, ktorego przekatne
przecinajg si¢ w punkcie O.

A

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz |[AO| = |BO| = |CO| = |DO|, wiec na mocy cechy bok-kat-bok trojkaty
prostokatne: AOW, BOW, COW oraz DOW s3a przystajgce. Oznacza to, ze rowne s3
katy nachylenia odcinkéw AW, BW, CW oraz DW do ptaszczyzny, w ktorejlezy
kwadrat ABCD.




O
A B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 8

W graniastostupie prawidlowym trojkatnym ABCDEF podstawami sg tréjkaty ABC i
DEF. Zaznaczymy kat, pod jakim przekatna DB $ciany bocznej ABCD jest nachylona do
Sciany bocznej BCFE.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wyznaczymy rzut prostokatny prostej BD na §ciang BCFE. Postawmy w tym celu
graniastostup na tej Scianie.

Zauwazmy, ze prosta BD przebija Sciang BCFE w punkcie B. Dany graniastostup jest
prosty, zatem plaszczyzny $cian DEF i BCFE sg prostopadle. Ponadto tréjkat DEF jest
rownoboczny, wiec rzutem prostokgtnym punktu D na $ciang BCFE jest punkt G -
srodek krawedzi EF. Zatem katem «, pod jakim prosta DB jest nachylona do $ciany
BCFE, jest kat DBG.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Reguta: o trzech prostych prostopadtych

Rozpatrzmy plaszczyzne p oraz prosta k, ktéra przebija te ptaszczyzne w punkcie P.
Oznaczmy przez |l prosta, ktora jest rzutem prostokgtnym prostej k na ptaszczyzne p.
Wowczas dowolna prosta m lezgca w plaszczyznie p jest prostopadla do prostej k wtedy
i tylko wtedy, gdy jest prostopadta do prostej (.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dowadd

Rozpatrzmy na prostej k punkt K rézny od P.Jego rzutem prostokgtnym jest punkt L,
ktory lezy na prostej (.

u:Rysunek ptaszczyzny p oraz prostej k, ktéra przebija te ptaszczyzne w punkcie P. Zaznaczono
prosta |, ktéra jest rzutem prostokatnym prostej k na ptaszczyzne p oraz prostg m lezaca na tej
ptaszczyznie prostopadtej do prostych ki . Na prostej k lezy punkt K rézny od punktu P oraz
punkt L, ktoéry jest rzutem prostokatnym punktu K.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Wtedy prosta KL jest prostopadta do ptaszczyzny p, a wiec kazda ptaszczyzna, ktora
zawiera prosta KL, jest prostopadta do p. Jedng z takich ptaszczyzn jest ta, ktora
wyznaczaja proste ki [. Nazwijmy te plaszczyzne p’.

Rozpatrzmy prosta n lezgca w plaszczyznie p’, przechodzacg przez punkt P i rownolegla
do KL.

ur:Rysunek ptaszczyzny p oraz prostej k, ktéra przebija te ptaszczyzne w punkcie P. Zaznaczono
prosta |, ktora jest rzutem prostokatnym prostej k na ptaszczyzne p oraz prostg m lezaca na tej
ptaszczyznie prostopadtej do prostych ki . Na prostej k lezy punkt K rézny od punktu P oraz
punkt L, ktory jest rzutem prostokatnym punktu K. Prosta n jest rownolegta do prostej KL.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz prosta n jest prostopadta do ptaszczyzny p, wiec jest rowniez prostopadta do
prostej m.
Zatem:

 jezeli m jest takze prostopadia do k, to jest prostopadta do plaszczyzny p’ (bo jest
prostopadta do dwoch prostych lezacych w tej ptaszczyznie: n oraz k), zatem i do
prostejl,

« jezeli m jest takze prostopadla do [, to jest prostopadia do ptaszczyzny p’ (bo jest
prostopadta do dwoch prostych lezacych w tej ptaszczyznie: n oraz ), zatem i do
prostej k.

Oznacza to, ze prosta m jest prostopadia do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prostopadta do proste;j .
To spostrzezenie konczy dowod.

Przyktad 9

Podstawg ostrostupa ABCDW jest prostokagt ABCD. Krawedz boczna DW jest
wysokoscig tego ostrostupa. Wykazemy, ze wszystkie Sciany boczne tego ostrostupa sa
trojkgtami prostokatnymi.

Poniewaz krawedz boczna DW jest wysokoscig tego ostrostupa, wiec prosta DW jest
prostopadta do ptaszczyzny podstawy ABCD danego ostrostupa. W szczegdlnosci DW
jest prostopadia do prostych DA oraz DC, zatem trojkaty ADW i CDW sg prostokatne.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy ponadto, ze:

» prosta AW przebija plaszczyzne podstawy ostrostupa w punkcie A4, a jej rzutem
prostokatnym na te plaszczyzne jest prosta DA,

» prosta CW przebija ptaszczyzne podstawy ostrostupa w punkcie C, a jej rzutem
prostokatnym na te ptaszczyzne jest prosta DC.

Poniewaz ABCD jest prostokatem, wiec prosta DA jest prostopadta do prostej AB,
a prosta DC jest prostopadta do prostej CB. Korzystajgc zatem z twierdzenia o trzech
prostych prostopadtych, stwierdzamy, ze:

o prosta AW jest prostopadta do prostej AB, co oznacza, ze trojkat ABW jest
prostokatny,

» prosta CW jest prostopadla do prostej CB, co oznacza, ze trojkat BCW jest
prostokatny.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W ten sposob wykazalismy, ze wszystkie $ciany boczne ostrostupa ABCDW s3
trojkgtami prostokatnymi.



Kat miedzy dwiema ptaszczyznami

Podamy teraz sposob, wedtug ktorego mierzymy kat nachylenia ptaszczyzny q do
plaszczyzny p, gdy te plaszczyzny nie s3 ani rownolegte, ani prostopadle.

W tym celu z dowolnego punktu P wybranego na krawedzi k tych plaszczyzn (czyli na
prostej, wzdluz ktorej przecinajg si¢ ptaszczyzny p i g) prowadzimy w kazdej z tych
plaszczyzn prostg prostopadly do krawedzi k - oznaczmy te proste przez [ i m. Mniejszy
z katow utworzonych przez proste [ i m nazywamy katem nachylenia ptaszczyzny p do
plaszczyzny gq.

Praktycznie dla zmierzenia takiego kata nachylenia wystarczy zatem zaznaczy¢ dwie
prostopadie do krawedzi polproste w stosownych do sytuacji potptaszczyznach i zmierzyc
kat miedzy nimi.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W tej sytuacji warto przypomnie¢ pomyst z wezesniejszego przyktadu - po otwarciu drzwi
zamocowanych do pionowego stupka oscieznicy mozemy, stosujac powyzszy przepis, bez
ktopotu zmierzy¢ kat, o jaki skrzydta tych drzwi odchylily si¢ od ptaszczyzny, w ktorej
zamocowana jest oScieznica.

Przyktad 10

Wro6¢my do modelu, rozpatrywanego w przykladzie 7. Wykazemy, ze kazda z czterech
plaszczyzn $cian bocznych ostrostupa ABCDW jest nachylona pod tym samym katem do
plaszczyzny podstawy ABCD.

e SposOb I




Rozpatrzmy dwie plaszczyzny: plaszczyzne p, w ktorejlezy kwadrat ABCD, oraz
plaszczyzne g1, w ktorejlezg punkty B, Ci W. Oznaczmy przez E $rodek odcinka BC.
Narysujmy tréjkat BCW na plaszczyznie, na ktorejlezy kwadrat ABCD.

D C
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze

» poniewaz punkty Bi C sa rowno oddalone od punktu O, wigc O lezy na symetralne;j
odcinka BC,

» poniewaz punkty Bi C sa rowno oddalone od punktu W, wiec W lezy na
symetralnej odcinka BC.

Zatem w punkcie E, symetralna OW przecina pod katem prostym odcinek BC.
Oznacza to, ze mierzac kgt OEW (oznaczony na rysunku jako ), dowiemy sie, pod jakim
katem plaszczyzna ¢ jest nachylona do ptaszczyzny p.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozpatrzmy z kolei ptaszczyzny:



o go - wktorejlezg punkty C, Di W,
e g3 - w ktorejleza punkty D, Ai W,
e g4 - w ktorejlezg punkty A, Bi W.

Oznaczmy tez $rodki odcinkéow CD, DA oraz AB przez odpowiednio F', G oraz H.
Narysujmy teraz kazdy z tréjkatow: ABW, BCW, CDW i DAW na plaszczyznie, na
ktorejlezy kwadrat ABCD.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozumujgc podobnie jak w przypadku ptaszczyzn pi q, stwierdzamy, ze:

» kat nachylenia ptaszczyzny go do ptaszczyzny p ma miare taka, jak kat OFW,
« kat nachylenia plaszczyzny g3 do ptaszczyzny p ma miare taka, jak kat OGW,
« kat nachylenia plaszczyzny g4 do ptaszczyzny p ma miare taka, jak kat OHW.

Poniewaz tréjkaty OEW, OFW, OGW oraz OHW maja réwne przyprostokatne (s3 to
wysokosci przystajgcych trojkatow rownoramiennych ABW, BCW, CDW oraz DAW),
a takze réwne sg odcinki OE, OF, OG oraz OH, to te trojkaty sa przystajgce. Zatem katy
OEW, OFW, OGW i O HW sa réwne. Stad réwne sa katy nachylenia ptaszczyzn ¢, go,
g3 oraz q4 do ptaszczyzny p.

e Sposob II

Tym razem pokazemy, ze przy ustalaniu miar omawianych katow dwusciennych mozna
skorzysta¢ z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych.

Zauwazmy, ze prosta OW jest prostopadta do plaszczyzny p, w ktorejlezy kwadrat
ABCD. Prosta WE przebija ptaszczyzne p w punkcie E. Rzutem prostokatnym proste;j
WE na plaszczyzne p jest prosta OE. Poniewaz prosta WE jest prostopadta do proste;j
BC (bo WE jest wysoko$cig w trojkacie rownoramiennym BCW), wiec na podstawie



twierdzenia o trzech prostych prostopadlych jest réwniez prostopadta do prostej OE.
Zatem kat OEW opisuje kat nachylenia ptaszczyzny q; do ptaszczyzny p.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Korzystajgc z twierdzenia o trzech prostych prostopadlych, opisujemy katy nachylenia
plaszczyzn qo, g3, g4 do plaszczyzny p jako katy OFW, OGW i OHW. W trdjkatach
OEW, OFW, OGW i OHW przyprostokgtna OW jest wspolna, a przeciwprostokgtne
EW, FW, GW i HW s3a rowne, wigc te trojkaty sg przystajace. Stad rowne s3 katy
nachylenia plaszczyzn ¢, g2, g3 oraz q4 do ptaszczyzny p.

Uwaga.

Podobne rozumowanie pozwala stwierdzic¢, ze w dowolnym ostrostupie prawidtowym
rowne s3 katy, pod jakimi kazda ze Scian bocznych jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy. W kazdym takim ostrostupie spodek O wysokosci poprowadzone;j

z wierzchotka W ostrostupa na podstawe jest bowiem srodkiem okregu opisanego na tej
podstawie. Rowne s3 takze wysokos$ci Scian bocznych takiego ostrostupa. Zatem

z twierdzenia o trzech prostych prostopadtych otrzymujemy przystawanie trojkatow,
w ktorych jeden z katow ostrych ma miare kata nachylenia Sciany bocznej do podstawy.
Stad te katy nachylenia sa rowne.

Przyktad 11

Podstawg ostrostupa ABCDW jest kwadrat ABCD. Punkt E jest Srodkiem krawedzi AD,
odcinek EW jest wysokoscig ostrostupa.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zaznaczymy katy nachylenia $cian bocznych: ABW, BCW, CDW oraz DAW tego
ostrostupa do plaszczyzny podstawy ABCD.

Poniewaz prosta WE jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy ABCD, wiec $ciana
DAW jest rowniez prostopadta do tej plaszczyzny.

Prosta EA jest rzutem prostokgtnym prostej W A na plaszczyzne podstawy ABCD.
Poniewaz podstawa jest kwadrat ABCD, wiec prosta EA jest prostopadia do prostej AB.
Zatem na podstawie twierdzenia o trzech prostych prostopadtych takze prosta WA jest
prostopadta do prostej AB. Oznacza to, ze kat WAE jest katem nachylenia plaszczyzny
sciany WAB do plaszczyzny podstawy ABCD.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Prosta ED jest rzutem prostokatnym prostej WD na plaszczyzne podstawy ABCD.
Proste ED i DC s3 prostopadte, zatem na podstawie twierdzenia o trzech prostych
prostopadlych rowniez prosta WD jest prostopadta do prostej DC. Oznacza to, ze kat
WDE jest katem nachylenia ptaszczyzny Sciany WDC do plaszczyzny podstawy ABCD.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze w przypadku tego ostrostupa katy nachylenia dwoch $cian: ABW oraz
CDW do plaszczyzny podstawy ABCD zmierzyli$my za pomocg katéw plaskich
odpowiednio: WAD i WDA w §cianie DAW.

Oznaczmy $rodek krawedzi BC przez F. Wtedy prosta EF jest rzutem prostokgtnym
prostej WF na plaszczyzne podstawy ABCD. Proste EF i BC sg prostopadle, zatem na
podstawie twierdzenia o trzech prostych prostopadtych rowniez prosta WF jest
prostopadta do prostej BC. Oznacza to, ze kat WFE jest katem nachylenia ptaszczyzny
sciany WBC do ptaszczyzny podstawy ABCD.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odktadajac kazdy z trojkatow: ABW, BCW, CDW oraz DAW na ptaszczyzne kwadratu
ABCD, otrzymamy nastepujaca siatke ostrostupa ABCDW.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 12

Rozpatrzmy ostrostup prawidtowy czworokgtny ABCDW.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Plaszczyzny Scian ABW oraz CDW maja punkt wspdlny W, zatem przecinajg sie wzdtuz
pewnej prostej przechodzacej przez W. Zaznaczymy krawedz k przecigcia tych
ptaszczyzn.

Zauwazmy, ze proste AB i CD s3a réwnolegle. Zatem prosta k przechodzaca przez W

i rownolegta do jednej z nich jest rownolegta takze do drugie;j.

Oznacza to, ze prosta k



« jest rownolegla do prostej AB i przechodzi przez punkt W, zatem lezy
w plaszczyznie §ciany ABW,

 jestrownolegta do prostej CD i przechodzi przez punkt W, zatem lezy
w plaszczyznie $ciany CDW.

Plaszczyzny tych §cian nie sg, oczywiscie, rownolegle, zatem prosta k jest szukang
krawedzig przeciecia ptaszczyzn $cian ABW i CDW.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 13

Podstawg ostrostupa czworokgtnego ABCDW jest trapez réwnoramienny ABCD,
w ktorym podstawa AB jest krotsza od podstawy CD.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Plaszczyzny Scian ADW oraz BCW maja punkt wspolny W, zatem przecinaja si¢ wzdtuz

pewnej prostej przechodzgcej przez W. Zaznaczymy krawedz przeciecia tych
plaszczyzn.



Zauwazmy, ze proste AD i BC nie sg rownolegte. Zatem punkt E, w ktérym te proste si¢
przecinajg, lezy jednoczes$nie w plaszczyznie Sciany ADW (bo kazdy punkt prostej AD
lezy w tej plaszczyzZnie) oraz w plaszczyznie Sciany BCW (bo kazdy punkt prostej BC
lezy w tej plaszczyznie).

Mamy zatem dwa punkty E'i W, ktore nalezg jednocze$nie do plaszczyzny kazdej ze
scian: ADW oraz BCW. Punkty te leza wiec na krawedzi, wzdluz ktorej przecinaja sie
ptaszczyzny tych $cian. Oznacza to, ze prosta WE jest szukang krawedzig.

B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 14

Na krawedziach CG oraz HE sze$cianu ABCDEFGH wybrano punkty odpowiednio K
iL.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zaznaczymy ptaski przekroj tego szeScianu ptaszczyzng p, do ktorejnaleza punkty B, K
oraz L.

Do ptaszczyzny tego przekroju nalezy prosta BK. Oznaczmy przez M punkt przeciecia
tej prostej z krawedzig F G, wzdluz ktorej przecinajg sie plaszczyzny $cian BCGF oraz
EHGPF. Zatem punkt M nalezy do ptaszczyzny p, a takze lezy w plaszczyznie $ciany



EHGF. W tej plaszczyzZnie lezy tez punkt L, ktory nalezy do ptaszczyzny przekroju.
Oznacza to, ze prosta ML nalezy do ptaszczyzny p. Oznaczmy przez P punkt, w ktorym
prosta ML przecina krawedz EF miedzy plaszczyznami GHEF oraz BAEF. Punkt P
nalezy do ptaszczyzny przekroju, a takze lezy w plaszczyznie $ciany ABFE. W tej
ptaszczyznie lezy rowniez punkt B, ktory nalezy do ptaszczyzny p. Zatem prosta PB
nalezy do plaszczyzny przekroju.

Oznaczmy przez N punkt, w ktorym prosta PM przecina krawedz GH, a przez Q -

punkt, w ktorym prosta PB przecina krawedz AE.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wobec tego ptaskim przekrojem szeScianu plaszczyzng p, do ktorejnaleza punkty B, K
oraz L jest pigciokat BKNLQ.

A B
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze proste BK i QL lezg w plaszczyznach rownolegtych $cian odpowiednio
BCGF i ADHE danego sze$cianu. Zatem te proste nie maja punktéw wspodlnych, a wiec
sa sko$ne lub rownolegle. Jednoczes$nie obie te proste leza w plaszczyznie p, co oznacza
ze, sa to proste rownolegle.

Rozumujgc podobnie, mozna uzasadni¢ twierdzenie o dwoch plaszczyznach
rownoleglych przecietych plaszczyzng.



Twierdzenie: o dwéch ptaszczyznach rownolegtych przecietych ptaszczyzna

Jezeli ptaszczyzna przecina kazdg z dwoch plaszczyzn rownolegtych, to otrzymane
krawedzie przeciecia sg prostymi rownoleglymi.

Przyktad 15

Na podstawie tego twierdzenia stwierdzamy, ze rowniez proste BQ i NK sg rownolegle
- otrzymujemy je w wyniku przeciecia ptaszczyzng p dwoch réwnoleglych ptaszczyzn:
plaszczyzny $§ciany ABFE oraz plaszczyzny $ciany CDHG.

Zatem pieciokgt BKNLQ ma dwie pary bokéw réwnolegtych: BQ || NK oraz BK || QL.

Przyktad 16

Rozpatrzmy szescian ABCDEFGH, ktérego krawedz ma dlugos¢ a. Wykorzystujac
spostrzezenia poczynione w poprzednim przykladzie, mozna wykazac, ze plaski przekroj
szeScianu plaszczyzng p, do ktorejnaleza srodki K, L, M krawedzi, odpowiednio

EH, HG oraz GC (zobacz rysunek), jest sze$ciokatem foremnym.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Do tego przekroju nalezy bowiem prosta rownolegta do prostej KL i przechodzaca przez
punkt M. Ta prosta przecina krawedz AE w jej srodku V.



A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz $ciany ADHE i BCGF sg rownolegle, wiec plaszczyzna p przecina $ciane
BCGF wzdtuz prostej rownoleglej do KN i przechodzacej przez punkt M. Ta prosta
przecina krawedz BC w jej srodku P.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozumujgc podobnie, pokazujemy, ze do plaszczyzny przekroju nalezy prosta rownolegta
do prostej KL i przechodzgca przez punkt P. Ta prosta przecina krawedz AB w jej
Srodku Q.




Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zatem przekrojem danego sze$cianu jest sze$ciokat KLMPQN.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jego wierzchotki sg Srodkami szeSciu krawedzi szeScianu, wiec kazdy z bokow tego

a‘2/§ . Zauwazmy tez, ze kazda z przekatnych PK, QL i NM

szeSciokata ma dltugosc
sze$ciokgta KLMPQN jest odcinkiem tgczacym $rodki przeciwleglych (niesko$nych)
krawedzi szeScianu, zatem jest rowna przekatnej Sciany szescianu. Stad kazda z tych
przekatnych ma dtugosc av/2. Oznaczmy przez S punkt, w ktorym przecinajg sie
przekatne PK i QL. Poniewaz czworokat KLPQ jest rownolegtobokiem (KL || PQ oraz

KL| = |PQ| = a‘/— ) wiec S jest $rodkiem kazdego z odcinkéw PK, QL. Rozumujac

podobnie, pokazujemy, ze czworokat LMQN rowniez jest rownoleglobokiem, co
oznacza, ze S jest takze Srodkiem odcinka NM. Wobec tego przekatne PK, QL i NM

dziela sze$ciokat KLMPQN na sze$¢ trojkatow rownobocznych o boku ‘“2/5 .To

spostrzezenie konczy dowod - szesciokat KLMPQN jest foremny.

Podamy jeszcze jeden sposéb uzasadnienia, ze sze$ciokagt KLMPQN jest foremny.
Rozpatrzmy proste KL, MP oraz NQ. Poniewaz lezg one w jednej ptaszczyznie, wiec:

» proste KL i MP przecinajg si¢ w punkcie X, lezacym na krawedzi FG miedzy
ptaszczyznami $cian BCGF oraz EHGF,

» proste MP i QN przecinaja si¢ w punkcie Y, lezacym na krawedzi FB miedzy
plaszczyznami $cian CGFB oraz AEFB,

» proste QN i KL przecinaja sie¢ w punkcie Z, lezacym na krawedzi FE miedzy
plaszczyznami $cian GHEF oraz BAEF.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W plaszczyznie Sciany EFGH, na prostej KL leza punkty X oraz Z.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz K i L sg srodkami krawedzi odpowiednio HG i HE, wiec tréojkat HKL jest
trojkatem prostokgtnym i rownoramiennym. Zatem w trojkgtach prostokatnych
KGX i LEZ katy ELZ oraz XK G sg rowne 45°, co oznacza, ze s3 to trojkaty
rownoramienne. Wobec tego kaZdy z nich jest przystajacy do trojkgta HKL. Stad

wynika, ze |XK| = [KL| = |LZ| = %Za, awiec [XZ| = 3[KL| = 224
Rozumujgc podobnie pokazujemy, ze:
e |XM| = [MP| = [PY| = Laq, stad |XY| = 3124,
+ [YQ| = [QN| = |NZ| = L2, stad [YZ| =
Trojkat XYZ jest wiec rownoboczny i ma bok diugosci 3\/_ 3= a. Kazdy z trojkatow XML,
YPQ oraz ZKN jest tez rownoboczny i ma bok dtugosci %a. To oznacza, ze

w sze$ciokacie KLMPQN kazdy z bokow jest rowny @ a i kazdy z katow wewnetrznych

ma miare 120° Zatem sze$ciokat KLMPQN jest foremny.



Zauwazmy przy okazji, ze jezeli ptaski przekroj szescianu jest czworokatem, to
ptaszczyzna tego przekroju przecina pewne cztery Sciany szeScianu. Poniewaz

w szeScianie sg trzy pary Scian rownoleglych, wiec wsérdd tych czterech $cian szeScianu
pewne dwie sg rownolegle. Zatem przekrdj ten jest trapezem. W szczego6lnosci moze byc¢
rombem, a takze moze by¢ prostokgtem.



Graniastostup prosty i jego wtasnosci. Zwiazki
miarowe w graniastostupach

Definicja: Graniastostup prosty

Graniastostup prosty to taki wieloScian, ktorego dwie przystajgce $ciany (podstawy
graniastostupa) sg potozone w rownolegtych plaszczyznach, a pozostate Sciany sg

prostokgtami.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

) Na ptaszczyznie figury przestrzenne przedstawiamy w uproszczeniu.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1

Przyktad @ b

"’ Graniastoslup o podstawie kwadratu. Przyklad ®)

t}' Graniastostup o podstawie szesciokata, Przykiad @)

v

tﬁ Graniastosiup o podstawie trojkata.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje przyktady trzech figur przestrzennych, ktore sg graniastostupem
o podstawie kwadratu, graniastostupem o podstawie szeSciokata i graniastostupem
o podstawie trojkata.

Wazne!

Podstawg graniastostupa moze by¢ trojkat, czworokat i szesciokat.

graniastostup trojkatny graniastostup czworokatny graniastostup szesciokatny

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!



https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

Jezeli podstawa graniastostupa jest wielokat foremny (trojkat rownoboczny, kwadrat,
pieciokat foremny itd.), to mowimy, ze taki graniastostup jest prawidtowy.

T a
y y - a a
Y |
|
|
|
graniastostup prawidtowy graniastostup prawidtowy graniastostup prawidtowy
trojkatny czworokatny szesciokatny

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e it Calide

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Graniastostup, ktorego podstawa jest prostokat, nazywac¢ bedziemy prostopadtoScianem.

Odcinki w prostopadtoscianie


https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Katy w prostopadtoscianie

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przekroje w prostopadtoscianie

Wazne!

SzesScian to taki prostopadtoscian, ktorego wszystkie $ciany sa kwadratami.
Przyktad 2

Krawedz szeScianu jest rowna 6 cm. Obliczymy dlugos¢ przekatnej szescianu.



https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zauwaz, ze jesli podobne obliczenia wykonamy dla dowolnego sze$cianu o krawedzi a, to
otrzymamy wzor na przekatne szesScianu.
Zapamietaj!

Przekatna szeScianu o krawedzi a jest rowna

d=av3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Siatka szeScianu


https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje lezace na stole kostki do gry. Kreslone sg krawedzie jednej kostki -
powstaje sze$cian. Dwa jednakowe sze$ciany rozkladaja si¢ na dwie rozne siatki szeScianu.

Siatka szeScianu

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki szeScianu, ktore sktadaja si¢ w jednakowe
szeSciany. SzeScian zamienia si¢ w kostke do gry, ktora lezy z innymi kostkami na stole.



https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
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Siatka prostopadtoScianu

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje kolumny. Kreslone sg krawedzie jednej kolumny - powstaje
prostopadtoscian. Dwa jednakowe prostopadtosciany rozktadajg sie¢ na dwie rozne siatki
prostopadtoscianu.

Siatka prostopadto$cianu



https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki prostopadtoscianu, ktore sktadaja sie w jednakowe
prostopadtosciany. Prostopadtos$cian zmienia si¢ w kolumne, ktora stoi obok innych

kolumn.

Siatka graniastostupa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje nakretki na Sruby. Kreslone s3 krawedzie jednejnakretki — powstaje
graniastostup o podstawie szeSciokgta foremnego. Dwa jednakowe graniastostupy
rozkladajg si¢ na dwie rozne siatki graniastostupa.

Siatka graniastostupa


https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki graniastostupa, ktore sktadajg sie w jednakowe
graniastostupy. Graniastostup zamienia si¢ w nakretke lezacqg miedzy nakretkami.

Przyktad 3

ABKM.

Punkty M i K s3 srodkami krawedzi szeScianu. Obliczymy pole powierzchni czworokata

)

7
7/

10

|
|
|
1 -
7
10
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10 B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odcinki AB i MK leza na ptaszczyznach rownoleglych i s sobie réwne. Podobnie
odcinki AM || BK oraz |AM| = |BK|. Ponadto odcinek BK lezy na ptaszczyznie
prostopadtej do podstawy szescianu i jest prostopadly do krawedzi AB. Wynika z tego,
ze czworokat ABKM jest prostokatem. Obliczymy dtugosci bokow prostokgta ABKM.


https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Pole powierzchni catkowitej i objetosc

graniastostupa.
Zapamietaj!

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne
P.=2e Pp + B,

gdzie P, oznacza pole podstawy graniastostupa, a P, - pole powierzchni boczne;.
W szczegolnosci pole catkowite

» prostopadlo$cianu o krawedziach a, b, cjest rowne
P. = 2(ab + ac + bc)
» szeScianu o krawedzi a jest rowne
P, = 6a®

 graniastostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi podstawy a i wysokosci H
jest rowne

P. = 2q%> + 4aH


https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

Zapamietaj!
Objetosc¢ graniastostupa jest rowna
V=PFP,eH

gdzie P, oznacza pole podstawy graniastostupa, a H - wysokoSc¢ bryty.
W szczegolnosci objetose

» prostopadlo$cianu o krawedziach a, b, cjestrowna V = abc
e szeScianu o krawedzi a jest rowna

V=d

 graniastostupa prawidlowego czworokatnego o krawedzi podstawy a i wysokosci H
jest rowna

V=a2eH
Przyktad 4

Przekatna podstawy szeScianu ma dtugosc 12. Oblicz pole powierzchni catkowite;
i objetos¢ szeScianu.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatna kwadratu jest réwna a+/2, zatem otrzymujemy réwnanie ay/2 = 12, czyli
a=6v2.
Wynika z tego, ze objetoS¢ szeScianu jest rowna

3
V=d = (6v2) =432v2
a pole powierzchni catkowitej

N2
P,—6a2—=6e (6\/2> — 432
Przyktad 5



W graniastostupie prawidtowym czworokgtnym przekatna podstawy ma dlugosc¢ 6 cm,
a przekatna Sciany bocznej 10 cm. Obliczymy pole powierzchni catkowite;
graniastostupa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 6

Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidlowego czworokatnego,
ktorego krawedz podstawy ma dtugosc 6v/2 cm, a przekatna graniastostupa jest 2 razy
dtuzsza od przekatnej podstawy.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
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Przyktad 7

Przekatna prostopadto$cianu ma dlugos¢ 6 cm i jest nachylona do podstawy pod katem
30°. Pole podstawy prostopadtoscianu jest rowne 24 cm? . Oblicz objetoéé bryty.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 8

Podstawg graniastostupa jest trojkat rownoboczny o polu 12+/3 . Przekatna éciany
bocznejjest nachylona do krawedzi podstawy pod katem 60°. Oblicz pole powierzchni
catkowitej bryty.


https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 9

Objetoé¢ graniastostupa o podstawie kwadratu jest rowna 72+/3. Przekatna $ciany
bocznejjest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°. Obliczymy pole
powierzchni catkowitej graniastostupa.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa jest rowne P, = 2a* + 4aH - zatem do
jego obliczenia bedzie potrzebna dlugos¢ krawedzi podstawy i wysoko$¢ bryly.
W trojkacie prostokatnym AB A; mamy:

tg 30" = &

zatem

V3 _ H
3 a

czyli


https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

_ a3
H—a3

Objeto$¢ graniastostupa jest rowna V = a? e H, czyli 72v/3 = a’ ¢ H .
Wstawiajac wyznaczong wczesniej wartoS¢ H, otrzymamy
72/3 = a3%, czyli a® = 216 Wynika z tego, ze a = 6 oraz

H=0a¥ =6¢ ¥ =23
Zatem pole powierzchni catkowitejjest rowne:

P, =20 +4aH =206+ 406023 =72+483
Przyktad 10

Objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 75 dm? . Przekatna
podstawy graniastostupa ma dlugo$¢ 5 dm. Oblicz sinus kata nachylenia przekatne;j
graniastostupa do ptaszczyzny podstawy.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DnBY88PtA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 1

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne

286 cm?. Przekatna podstawy jest réwna 44/2 cm. Oblicz objetos$¢ tego graniastostupa


https://zpe.gov.pl/a/DnBY88PtA

Cwiczenie 2

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne
144 cm?, a suma dtugosci wszystkich krawedzi jest réwna 60 cm . Oblicz objeto$¢ tego
graniastostupa.

Cwiczenie 3

Pole podstawy graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest réwne 27\/5 , a przekatna
$ciany bocznej jest nachylona do krawedzi podstawy pod katem 45°. Oblicz objetos¢
graniastostupa.

Cwiczenie 4

Jedna z krawedzi podstawy prostopadtoscianu jest 3 razy wieksza od drugiej. Przekatna

prostopadtoscianu ma dtugos¢ 2v/5 cm i jest nachylona do podstawy pod katem 60°. Oblicz
objetos¢ prostopadtoscianu.

Cwiczenie 5

Przekatna podstawy sze$cianu ma dtugosé 5 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej
i objetosc¢ szescianu.

Cwiczenie 6

Pole powierzchni catkowitej szescianu ABCD A; B;C; D jest réwne 432 cm?. Oblicz pole
trojkata A1 BC;.

&

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7

Przekatna szescianu jest o 5 cm dtuzsza od jego krawedzi. Oblicz pole powierzchni catkowitej
i objetosc¢ szescianu.

Cwiczenie 8

Oblicz cosinus kata nachylenia przekatnej szeScianu do ptaszczyzny podstawy.



Ostrostup i jego wtasnosci

Definicja: Ostrostup

Ostrostup to taki wieloscian, ktorego podstawa jest dowolny wielokat, a Sciany boczne s3
trojkatami o wspolnym wierzchotku.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DxeuZnYIs
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Wazne!

Podstawa ostrostupa moze by¢ dowolny trojkat, dowolny czworokat i dowolny szesciokat.

ostrostup tréjkatny ostrostup czworokatny ostrostup szesciokatny

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny (trojkat rownoboczny, kwadrat, pieciokat
foremny itd...), a spodek wysokoSci ostrostupa pokrywa sie¢ ze Srodkiem okregu opisanego
na jego podstawie, to méwimy, ze taki ostrostup jest prawidtowy.


https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Odcinki w ostrostupie
Przyktad 1

Chcac narysowac ostrostup prosty, po narysowaniu podstawy zaznaczamy wysokos¢ -
odcinek prostopadty do ptaszczyzny podstawy. Koniec wysokosci, ktory nie lezy na
podstawie, taczymy z wierzchotkami podstawy.



https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

W przypadku ostrostupow prawidlowych, po narysowaniu podstawy zaznaczamy spodek
wysokosci, ktory jest sSrodkiem okregu opisanego na podstawie, a nastepnie rysujemy
wysokos¢ i krawedzie boczne.

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym spodek wysokosci lezy na przecieciu wysokosci
podstawy.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs
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Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DxeuZnYIs
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Zapamietaj!

« Jesli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sg rowne, to taki ostrostup nazywamy
prostym.

e Ostrostup, ktérego wszystkie $ciany sg trojkgtami rownobocznym,i nazywac
bedziemy czworoScianem.

a

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Katy w ostrostupie


https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Pole powierzchni catkowitej i objetos¢ ostrostupa
Zapamietaj!

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest rowne
Pc - Pp + Pb

gdzie P, oznacza pole podstawy ostrostupa, a P, - pole powierzchni boczne;j.
W szczegolnosci pole catkowite
czworo$cianu o krawedzi a jest rowne

P.=a%/3

Siatka ostrostupa


https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje drewniane klocki w ksztatcie bryt. Kreslone sg krawedzie jednego
klocka - powstaje ostrostup. Nastepnie dwa jednakowe ostrostupy rozktadajg sie na dwie
rozne siatki ostrostupa.

Siatka ostrostupa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie siatki ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktore sktadajg
sie w jednakowe ostrostupy. Ostrostup zamienia si¢ w drewniany klocek lezacy miedzy


https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs
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innymi klockami.

Zapamietaj!
Objetosc¢ ostrostupa jest rowna
V=3P eH
P

gdzie P, oznacza pole podstawy ostrostupa, a H - wysokos¢ bryty.
W szczegolnosci objetosc
e czworo$cianu o krawedzi a jest rowna V = %
« ostrostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi podstawy a i wysokosci H jest
rownaV = 3a’e H
Przyktad 3

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokgtnego jest rowne 72 cm?

. Krawedz
boczna ostrostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem «, takim ze

tga = 0,6. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 4

Wysokos$¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowna 9 cm, a $ciana boczna
ostrostupa jest nachylona do podstawy po katem 60°. Oblicz pole powierzchni catkowitej

tej bryty.



https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 5

Podstawg ostrostupa jest prostokat, ktorego boki pozostajg w stosunku 2 : 3. Trojkat ACS
jest rownoboczny, a jego pole jest rowne 27+/3 dm?. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 6

Podstawg ostrostupa jest trojkat rownoboczny, ktorego wysoko$é jest rowna 9v/3 cm.
Krawedz boczna ostrostupa jest nachylona do podstawy pod katem 60°. Oblicz objetos¢
ostrostupa.


https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs
https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 7

Objetosc¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 9+4/3 dm?. Sciana boczna
jest nachylona do podstawy pod katem «, ktorego tga = % Oblicz pole powierzchni
bocznej tego ostrostupa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxeuzZnYIs
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs
https://zpe.gov.pl/a/DxeuZnYIs

Cwiczenie 1

Na rysunkach przedstawiono ostrostupy prawidtowe. Oblicz objetos¢ kazdego z ostrostupow.

a) b)
A ‘w
[ 5]
6 42

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Podstawg ostrostupa jest prostokat. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Wysoko$¢ Sciany bocznej czworos$cianu foremnego jest rowna 9 cm. Oblicz pole powierzchni
catkowitej i objetos¢ tego czworoscianu.

Cwiczenie 4

Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 2\/3, a wysokos¢ sciany
bocznej jest rowna 4. Oblicz objetos¢ ostrostupa.



Cwiczenie 5

Podstawg ostrostupa jest kwadrat o przekatnej dtugosci 12 cm. KrawedzZ boczna ostrostupa
jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60 °. Oblicz objeto$¢ ostrostupa.

Cwiczenie 6

Sciana boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy pod katem «, ktérego sin a = %. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
ostrostupa, wiedzac, Ze jego wysokos¢ jest rowna 15 dm.

Cwiczenie 7

Wysokos¢ Sciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna krawedzi
podstawy. Pole powierzchni catkowitej tej bryty jest réwne 48 dm?. Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa.

Cwiczenie 8

Podstawg ostrostupa jest tréjkat rownoboczny o polu 64\/5 cm?, a éciany boczne sa
trojkatami prostokatnymi. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Cwiczenie 9

Podstawa ostrostupa jest prostokat o polu 30 cm?2, w ktérym jeden z bokéw jest o 40 %
krotszy od drugiego. Krawedz boczna ostrostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod
katem 60°. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Cwiczenie 10

Podstawga ostrostupa jest szesciokat foremny o polu réwnym 244/3 cm?. Objetos¢ ostrostupa
jest rowna 48+/3¢m3.0blicz sinus kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny
podstawy.



Cwiczenie 11
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Bryty obrotowe - walec

Bryty obrotowe - walec

Bryly obrotowe powstaja w wyniku obrotu figury ptaskiej dookota prostej bedgcej osig

obrotu.
W tym rozdziale zajmiemy si¢ trzema brytami obrotowymi: walcem, stozkiem i kula.

Definicja: Walec

Walec jest to brylta, ktora powstata w wyniku obrotu prostokata dookota proste;j
zawierajacejjeden z bokow prostokata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Zapamietaj!

» Pole powierzchni catkowitej walca jest rowne:
P,=2Pp+ P, =2enr? 4 2nr ¢ H = 2mr(r + h)

» Objetos¢ walca jest rowna:

V =nr’H

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7

Animacja 3D pokazuje stojgce na stole kubki w ksztatcie walca. Kreslone sg krawedzie
jednego kubka - powstaje walec, ktory nastepnie rozktada si¢ na siatke walca.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacija 3D pokazuje siatke walca, ktora sktada si¢ w walec. Nastepnie walec zamienia si¢
w kubek. Na stole stojg kubki w ksztatcie walca.

Przyktad 1

Oblicz objetos¢ walca powstatego w wyniku obrotu prostokata o bokach 12 cm i 16 cm
wokot dtuzszego boku.



https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0CC BY NC 3.0.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje bateri¢ elektryczng. Kreslone sg krawedzie - powstaje walec.
Nastepnie przekroje sko$ne i poprzeczne dzielg walce na dwie bryly.

Przyktad 2

Przekroj osiowy walca jest kwadratem, ktorego przekatna jest rowna 24+/6. Oblicz
objetos¢ walca.



https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 3

Objetoé¢ walca jest réwna 7291 cm?, a érednica podstawy walca jest 2 razy dtuzsza od

jego wysokosci. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego walca.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 4

Powierzchnia boczna walca jest kwadratem o przekatnej dlugosci 8v/2 cm. Oblicz
objetos¢ tego walca.


https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 5

Podstawa walca jest koto o Srednicy 124/3 dm. Przekatna przekroju osiowego walca jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz pole powierzchni bocznej
tego walca.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dqg25hcgT7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7
https://zpe.gov.pl/a/Dq25hcgT7

Cwiczenie 1

Prostokat o bokach 9 cm i 12 cm obraca sie wokét dtuzszego boku. Oblicz objetosc i pole
powierzchni catkowitej walca, ktéry powstanie w wyniku tego obrotu.

Cwiczenie 2

Kwadrat o polu 256 cm? obraca sie wokot boku. Oblicz pole powierzchni catkowitej walca
otrzymanego w wyniku tego obrotu.

Cwiczenie 3

Walec o promieniu 5 cm powstat w wyniku obrotu prostokata, ktérego przekatna jest rowna
13 cm. Oblicz objetos¢ walca.

Cwiczenie 4

Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugosc 6\/5 i jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy walca pod katem 60 °. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej walca.

Cwiczenie 5

Oblicz objetos¢ walca, ktorego wysokos¢ jest rowna 14 cm, a pole powierzchni bocznej

1121 cm?.

Cwiczenie 6

Przekroj osiowy walca jest kwadratem o polu 180 ¢m?2. Oblicz objeto$¢ i pole powierzchni
catkowitej walca.

Cwiczenie 7

Pole podstawy walca jest rowne 181 cm? i stanowi 30% pola powierzchni bocznej. Oblicz
objetos¢ tego walca.



Cwiczenie 8

80 % naczynia w ksztatcie walca o $rednicy 8 cm i wysokoéci 15 cm jest wypetnione woda. lle
szesciennych kostek o krawedzi 2 cm mozna wrzuci¢ do tego naczynia, tak aby woda nie
wylata sie z niego?

Cwiczenie 9
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Bryty obrotowe - stozek

Definicja: Stozek

Stozek to bryla, ktora powstata w wyniku obrotu trojkgta prostokgtnego dookota proste;
zawierajacejjedng z przyprostokatnych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP
https://zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP

wierzchotek

wysokosé

tworzaca \

Srodek podstawy

podstawa

promien podstawy
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!

» Pole powierzchni catkowitej stozka jest rowne:
P. = mr? 4+ mul = nr(r + 1)

e Objetosc¢ stozka jest rowna:

V = %71'7“2}1

Siatka stozka

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje stojace na drodze pachotki drogowe w ksztalcie stozka. Kreslone sg
krawedzie jednego pachotka - powstaje stozek, ktory nastepnie rozkiada si¢ na siatke

stozka.


https://zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP

Siatka stozka

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje siatke stozka, ktora nastepnie sktada sie¢ w stozek. Stozek zamienia
sie w pachotek drogowy. Na drodze stoja cztery pachotki.

Przyktad 1

Trojkat prostokatny o przyprostokgtnych 4 cm i 9 cm obraca si¢ wokot dtuzszego boku.
Oblicz pole powierzchni catkowiteji objeto$¢ otrzymanego w ten sposob stozka.



https://zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 2

Przykroj osiowy stozka jest trojkatem prostokatnym, ktérego przeciwprostokatna jest
rowna 8 cm. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni bocznej stozka.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 3

Pole podstawy stozka jest rowne 481 cm? | a jego tworzaca jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy pod katem o, takim, ze tga = % . Oblicz objetosc¢ stozka.


https://zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP
https://zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 4

Oblicz objetosc¢ stozka, ktorego powierzchnia boczna jest wycinkiem kota stanowigcym
2 kota o promieniu 9 cm.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 1

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym o polu 48\/§ dm?. Oblicz pole
powierzchni bocznej i objetosé tego stozka.

Cwiczenie 2

Tréjkat o przeciwprostokatnej dtugosci 8\/§ cm obrécono wokoét prostej zawierajacej jedng
z przyprostokatnych. Kat rozwarcia otrzymanego w ten sposdb stozka jest rowny 60°. Oblicz
objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego stozka.


https://zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP
https://zpe.gov.pl/a/Dajy7psdP

Cwiczenie 3

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu na ptaszczyznie jest pétkolem o promieniu 14 cm.
Oblicz objetos¢ stozka.

Cwiczenie 4

Koto o srednicy 24 cm podzielono na dwa wycinki kota w ten sposdb, ze jeden z nich stanowi
% drugiego. Z obu wycinkéw utworzono powierzchnie boczne stozkéw. Niech V; oznacza
objetosc¢ stozka utworzonego z wiekszego wycinka, V5 - objeto$¢ stozka utworzonego

z mniejszego wycinka. Wyznacz stosunek %

Cwiczenie 5

Podstawa stozka jest koto o polu 121 cm?. Pole powierzchni bocznej jest 2 razy wieksze od
pola podstawy. Oblicz sinus kata nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy.

Cwiczenie 6

Walec i stozek majg réwne promienie podstawy r i wysokosci H. Oblicz stosunek pola
powierzchni bocznej walca do pola powierzchni bocznej stozka.

Cwiczenie 7

Trojkat prostokatny o przyprostokatnych 3 cmi 4 cm obraca sie wokét przeciwprostokatne;.
Oblicz objetos¢ otrzymanej w ten sposoéb bryty.

Cwiczenie 8

Stozek o promieniu podstawy 2 cm i wysokosci 8 cm przecieto ptaszczyzng réwnolegta do
podstawy przechodzaca przez srodek wysokosci stozka. Oblicz stosunek objetosci bryt na jakie
zostat podzielony stozek.

Cwiczenie 9
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.






Brytyw 3D

Przekroj kuli

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje kule ziemska, ktora zmienia si¢ w kuli. Kula cze$ciowo zanika,
widoczna jest potkula i koto wielkie kuli.

Siatka szeScianu


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje szeScian, ktory rozktada si¢ na siatke szeScianu o krawedzi dtugosci

a. Zapis P = 6 razy a do kwadratu.

Siatka szeScianu

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD
https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Animacja 3D pokazuje lezace na stole kostki do gry. Kreslone sg krawedzie jednej kostki -
powstaje szeScian. Dwa jednakowe szeSciany rozkladaja si¢ na dwie rozne siatki szeScianu.

Siatka szeScianu

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki szeScianu, ktore sktadaja si¢ w jednakowe
szeSciany. Szescian zamienia si¢ w kostke do gry, ktora lezy z innymi kostkami na stole.

SzeScian


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje obracajacy sie szeScian, ktory pozostawia na ptaszczyznie roézne

odbicia.

Siatka prostopadioscianu

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD
https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Animacja 3D pokazuje kolumny. Kreslone sg krawedzie jednej kolumny - powstaje
prostopadioscian. Dwa jednakowe prostopadtosciany rozktadajg sie¢ na dwie rozne siatki
prostopadtoscianu.

Siatka prostopadtoscianu

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki prostopadtoscianu, ktore sktadaja sie w jednakowe
prostopadtosciany. ProstopadtoS$cian zmienia si¢ w kolumne, ktora stoi obok innych
kolumn.

Siatka prostopadtoscianu. Wzor na pole prostopadtoscianu.


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje prostopadloscian, ktory rozklada si¢ na siatke prostopadtoscianu.
Zaznaczone sg pola poszczego6lnych Scian: P = arazyb, P =brazy c, P = arazy c. Zapis: P =
2arazyb +2b razy c +2arazy c.

Siatka stozka


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje stojgce na drodze pachotki drogowe w ksztalcie stozka. Kreslone sg
krawedzie jednego pacholka - powstaje stozek, ktory nastepnie rozklada sie na siatke
stozka.

Siatka stozka

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD
https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Animacja 3D pokazuje siatke stozka, ktora nastepnie sktada sie w stozek. Stozek zamienia
sie w pachotek drogowy. Na drodze stoja cztery pachotki.

Siatka graniastostupa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacija 3D pokazuje siatke graniastostupa o podstawie trojkata, ktora sktada sie
w graniastostup. Graniastostup zmienia si¢ w drewniany klocek lezacy wsrod innych
klockow.

Siatka graniastostupa


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje drewniane klocki. Kreslone sg krawedzie jednego klocka - powstaje
graniastostup o podstawie trojkata, ktory rozkiada si¢ na siatke graniastostupa.

Siatka graniastostupa


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje siatke graniastostupa o podstawie pieciokata, ktora sktada sie

w graniastostup.

Siatka graniastostupa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD
https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Animacja 3D pokazuje graniastostup o podstawie pieciokgta foremnego, ktory rozktada sie
w siatke graniastostupa.

Siatka graniastostupa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje graniastostup o podstawie szeSciokata, ktory rozktada si¢ na siatke
graniastostupa.

Siatka graniastostupa


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje siatke graniastostupa o podstawie szeSciokata, ktora sktada sie

w graniastostup.

Siatka graniastostupa


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje nakretki na Sruby. Kreslone s3 krawedzie jednejnakretki — powstaje
graniastostup o podstawie szes$ciokgta foremnego. Dwa jednakowe graniastostupy
rozktadajg sie na dwie rozne siatki graniastostupa.

Siatka graniastostupa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD
https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki graniastostupa, ktore sktadajg sie w jednakowe
graniastostupy. Graniastostup zamienia si¢ w nakretke lezacq miedzy nakretkami.

Siatka ostrostupa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje drewniane klocki w ksztatcie bryt. KreSlone sg krawedzie jednego
klocka - powstaje ostrostup. Nastepnie dwa jednakowe ostrostupy rozktadaja si¢ na dwie
rozne siatki ostrostupa.

Siatka ostrostupa


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie siatki ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktore sktadajg
sie w jednakowe ostrostupy. Ostrostup zamienia si¢ w drewniany klocek lezacy miedzy
innymi klockami.

Siatka walca


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje stojgce na stole kubki w ksztalcie walca. Kreslone sg krawedzie
jednego kubka - powstaje walec, ktory nastepnie rozktada si¢ na siatke walca.

Siatka walca

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD
https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Animacja 3D pokazuje siatke walca, ktora sktada si¢ w walec. Nastepnie walec zamienia si¢
w kubek. Na stole stojg kubki w ksztalcie walca.

Animacja do sprawdzenia

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje budynek. Kreslone sg krawedzie budynku - powstaje
prostopadloscian. Nastepnie przekroje skosne dzielg prostopadtoscian na dwie bryty.



https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje prostopadtoscian i ostrostup trojkatny, ktore obracajg sie.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje budynek. Kreslone sg krawedzie budynku - powstaje szeScian.
Nastepnie przekroje skosne i poprzeczne dzielg szeScian na dwie bryty.

Walec


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD
https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje bateri¢ elektryczna. Kreslone sa krawedzie - powstaje walec.
Nastepnie przekroje sko$ne i poprzeczne dzielg walce na dwie bryty.

Walec

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD
https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Animacja 3D pokazuje klocek, ktory zamienia si¢ w walec. Widoczne sg rozne przekroje

walca.

Stozek

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje czajnik, ktory zamienia sie w stozek. Nastepnie przekroje
poprzeczne i skoSne dzielg stozek na dwie bryty.

Siatka szeScianu


https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje lezace na stole kostki do gry. Kreslone sg krawedzie jednej kostki -
powstaje szeScian. Dwa jednakowe szeSciany rozkladaja si¢ na dwie rozne siatki szeScianu.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje krazace jednakowe szeSciany, ktore tgczg sie w prostopadtoscian
ztozony z dwudziestu czterech szeScianow.



https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD
https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje krazace jednakowe szeSciany, ktore taczg sie w duze szeSciany -
jeden zlozony z oSmiu szeScianow oraz drugi ztozony z dwudziestu siedmiu szeScianow.



https://zpe.gov.pl/a/D1B0DZUtD

Srednia, mediana, dominanta

Probujgc poznac¢ fragment otaczajacego nas Swiata mozemy zastosowac¢ metody iloSciowe
albo jakosciowe.

Przeprowadzajgc badania ilosciowe, mamy do czynienia ze zbiorami danych. Jezeli tych
danych jest kilka, to mozemy stwierdzi¢, ktora jest najwieksza, ktora najmniejsza, ktora
wystepuje najczesciejitp. Jednak, zeby wyciggna¢ wniosek o jakims$ zjawisku, potrzebujemy
tych danych duzo wig¢cej. Im wiecej danych zbierzemy, tym trafniejsze bedzie nasze
wnioskowanie. OczywiScie najlepiej byloby mie¢ wszystkie informacje, co zwykle jest
niemozliwe lub bardzo kosztowne. Dlatego najczesciej bierzemy pod uwage jedynie
niektore dane z tzw. proby. Na przykiad producent spodni meskich przeznaczonych na
rynek polski powinien dysponowac informacjg o zapotrzebowaniu na poszczegolne
rozmiary spodni. Dobrze przeprowadzone badania ilosciowe pozwolg z duzg trafnoscia

odpowiedziec¢ na to pytanie.
Przyktad 1

ZapytaliSmy uczniow pewnej szkoty, ile godzin przeznaczaja tygodniowo na nauke. Kazdg
otrzymang odpowiedZ zanotowalismy, zapisujac tez informacje o pici uczniai o klasie.
Otrzymane dane zestawiliSmy w tabeli.

Tabela. Dane
Nr ba.danego Ple¢ | Klasa Liczba godzin tygodniowo przeznaczonych na
ucznia nauke
1. k Ia 9
2. m ITb 13
3. m Ic 10

Nasza tabela sktada si¢ z 384 wierszy. BezpoSrednia obserwacja takiej tabeli niewiele daje.
Danych jest zbyt wiele, zeby je przyswoic i wyciggnac z nich wnioski. Dane te wymagajg
pewnego zorganizowania w zaleznosci od tego, co chcemy z nich wywnioskowac. Gdy
chcemy odpowiedzie¢ na pytanie, czy dziewczeta poswiecajg tygodniowo na nauke
wiecej czasu niz chtopcy, to musimy pogrupowac nasze dane ze wzgledu na pte¢. Gdy
interesuje nas, ktorej klasy uczniowie posSwiecajg najwiecej czasu na nauke, pogrupujemy
je ze wzgledu na klase.

Oczywiscie samo pogrupowanie danych jeszcze nie rozwiazuje problemu. Aby porownac
interesujaca nas wielkos¢, w kazdejz wyodrebnionych grup, obliczamy pewna liczbe,
reprezentujacy te wielkos¢. Tego typu liczby nazywamy parametrami danych




statystycznych, czy tez statystykami.

Zacznijmy od takich parametrow, ktore w pewien sposob wyznaczaja ,Srodek” danej
proby, czyli sg tzw. miarami tendenciji centralnej. Nalezg do nich réznego rodzaju $rednie,
mediana i dominanta.

Definicja: Srednia arytmetyczna

Srednig arytmetyczng liczb rzeczywistych 1, x5, ..., x, nazywamy liczbe
E _ ZTitxat...+Tn

- .
Przyktad 2

W celu ustalenia $sredniej ceny sprzedazy pewnej ksigzki zbadano jej cene w oSmiu
ksiegarniach. Ceny te byly rowne:

34,00 z}; 36,90 zk; 29,99 zE; 30,00 zk; 32,35 zk; 36,00 zk; 38,90 zt; 31,00 zt. Srednia cena
tej ksigzki jest wiec rowna:

34+36,90+29,99+30+32,35+36+ 38,90+31 _ 269,14
00420.90+30+ = 20914 _ 3364 (zh)

Tr =

Sredniej czesto uzywa sie, zeby stworzy¢ jakié wzorzec. Jezeli oblicze, na podstawie
rachunkow z ostatniego roku, ze $rednia miesieczna optata w moim mieszkaniu za
energie elektryczna wynosi 102 z}, to moge przewidywac, ze w kolejnych miesigcach tez
zaptace okoto 100 zt miesiecznie, przy zalozeniu, ze warunki nie zmienig si¢ (nie kupie
nowego sprzetu elektrycznego, nie zmieni sie cena pradu itp). Srednia jest wielkoscig,

z ktorg wygodnie jest porownywac konkretne dane. Jezeli z badan przeprowadzonych na
grupie 100 tys. licealistow wynika, Ze $rednio po$wig¢caja na nauke 63 minuty dziennie,
to mozesz oszacowac, Czy uczysz si¢ wiecej, czy mniejniz przecietny licealista.

Przyktad 3

Srednia cena pieciu filméw zakupionych przez pana Kowalskiego jest rowna 24 zt. Po
dokupieniu szostego filmu, Srednia cena wzrosta do 26 zt. Ille kosztowat szosty z filméw?
Za piec¢ filmow zaplacono 24 e 5 zt = 120 z}. Oznaczmy ceng szostego filmu przez .
Wtedy Srednia cena zakupu filmu jest rowna 120% zt. Cene t¢ mamy podang, jest ona

rowna 26 zt. Pozostaje rozwigza¢ rownanie

1204z __
12042 — 26.

Stad 120 4 = = 156, czyli z = 36 zi.
Zauwaz, ze jezeli $rednia arytmetyczna pewnych liczb jest réwna z i dodasz do nich
liczbe a > x, to po dodaniu érednia nowego zestawu liczb zwiekszy sie. Jezeli dodasz

liczbe a < z, to $rednia nowego zestawu liczb zmniejszy sie. Jezeli dodamy a = z, to

Srednia nie ulegnie zmianie.
Przyktad 4



W pewnej szkole sa trzy klasy trzecie. Sredni wynik probnejmatury uczniow klasy Illa,
liczacej 30 osob, jest rowny 20 punktow, Sredni wynik klasy I1Ib, liczacej 20 ucznidw, jest
rowny 40 punktow, a Sredni wynik klasy Illc, liczacej 25 uczniow, to 30 punktow. Ile jest
rowny Sredni wynik probnej matury w catej szkole?

Zaczniemy od zsumowania liczby punktow uzyskanych z tej matury przez wszystkich
uczniow w szkole. Klasa ITTa: 30 @ 20 = 600 punktow.

» Klasa IIIb: 20 e 40 = 800 punktéw.
 Klasa ITIc: 25 @ 30 = 750 punktow.

W sumie w calej szkole uczniowie zdobyli 2150 punktow. Poniewaz uczniow w klasach

trzecich tej szkoty jest 30 4 20 + 25 = 75, wiec szukana $rednia jest rowna % ~ 28,67.
Zauwaz, ze Srednia ta nie jest Srednig arytmetyczng podanych srednich

w poszczegolnych klasach, czyli nie jest ona rowna:

20+z§0+30 — 30.
Tak jest, gdyz liczby os6b w klasach sg rozne. Sredni wynik klasy I1T a w wiekszym stopniu
wptywa na obliczony Sredni wynik szkoty niz wynik kazdej z pozostatych dwoch Klas,
poniewaz klasa IlIa jest najliczniejsza. Sposrod wszystkich 75 uczniow klas trzecich tej
szkoty 30 to uczniowie klasy Illa, wiec mozemy przyja¢, ze mamy 30 uczniow, z ktoérych
kazdy ma wynik 20 punktow. Analogicznie mozemy przyjac, ze mamy 20 uczniow
z wynikiem $rednim 40 punktow i 25 uczniéw z wynikiem 30 punktéw. Sredni wynik jest
wiec rowny:

30 sktadnikow 20 sktadnikow 25 sktadnikéw
_ 20+20%...4+20+404+40F...440+30+30+...430 __ 20e0+40e20+30e25 _ 2150 98 .67
w = 30+20+25 = 30+20+25 — 75~ 40,01

Liczebnosci, z jakimi wystepowaty wyniki 20, 40 i 30, a wiec liczby 30, 20 i 25, s3 wagami
tych wynikow, a obliczona $rednia to $rednia wazona.
Definicja: Srednia wazona

Srednig wazong liczb x1, zs, ..., z,, ktorym przyporzadkowane sa odpowiednio
: . : — __ T10Wit+To0Wo+t...+Ty0W

dodatnie wagi wy, ws, ..., w,, nazywamy liczbe z,, = Lhoysty . Oy

Wazne!

Uwaga

Niekiedy wygodniej jest zapisa¢ wzor w postaci:

- W W - Wn
Lw = w1t+ws+. . .+w, T+ wi+ws+. . .+wy, ®Iry+ ...+ wi+ws+. . .Fwy, ® Tn

Wtedy przyjmujemy, ze wagami, z jakimi wystepuja liczby 1, 3, ..., Z,, s ulamki:
— wy _ wa — Wn
up = wy+wy+. . AFw, ? Uz = wy+wy+. . 4w, ? " Up = wy+wy+. . .+w,



Ulamki te s3 dodatnie i ich suma jest rowna 1. Zatem

Ty =ULOT] T U2O0T2+ ...+ Up ® Ty,

gdzieuis +u2 + ... +u, = 1.

Jezeli liczymy srednie z dwoch réownolicznych grup danych, to Srednia ze wszystkich liczb
jest srednig arytmetyczng Sredniej policzonej w pierwszej grupie i sredniej policzonej

w drugiej grupie. Jezeli jednak grupy nie sa rownoliczne, to Srednia wszystkich liczb
najczesciej nie jest Srednia z policzonych wczesniej srednich w kazdej grupie.

Przyktad 5

Aby zaliczy¢ przedmiot ,Matematyka” na pewnym kierunku studiow, student musi
uzyskac 3 oceny: z ¢wiczen, laboratorium i egzaminu, przy czym kazda z ocen musi by¢
pozytywna (co najmniej rowna 3). Wowczas ocena z przedmiotu ,Matematyka” jest
Srednig wazong tych trzech ocen: ocena z ¢wiczen ma wage 3, z laboratorium — wage 1,
a ocenaz egzaminu — wage 4. W tabeli zestawiono oceny czastkowe Tomka i Michata.
Jaka ocene¢ otrzyma kazdy z nich na zaliczenie?

Tabela. Dane

¢wiczenia laboratorium egzamin
Tomek 3 5 3,5
Michat 3,5 3 5
; . . . . — 3-345-14+3,5-4
Srednia wazona ocen Tomka jest réwna z,, = ~5 > = & = 3,5
; . . . . . — 3,53+31454 _ 335
Srednia wazona ocen Michala jest rowna x,, = = 311+I = = =4,19.

Zwro¢ uwage, ze mimo iz obaj chlopcy czastkowe oceny mieli takie same, czyli 3, 3,5
oraz 5 na koniec dostang inng oceng¢. Tak jest dlatego, gdyz Tomek ma najwyzszg ocene¢
z laboratorium, czyli t¢ o najnizszejwadze, za to Michatl najwyzszg ocene ma z egzaminu,
czyli te o najwyzszej wadze.

Srednia arytmetyczna ma pewne wady. Bardzo duzy wplyw na nig maja wartosci skrajne,
czyli te najwigksze i najmniejsze, zwlaszcza jezeli s wyraznie wieksze albo mniejsze od
pozostatych. W takich przypadkach $rednia nie oddaje prawdziwego poziomu
interesujacejnas wielkosci.

Przyktad 6

Chcemy rozpoczac¢ prace w pewnej firmie. Dowiadujemy sie, ze Srednia pensja w tej
firmie to 1380 zt. Czy nalezy sie spodziewac, ze bedziemy zarabia¢ okoto 1300 — 1400 z}
? Otoz niekoniecznie. Gdyby w tej firmie pracowato 9 osob, z ktorych 8 to szeregowi
pracownicy o zarobkach odpowiednio:

720 zt, 800 zt, 850 zt, 850 zt, 900 zt, 900 zt, 950 zti 950 zt oraz 1 prezes, ktorego
zarobki to 5500 zi, to $rednia pensja w tej firmie jest rowna 1380 zt. Nalezy przypuszczac,




ze nowo zatrudniony pracownik w takiej firmie nie bedzie zarabiat wigcejniz najwiece;j
zarabiajacy aktualnie pracownik szeregowy, a wigec 950 zt.

W takich przypadkach, gdy wyniki skrajne znacznie odbiegaja od pozostatych i w efekcie
zaburzaja Srednig, lepiej postuzy¢ sie inng miarg tendencji centralnej. Mozemy np.
obliczy¢ mediane.

Definicja: Mediana

Mediang (wartos$cia srodkowg) uporzadkowanego w kolejnosci niemalejacej zbioru n
liczcbzy < zp <23 < ... <z, jest:

« dla nieparzystejliczby n srodkowy wyraz ciggu, czyli wyraz x ni1
 dla parzystejliczby n Srednia arytmetyczna dwoch srodkowych wyrazow ciagu, czyli
7 (23 To30).
Przyktad 7

Policzmy median¢ zarobkow w firmie z przykladu 6. Pensje juz sg ustawione w ciag
niemalejgcy

720 <800 < 850 <850 < 900 < 900 < 950 <950 < 5500.

Mediane liczymy z 9 liczb, czyli Srodkow3 jest stojaca na pozyciji piatej. Mediana jest wiec
rowna 900. Wielkos¢ ta duzo lepiej, niz Srednia arytmetyczna oddaje realia zarobkow

szeregowych pracownikow w rozwazanej firmie.
Przyktad 8

Srednia arytmetyczna zestawu danych: 4, 5, 8, 3, 3, 11,12, z jest réowna 7. Oblicz
mediang¢ tego zestawu danych.

Suma danych liczb jestrowna: 4 4+ 5+ 8 +3 4+ 3 + 11 + 12 + = 46 4 x. Poniewaz
Srednia arytmetyczna tych danych jest rowna 7, otrzymujemy réwnanie % =7, stad
46 + x = 56. Mamy wiec z = 10. Ustawiamy dane liczby w niemalejgcy cigg

3<3<4<5<8<L10<11<12

Liczba wyrazow ciggu jest rowna 8, a wiec jest parzysta. Stad mediana jest rowna Sredniej
arytmetycznej wyrazow stojacych na dwoch srodkowych pozycjach. W tym przypadku na
czwarteji pigtej. Jest wiec rowna % = 173 = 6,5.
« Innym sposobem na zmniejszenie wrazliwosci Sredniej na wyniki skrajne jest
odrzucenie pewnejliczby najwiekszych i najmniejszych danych i policzenie $redniej
z pozostalych danych. Taka $rednia nosi nazwe¢ $redniej ucinanej (obciete;j).
Spotykamy ja w liczeniu noty koncowej przyznawanej przez sedziow w wielu



dyscyplinach sportowych, np. w skokach narciarskich, jezdzie figurowejna lodzie,
czy gimnastyce artystyczne;j.

» Sposobem na znalezienie ,Srodka” danej proby jest podanie tzw. dominanty. Przydaje
sie ona szczegolnie w tych przypadkach, gdy opisywane wielkoSci nie majg wartos$ci
liczbowej, czyli nie mozna policzy¢ dla nich Sredniej czy mediany.

Definicja: Dominanta

Dominantg (moda, warto$cig najczestszg) nazywamy te wartos¢, ktora wystepuje w probie
najczescie;j.
Przyktad 9

W sondzie ulicznej stu losowo wybranym osobom zadano pytanie: jakg herbate pija
najchetniej? Wyniki badania przedstawiono na diagramie.

Howocowa
H zielona
mczarna

® rooibos

= mate

m nie pije herbaty

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dominantg tego badania jest herbata czarna.
Przyktad 10

W pewnym domu kultury prowadzone s3 zajecia plastyczne, w ktorych bierze udziat 90
dzieci. Porownaj ze soba srednig wieku, median¢ i dominante uczestnikow tych zajec.



25

20
15
10
5
. 1 .

7 lat 8 lat 9 lat 10 lat 11 lat 12 lat 13 lat 14 lat

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Srednia wieku uczestnikow jest rowna:

. __ T7e44+8e134923+10e21411e14412e5+13e2414e8 901 __

Dominantg jest wiek 9 lat. Mediang bedzie srednia arytmetyczna wieku stojacego na 45 i
46 pozycji w niemalejacym ciggu wieku uczestnikow. Zauwazmy, ze jezeli zsumujemy
liczby siedmio-, oSmio- i dziewieciolatkow, otrzymamy 40 osob, czyli od pozyciji 41 do

pozycji 61 bedzie stata wartos¢ 10 lat, wigc mediana jest rowna 10.

Srednie, mediana, dominanta, czyli statystyki
wyznaczajace Srodek zestawu danych. Zadania



Cwiczenie 1

Srednia arytmetyczna liczb: z, 12, 10, 5, 8, 8 jest réwna 8. Wtedy mediana jest réwna

O 8

O 11

O 6

O 9

Cwiczenie 2

Mediana zestawu danych: 4, 12,14, a, 5, 7 jest réwna 9. Wéwczas

() a=28

() a=9

() a=11

() a=6

Cwiczenie 3

Rzucono koscig szesS¢ razy i otrzymano wyniki: 2, 3, 6, 1, 3, 2. Wtedy

nie istnieje mediana tego zestawu danych

Srednia arytmetyczna jest wieksza niz mediana

mediana i Srednia arytmetyczna s3 sobie réwne

o O O O

mediana jest wieksza niz Srednia arytmetyczna



Cwiczenie 4

W pewnej grupie rodzin zbadano liczbe dzieci i dane przedstawiono na wykresie.

12
10
E 8
N
K
t
= 6
o =
N
2 4
2 I
g [ | |
1 2 3 4 5 6
liczba dzieci

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Mediana przedstawionych na wykresie danych jest rowna

O 10

O 2

O 24

O 25




Cwiczenie 5

Mediana liczb: 4, 6, 10, x, 8, 5, 9 wynosi 6. Wtedy liczba = spetnia warunek

O ze(68)

() >6

O z=7

(O <6

Cwiczenie 6

Srednia wazona liczb: z, 5, 8 zwagami odpowiednio: 5, 3, 2 jest réwna 8,1. Wtedy liczba z
jest rowna

O 10

O 14

O 8

O 12



Cwiczenie 7
Do zestawu liczb 2, 10, 5, 7 dopisujemy kolejna.

Przeciagnij liczby z dolnej sekcji do gorne;.

liczby, ktore zwieksza $rednig arytmetyczng zestawu

Lo [20] 8] [+2][7]

‘5,75”6,5’

liczby, ktére zmniejszg srednig arytmetyczng zestawu

liczby, ktére nie zmienig Sredniej arytmetycznej
zestawu

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8
Potacz w pary zestawy danych z ich $rednimi arytmetycznymi.

8 4,6,8,10,12
4 5,6,12,13,14
10 5,5,5,5,5

5 2,3,5,5,5

6 5,5,5,7,8

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9
Potacz w pary zestawy danych z ich mediana.

5 1,20, 10,1

6 1,4,10,12
6,5 8,5,1,9

7 5,6,10,6
55 5,555

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10

Wyniki sprawdzianu z matematyki i z jezyka polskiego w klasie III ¢ sg przedstawione na
diagramie

= matematyka

3 m jezyk polski

0 2 4 6 8 10 12

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. llu uczniéw ze sprawdzianu z matematyki otrzymato ocene wyzsza niz $rednia ocen?

2. llu ucznidéw ze sprawdzianu z jezyka polskiego otrzymato ocene nizszg niz mediana ocen?



Cwiczenie 11

W tabeli zestawiono oceny z matematyki na koniec roku uczniéw pewnej klasy.

Tabela. Dane
Ocena 1 2 3 4 5 6
Liczba ocen 0 3 12 10 T 1

Oblicz liczbe piatek, jezeli srednia ocen z matematyki w tej klasie jest réwna 3,5.

Cwiczenie 12

W sklepie przygotowano mieszanke trzech rodzajéw cukierkéw sktadajaca sie z 14 kg
cukierkéw w cenie 12 zt za kg, 9 kg cukierkéw w cenie 14 zt za kg oraz 7 kg cukierkow
w cenie 18 zt za kg. lle powinien kosztowac 1 kg mieszanki?

Cwiczenie 13

Sredni staz pracy 10 robotnikéw w pewnym zaktadzie jest rowny 7 lat. Jezeli doda¢ do
badanych brygadziste, to $redni wiek pracy zwiekszy sie do 9 lat. lle lat pracuje w tym
zaktadzie brygadzista?

Cwiczenie 14

Srednia wieku uczestnikéw wycieczki wynosita 14 lat. Jezeli doliczymy do tej éredniej wiek
opiekuna, ktéry ma 40 lat, to Srednia zwiekszy sie do 15 lat. llu byto uczestnikéw wycieczki?



Cwiczenie 15

W pewnej firmie $rednia pensja jest rowna 2000 zt. O ile procent zwiekszy sie Srednia pensja,
jezeli kazdy z pracownikéw dostanie podwyzke?

1. 0 500 zt

2.010%

Cwiczenie 16

W celu zakupienia obuwia dla zawodnikéw druzyny pitkarskiej sprawdzono rozmiary obuwia
poszczegblnych zawodnikéw i dane umieszczono na diagramie.

8
26
=
[ =
=]
o
s 4
(V]
N
1]
a
,
nr 41 nr 42 nr 43 nr 44 nr 45 nr 46

rozmiar obuwia

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz mediane, mode i Srednig arytmetyczng rozmiaru.

Cwiczenie 17

W pewnej szkole dwie klasy trzecie napisaty probng mature z matematyki. W klasie Illa,
liczacej 30 uczniow, $redni wynik z tej matury wyniést 60 %, a w klasie III b, liczacej 20
uczniéw $redni wynik z tej matury wyniost 80 %. Jaki jest sredni wynik z probnej matury w tej
szkole?



Cwiczenie 18

Ponizej przedstawiono uporzadkowane niemalejgco zestawy danych, ktérych mediana jest
rowna 5. Potacz je w pary z ich srednimi.

5 3,% 6,7
4 1,x, 6
4,5 1,3,%x 7
6 3, %, 10

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19

Srednia arytmetyczna trzech liczb: a, b, cjest rowna 8. Oblicz, ile wynosi Srednia
arytmetyczna podanych liczb:

1. 3a, 3b, 3c
2.a+1,b+2,c+3
3.a,b,c,6

Cwiczenie 20

Trzech ucznidéw napisato mature z matematyki, zdobywajac srednio 40 punktéow na 50
mozliwych. Mediana ich wynikéw jest rowna 50 punktéw. lle punktéw zdobyli poszczegdlni
uczniowie na maturze z matematyki?

Cwiczenie 21

Matgosia na koniec roku szkolnego, uzyskata $rednig ocen 4,4. Sposrdd dziesieciu
przedmiotow otrzymata tylko jedng 3, a poza tym same 4 i 5. Oblicz, ile 5 na $wiadectwie
miata Matgosia.



Miary rozproszenia

Przyktad 1

Wiasciciel dwoch sklepow z odziezg, potozonych w roznych miejscach miasta, probuje
ustali¢, ktore bluzki sprzedaja si¢ najlepiej w kazdym z jego sklepow, przy czym bierze
pod uwage jedynie cene bluzki. Chce w ten sposob ustali¢, jaki towar powinien zamowic.
Zanotowal, ze podczas ostatniego dnia w pierwszym sklepie sprzedano kolejno bluzki

w cenach (zaokraglonych do pelnych dziesigtek ztotych):

10 zt, 80 zt, 20 z1, 20 z1, 90 zt, 10 zt, 90 z1, 80 zt. W tym samym czasie w drugim sklepie
sprzedano kolejno bluzki w cenach (zaokraglonych do petnych dziesiatek ztotych):

50 zt, 50 zt, 40 zi, 60 zt, 50 zt, 40 zi, 60 zt, 50 zt, 50 zi, 50 zt.

Ceny te, po uporzadkowaniu w kolejnosci niemalejgcej, zapisat w nastepujacej tabeli:

Tabela. Dane

1 10zt 10zt | 20zt | 20zt 80zt 80zt 90zt 90zt

sklep

2k1 40zt 40zt 50zt 50zt | 50zt 50zt 50zt 50zt 60zt | 60zt
sklep

Zauwazmy, ze Srednia cena zakupionejbluzki oraz mediana sg takie same w obu
sklepach.
W pierwszym sklepie

— __ 10+104-204-20+80+80+90+90 _ 400 __
T = 3 =% =90

oraz mediana jest rowna

20—580 — 50
W drugim sklepie
7 — A0-+40+50+50+50+50+50+50+60+60 _ 500 _ g
r = 10 =10 —

oraz mediana jest rowna

50450
7> = 50.
Na podstawie tych danych mozna wysnu¢ wnioski, ze w obu sklepach sprzedaz wyglada
podobnie.
Zilustrujmy jednak te dane na wykresach.




cena [21] | SKLEP 1 cenalzl] | SKLEP 2
100 100
%0 ) ) %0
80 o ) 80
70 70
60 60 ) o
z =50 z =50
-“tr—0——0—0—0——0—
40 40 [} L]
30 30
20 (] @ 20
10 [} @ 10
0 X 0 X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na pierwszym wykresie dane znajdujg si¢ w sporej odlegtosci od $redniejz = 50, na
drugim skupiajg si¢ wokot niej. W pierwszym zestawie danych sa kwoty bardzo mate

i bardzo duze w stosunku do $redniej. Moze to oznaczac, ze do sklepu przychodzg
zarowno zamozni klienci, jak i wydajgcy na ubrania minimum pieniedzy. W drugim
sklepie wiekszos¢ danych jest bliska $rednieji medianie. Moze to oznaczac, ze klienci
drugiego sklepu to ludzie $rednio zamozni, ktorzy wybierajg towar przecietny, nie za
drogi i nie za tani.

Wiasciciel sklepow przeprowadzil podobne badanie przez kilka kolejnych dni i wnioski
powtarzaly sie. Zdecydowat sie wiec do pierwszego sklepu zamowic¢ bluzki bardzo tanie
i drozsze, za$ do drugiego takie, ktorych cena jest bliska 50 zt.

Przyktad 2

Pewna firma zajmuje si¢ prowadzeniem szkolen. Po kazdym ze szkolen uczestnicy
oceniaja trenera prowadzgcego szkolenie. Ocena ta jest liczbg catkowitg od 1 (najnizsza
ocena) do 10. Jedno ze szkolen, w ktorym wzieto udziat 20 uczestnikoéw, prowadzone
bylo przez dwoch trenerdow. Na ponizszym wykresie przedstawiono otrzymane przez
nich oceny.

10

ETrener 1

liczba ocen

'Trener 2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczmy Srednig oceng, jakg otrzymat kazdy z trenerow.

Trener 1 gy = 12422431042 71482405+105 _ 135 _ g 75




Trener 2: x2 = %&HS'?’ = % = 6,75.

Srednie oceny s3 takie same. Wykres natomiast wskazuje na inne rozktady
poszczegolnych ocen jednostkowych. Trener 1 otrzymat oceny prawie z catej skali. Sa
one rozproszone w stosunku do oceny $redniej, a wiec czesS¢ uczestnikow szkolenia
ocenita go bardzo wysoko, a cze$¢ bardzo nisko. Trener 2 otrzymat jedynie oceny 6, 71 8§,
a wiec skupione wokot sredniej. Moze nie jest idealny (nie otrzymat 10), ale ludziom si¢
na ogot podobat i nie wzbudzal negatywnych odczuc.

Oczywiscie, jezeli zestaw danych jest wiekszy to trudniej zaobserwowac jego strukture.
Podobnie jak w przypadku tendenciji centralnej, tak i w tym przypadku postuzymy sie
pewnymi statystykami. Do oceny koncentracji badanych danych stuzg miary
rozproszenia. Najprostszg miarg rozproszenia jest rozstep, czyli roznica pomiedzy
najwieksza i najmniejsza wartoscig.

R = max — Tmin

Duzg zaletg tej charakterystyki jest fatwos$¢ jej wyznaczania. Jednak nie informuje nas ona,
jak w przedziale (Zmin, .,y ) 0 dlugosci R sg roztozone poszczegdlne dane. Czy np. sa
skupione wokot jednego punktu, czy rozrzucone w tym przedziale. Rozstep méwi tylko

o tym, jaka dtugos¢ ma najkrotszy przedziat zawierajacy wszystkie dane.
Przyktad 3

Obliczmy rozstep dla kazdejz wielkosci wystepujacych w poprzednich dwoch
przyktadach.

Dla pierwszego sklepu R = 90 — 10 = 80, a dla drugiego R = 60 — 40 = 20. Zauwazymy
wiec, ze roznica w cenie najdrozszeji najtanszej bluzki w pierwszym sklepie wynosi 80 zi,
zaS w drugim 20 zi, czyli jest cztery razy mniejsza. Zatem w drugim sklepie ceny sg
bardziej skupione.

W drugim przyktadzie dla pierwszego trenera R = 10 — 1 = 9, a dla drugiego

R = 8 — 6 = 2. Tutaj takze rozstep wynikow drugiego trenera jest mniejszy niz
pierwszego.

Najczesciej jednak potrzebujemy dokladniejszej analizy rozproszenia danych. Zauwazmy,
ze dla tego samego rozstepu dane mogg uktadac si¢ bardzo roznie. Na przyktad rozstgp
w zestawie danych: 1,3, 3, 3, 3, 3, 3, 3,5 jestrowny 4 i jest taki sam, jak w zestawie:
1,1,2,2,3,4,4,5,5. Jednak w pierwszym zestawie, poza danymi skrajnymi, wystepuje
wielokrotnie ta sama wartos¢ 3, a w drugim zestawie wystepujg wszystkie wartosci
catkowite od 1 do 5 i prawie kazda tak samo czesto. Sprobujemy skonstruowac taki
wskaznik, ktory pozwoli nam odréznic¢ te dwie sytuacje.

Zajmiemy sie wiec badaniem odlegtosci kazdej danej od $redniej. Przypomnijmy, ze
odleglo$¢ miedzy dwiema liczbami na osi liczbowej to wartos¢ bezwzgledna roznicy tych

liczb. Zatem odchylenie liczby z; od $redniej z, to

r; — .




Obliczmy odchylenia srednich cen bluzek z przyktadu pierwszego w kazdym z dwoch
sklepow. Wyniki zapiszmy w tabeli.
Tabela. Dane

I sklep II sklep

Cena Odchylenie od $redniej Cena Odchylenie od $redniej

bluzki zi— 7| = z; — 50| bluzki z— 7| = @ — 50|

T; L

10 40 40 10

10 40 40 10

20 30 50 0

20 30 50 0

80 30 90 0

80 30 50 0

90 40 60 10

90 40 60 10
Obliczmy teraz $rednig arytmetyczng znalezionych odchylen w kazdym ze sklepow.
W pierwszym sklepie: 40+40+30+30g30+30+40+40 _ 2‘% _ 35.
W drugim sklepie: w = % = 5.
Obliczone przez nas wielkosci to tak zwane odchylenia przecietne.

Definicja: Odchylenie przecietne
Odchyleniem przecietnym liczb 1, z2, ..., x, nazywamy liczbe

T1—x |+

mz—m‘—i—. .t mn—m‘

n

Zatem w pierwszym sklepie odchylenie przecietne jest wyzsze niz w drugim, co
potwierdza naszg wczesniejsza obserwacje, ze w pierwszym sklepie ceny leza dalej od
Sredniej, a w drugim znajdujq si¢ blizej Srednie;.

W statystyce czesciejod odchylenia przecigtnego wykorzystuje sie tzw. odchylenie
standardowe.
Definicja: Odchylenie standardowe

Odchyleniem standardowym o liczb z1, z2, ..., T, nazywamy liczbe



- \/ (57) = (rr5) b (o)

n
Kwadrat tej wielko$ci nazywamy wariancjg i oznaczamy symbolem o2, czyli

, (m1_5>2+ (m2_5)2+. . .+(mn—5)2

o = n

Wariancja i odchylenie standardowe niosa doktadnie te same informacje. Wygodniej
uzywac odchylenia standardowego, poniewaz wariancja jest podawana w jednostkach
kwadratowych, a odchylenie standardowe doktadnie w tych samych jednostkach, co
analizowane dane.

Obliczanie odchylenia standardowego, czy tez wariancii jest ucigzliwe w sytuaciji, gdy z jest
liczba niecatkowitg i ma albo dlugie rozwiniecie dziesietne, albo nawet nieskonczone.

Podamy teraz wzor, ktory sprawia, ze obliczenia sg znacznie wygodniejsze.
Twierdzenie: Wariancja liczb

Wariancija liczb 1, z2, ..., x, jest rowna
2 2 2 2
0_2 1"+ ;LrJriBn (w)

Przeksztalcajgc wzor z definicji wariancji ,otrzymujemy

: <x1_5)2+<x2_5)2+. ..+ <mn_5>2 )

o° — oy

2 2 2
m%—2x1-5+<5> +x§—2m2-5+(5> +.. .+m%—2mn-5+<5>

Dowadd

n

2
2,2 2 — n\z
Tty AT, —2.’13‘ T1+To+...Ty + ( ) _
== poy n

2 2 2
2 .2 2 — — 2, .2 2 —
T tTyt.. AT T FTyt.. AT,

W tabeli przedstawiono kwoty rachunkoéw za telefon, jakie zaptacita Matgosia
w kolejnych miesigcach.

Przyktad 4

Tabela. Dane

styczen luty marzec kwiecien maj czerwiec




63 zt 41 7zt 35 zt 67 zt 60 zt 52 zt

Obliczymy wariancje i odchylenie standardowe tych wydatkéw z doktadno$cig do 1 zt.

Srednia wydatkow na telefon Matgosi jest rowna ¢ = S3H41435107100152 — 38 — 53(z})
W kolejnych miesigcach odchylenie od Sredniej jest rowne:

Tabela. Dane

styczen luty marzec kwiecien maj czerwiec
x; 63 zt 41 zt 35 zt 67 zt 60 zt 52 zt
T; — E‘ 10 12 18 14 7 1

Wariancja jest wiec rowna:

o2 — 10%24+122+1824+142+7% 412
- 6

_ 100+144+324+196+49+1 _ 814 __ ~
- z — $11 —135,(6) ~ 136

a odchylenie standardowe

c=+v136 =~ 12.

Przyktad 5

Wyniki pewnego badania umieszczono w tabeli.

Tabela. Dane

Wynik 4 5 6 7 8
Czestosc ) 2 4 6 3

Obliczymy wariancje i odchylenie standardowe w tym badaniu.
Zaczniemy od policzenia Sredniej

5e4-+2e514e6--6e7+3-8 120 6
54+2+4+6+3 20

T =
e SposOb I

Obliczymy wariancje, korzystajac ze wzoru podanego w twierdzeniu. W tym celu
obliczymy srednig kwadratow otrzymanych wynikow

5e4? 12052 1 4e6° | 607213082 __ 760 __ 38
5+2+4+6+3 — 20 — 9%

2
Stad wariancja jest rowna o = 38 — (E) = 38 — 36 = 2i odchylenie standardowe
o=2.

e Sposob II



Obliczymy wariancje, postugujac sie definicjg. Odchylenia poszczegolnych wynikow od
Sredniej zamie$cimy w tabeli.

Tabela. Dane
wynik z; 4 5 6 7 8
odchylenie
— 4—-6/=2  |5—-6/=1 [6-6/=0 | |[7T—6/=1 [8—6/=2
; — &
czestose 5 2 4 6 3

Podstawiajac wyniki do wzoru na wariancje, otrzymujemy:

o2 — 524212440°+612+322 40 _ o
- 5+2+4+6+3 — 20 —

Przyktad 6

W pewnej szkole przeprowadzono ankiete, w ktorej zadano uczniom pytanie ,lle ksigzek
przeczytate$/tas w ciggu ostatnich dwoéch tygodni?”. Wyniki ankiety przedstawiono na
diagramie.

1 ksigzka
10%

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczymy wariancje i odchylenie standardowe otrzymanych wynikow.
Dla otrzymanych wynikéw mozemy przyja¢ nastepujace wagi

Tabela. Dane
1 ksigzka 2 ksigzki 3 ksigzki 4 ksigzki Suma wag
0,1 0,4 0,3 0,2 1

Srednia wazona otrzymanych wynikow jest rowna

Z,=0101+0402+0,303+02e4=0,1-+08+0,9+0,8=26.



Liczac wariancje, postuzymy si¢ wzorem z twierdzenia

0_2 _ 0,1012+0,4.22T0,3032+0,2042 _ (2,6)2 _ 071 + 1,6 + 2,7 + 3’2 . 6,76 _ 0,84

Wtedy odchylenie standardowe jest rowne o ~ 0,92.
Przyktad 7

Michat przeprowadzit doSwiadczenie, w ktérym mierzyl m.in. czas ruchu pewnego ciata.
Wykonat doSwiadczenie 10 razy i otrzymat nastepujgce wyniki w sekundach:

Tabela. Dane

doswiadczenie 1 2 3 4 5 6 7 8 ¢
wynik 10,23 | 10,45 @ 9,98 9,67 10,05 | 10,14 | 9,48 9,92 @ 10,

Wyznacz $redni czas ruchu ciala oraz odchylenie standardowe w tym doswiadczeniu. Ile
wynikow jest wiekszych od $redniego lub mniejszych od $redniego czasu o wigcejniz
jedno odchylenie standardowe?

Cwiczenie 1

Odchylenie standardowe zestawu liczb: 5, 7, 11, 13 jest réwne

O 9
O V10
O 10

O 8



Cwiczenie 2

Wariancja zestawu liczb: 4, 7, 9, 20 jest réowna

36,5

10

o O O

146

O 12

Cwiczenie 3

Jezeli odchylenie standardowe pewnego zestawu danych jest rowne 4\/5, to wariancja jest
rowna

O 32
O 2v/2
O 2v2

O 8



Cwiczenie 4

Najwieksze odchylenie standardowe ma zestaw liczb

O 10,12,14, 12

O 15,15,15,15

O 1,2,4,6,7

O 1, 2,9,10,11

Cwiczenie 5

przedstawiono wyniki, jakie osiggneto dwdch skoczkéw narciarskich podczas przygotowan do
zawodow.

1. Ktéry z nich ma wyzsza $rednig dtugosé skokéw?

2. Ktory ze skoczkow skacze bardziej stabilnie?

Tabela. Dane

1 2 3 4 5 6 7 8
skok skok skok skok skok skok skok skok

1

. 115 119 116 125 123 122 115 125
zawodnik

2

) 120 115 116 121 123 124 115 118
zawodnik



Cwiczenie 6
Potacz w pary te zestawy danych, ktére majg jednakowe odchylenie standardowe.

5,3,4,6 15,13,11,9
52,74 15,12,13,14
12,14,16,18 11,13,14,16

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9
Potacz w pary te zestawy danych, ktore majg jednakowe odchylenie standardowe.

5,34,6 15,12,13,14
52,74 11,13,14,16
12,14,16,18 15,13,11,9

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10
Uporzadkuj zestawy danych w kolejnosci wzrastajacej wariancji.

6, 6, 5, 7

3,1, 7,5

1, 10, 4, 12

9,4, 1, 6

8, 8, 8,8

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11
Uporzadkuj podane liczby rosnaco.

2

ot

0,88

3
5

0,8

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

114

114

112

114

O

114

114

O

214

O



Cwiczenie 12
Uporzadkuj podane liczby malejgco.

3,23 =
32,3 =
3,223 o
29+ s
523 :

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

W pewnym badaniu statystycznym otrzymano nastepujace wyniki: 15,12,17,10,13,8, 10,16.
lle z tych wynikéw rozni sie od Sredniej o wiecej niz jedno odchylenie standardowe?

Cwiczenie 14

Tomek kazdego dnia rano, jadac do szkoty, poréwnywat czas przyjazdu tramwaju z informacja
umieszczong na przystanku. Przez kolejne dni informacje notowat w zeszycie. Odchylenie
dodatnie oznacza, ze tramwaj przyjechat pdzniej, a odchylenie ujemne, ze przyjechat wczesniej.
Jakie byto odchylenie przecietne przyjazdu tramwaju?

Tabela. Dane

poniedziatek wtorek sroda czwartek pigtek

—3,5 min 2 min 1,5 min —1 min 2 min



Cwiczenie 15
Przeciagnij z dolnej sekcji do goérnej takie trzy liczby, dla ktérych $rednia jest rowna 7
i odchylenie standardowe jest wieksze od 2,3.

ain

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16

Magda, przygotowujac sie do matury, postanowita sprawdzi¢, ile godzin dziennie przeznacza
na nauke. W tym celu przez dwa tygodnie codziennie zapisywata wyniki w tabeli, a nastepnie
zaznaczyta je na wykresie. Oblicz srednig liczbe czasu poswieconego na nauke i odchylenie
standardowe w pierwszym tygodniu, w drugim oraz w catym okresie dwdch tygodni.

4 \ \ o—1I tydzien
\\ —&—II tydzien

pn wt $r czw pt sb nd

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17
Odpowiedz na pytania.

1. Jaka jest wariancja i jakie jest odchylenie standardowe zestawu liczb: 2, 4, 6, 8, 10? Jak
zmienig sie wariancja i odchylenie standardowe, jezeli kazdg z podanych liczb zwiekszymy
dwa razy?

2. Srednia arytmetyczna zestawu pieciu liczb: a, b, ¢, d, e jest réwna z,a odchylenie
standardowe o. Jak zmienig sie te dwa wskazniki, gdy kazda z liczb tego zestawu
zwiekszymy trzy razy?

Cwiczenie 18

W pewnej szkole przeprowadzono badanie dotyczace liczby dzieci w rodzinach uczniéw.
Wyniki przedstawiono na diagramie.

4 dzieci
10%

3 dzieci
10%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz wariancje i odchylenie standardowe otrzymanych wynikéw.



Cwiczenie 19

Na lekcji fizyki przeprowadzono doswiadczenie, podczas ktérego mierzono temperature
pewnej probki umieszczonej w okreslonych warunkach. Wyniki zapisano w tabeli.

Tabela. Dane

nr prébki 1 2 3 4 5 6 7 8

temperatura | 23,12 | 23,71 22,93 23,34 23,19 23,45 @ 23,656 23,74 2

Oblicz srednig temperature oraz wariancje i odchylenie standardowe w tym badaniu. Kazdy
z otrzymanych wynikéw podaj z doktadnoscia do 0,01.



Liczba elementéw zbioru skonczonego

Liczba elementéw zbioru skofnczonego

W ponizszych przykladach zajmiemy si¢ obliczaniem liczby elementéw pewnych zbiorow skonczonych.

Zauwazmy na wstepie, ze w zbiorze, do ktorego nalezg wszystkie kolejne liczby naturalne od 1 do n, jest n
elementow.
Przyktad 1

Do klasy pierwszej przyjeto 35 ucznidéw. Zatem w dzienniku lekcyjnym powinni by¢ oni wpisani

w porzadku alfabetycznym, otrzymujgc numery: 1, 2, 3, ..., 34, 35.

Przyktad 2

W zbiorze A = {1, 2, 3, ...,1674, 1675} kolejnych liczb naturalnych od 1 do 1675 jest 1675
elementow.

Uwaga. Liczbe elementow zbioru A bedziemy oznacza¢ symbolem |A|. Wobec tego liczbe elementow
zbioru A z powyzszego przykladu zapiszemy symbolicznie: |A| = 1675.
Przyktad 3

Ustalimy, ile jest elementéw w zbiorze {12, 13, 14, ..., 26, 27} kolejnych liczb naturalnych od 12 do 27

e sposob I

Mozna wypisa¢ wszystkie elementy tego zbioru i po prostu policzy¢, ile ich jest.
Warto zauwazy¢, ze numerujac dla porzadku kolejne elementy tego zbioru

(1) - 12
(2) - 13
(3) - 14

ustawiamy je w ciag, w ktorym numer elementu jest niezmiennie o 11 mniejszy od tego elementu.

Takie numerowanie zakonczy sie wiec przyporzadkowaniem liczbie 27 numeru 16 (bo 27 — 11 = 16), co
oznacza, ze w zbiorze {12, 13, 14, ..., 26, 27} jest 16 elementow.

Uwaga. Cigg, ktorego wlasno$ci wykorzystaliSmy przy obliczaniu elementow danego zbioru jest ciggiem
arytmetycznym, o pierwszym wyrazie 12 i r6znicy 1. Mozna go wig¢c opisa¢ wzorem og6lnym n + 11,
gdzien =1,2,3,...,16.

e sposob II

Zauwazmy, ze zbior {1, 2, 3, ..., 26, 27}, liczacy 27 elementéw, mozemy podzieli¢ na dwa roztgczne
podzbiory:

liczb mniejszych od 12:

{1, 2, 3, ..., 11}, ktéry ma 11 elementéw

oraz liczb od 12 do 27:

{12, 13, 14, ..., 26, 27}.

Oznacza to, ze zbior {12, 13, 14, ..., 26, 27} ma 27 — 11 = 16 elementow.

Zasada rownolicznosci



W sposobie I w poprzednim przykladzie, aby stwierdzi¢, ze w zbiorze {12, 13, 14, ..., 26, 27} jest 16
elementow, ponumerowaliSmy elementy tego zbioru od 1 do 16, co oznacza, Ze ustaliliSmy wzajemnie
jednoznaczne przyporzadkowanie miedzy elementami zbiorow {12, 13, 14, ..., 26, 27} oraz

{1, 2, 3, ..., 15, 16}.

ZastosowaliSmy w ten sposob zasade réwnolicznoSci.

Zasada rownolicznos$ci

Dwa zbiory A i B sg rownoliczne (majg tyle samo elementow), jezeli ich elementy mozna przyporzadkowaé
wzajemnie jednoznacznie, to znaczy, ze kazdemu elementowi zbioru A przyporzadkujemy doktadnie jeden
element zbioru B oraz kazdemu elementowi zbioru B przyporzadkujemy doktadnie jeden element zbioru
A.

Przyktad 4

Korzystajac z pomystow z poprzedniego przykladu, wykazemy, ze w zbiorze kolejnych liczb naturalnych
od kdol:

{k,k+1,k+2,...,1—1,1}
jestl — k + 1 elementéw.
e sposob I

Ustawiamy kolejne elementy zbioru {k,k + 1,k + 2,...,l — 1,1} w taki ciag (a,), ze a; = k,as = k+ 1,
i tak dalej co 1, do ostatniego wyrazu rownego 1. W tym ciggu numer wyrazu jest wiec niezmiennie o

k — 1 mniejszy od tego wyrazu, zatem jego ostatni wyraz to a;_;—1) = [. Wobec tego taki ciag (ay) jest
okreSlonydlan =1,2,...,l —k+1,czylimal — k + 1 wyrazow.

Uwaga. Ciag arytmetyczny (a,,) 0 wyrazie pierwszym a; = ki roéznicy 1 jest okreslony wzorem ogolnym
a,=k+n—-1.Gdya, =ltok+n—-1=Istadn=101—k+ 1.

e sposob II

Zauwazmy, ze zbior {1,2,...,1 — 1,1}, liczacy 1 elementow, mozemy podzieli¢ na dwa roztagczne
podzbiory:

liczb mniejszych od k:

{1,2,...,k— 2,k — 1}, ktory ma k — 1 elementow

orazliczb od k do [:

{k,k+1,k+2,...,1—1,1}.

Oznacza to, ze zbior {k,k+ 1,k +2,...,l—1,l} mal — (k— 1) =l — k + 1 elementow.
Przyktad 5

Sprawdzimy, czy zbiory:

A = {20, 21, 22, ..., 73, 74},
B = {136, 137, 138, ..., 189, 190},
C=1{1,223, ...,54, 55}

sa rownoliczne.
Zbior C ma 55 elementow, liczba elementow zbioru A to |A| = 74 — (20 — 1) = 55, aliczba elementow
zbioru B to |B| = 190 — (136 — 1) = 55. Zatem zbiory A, Bi C sa réwnoliczne.




Reguta dodawania

W przykladzie 3, w sposobie II, aby stwierdzi¢, ze w zbiorze {12, 13, 14, ..., 26, 27} jest 16 elementow,
podzieliliémy zbior {1, 2, 3, ..., 26, 27} na dwa podzbiory: {1, 2, 3, ..., 10, 11} oraz

{12, 13, 14, ..., 26, 27}. Skorzystali$my z tego, ze usuwajac ze zbioru {1, 2, 3, ..., 26, 27}, ktory ma
27 elementow, podzbidr jedenastoelementowy {1, 2, 3, ..., 10, 11}, dostaliémy podzbior {

12, 13, 14, ..., 26, 27}, ktory ma 16 elementow.

Zalézmy teraz, ze w wyniku podziatu (rozbicia) zbioru otrzymali$my dwa podzbiory A i B. Wtedy ten zbidr
jest suma dwoch zbioréw roztacznych A i B. Tak otrzymany zbior opisujemy, uzywajac symbolu sumy
zbioréw: A U B.

Rozumujac podobnie jak powyzej, mozemy stwierdzi¢, ze liczba | A U B| elementow zbioru A U B jest suma
liczb |A| i | B|, ktore opisuja liczby elementéw jego podzbiorow A i B, otrzymanych w wyniku tego podziatu:
|AU B| = |A| + |B|.

Przyktad 6

Obliczymy, ile jest wszystkich liczb dwucyfrowych, ktore dzielg sie przez 3.

Wszystkich liczb dwucyfrowych, czyli liczb ze zbioru {10, 11, 12, ..., 98, 99}, jest 99 — 9 = 90.
Zauwazmy teraz, ze wsrod trzech kolejnych liczb naturalnych jest doktadnie jedna podzielna przez 3, jest
doktadnie jedna, ktora przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1 oraz jest doktadnie jedna, ktora przy dzieleniu
przez 3 daje reszte 2.

Poniewaz % - 90 = 30, wigc zbior liczb dwucyfrowych mozemy rozbi¢ na 30 podzbiorow
trzyelementowych

{10, 11, 12}, {13, 14, 15}, {16, 17, 18}, ..., {97, 98, 99}

takich, ze w kazdym z nich znajdzie si¢ doktadnie jedna liczba podzielna przez 3. Oznacza to, ze jest 30
wszystkich liczb dwucyfrowych, ktore dzielg si¢ przez 3.
Przyktad 7

Korzystajac z wnioskow zapisanych w poprzednim przyktadzie, wykazemy, ze w kazdym ze zbioréw: liczb
dwucyfrowych, ktore przy dzieleniu przez 3 daja reszte 1 oraz liczb dwucyfrowych, ktére przy dzieleniu
przez 3 daja reszte 2, jest 30 elementow.

Korzystamy z rozbicia zbioru {10, 11, 12, ..., 98, 99} liczb dwucyfrowych na trzy podzbiory:

Ao = {12,15,...,99} - zbior liczb podzielnych przez 3,

Ay ={10,13,...,97} - zbior liczb, ktore przy dzieleniu przez 3 daja reszte 1,

A; = {11,14,...,98} - zbior liczb, ktore przy dzieleniu przez 3 daja reszte 2.

Podzbiory te sg parami roztaczne (bo rozdzielaliSmy ich elementy ze wzgledu na reszte z dzielenia przez
3) oraz réwnoliczne (jednoznaczne przyporzadkowanie mig¢dzy ich elementami gwarantuje podziat na
trzydziesci podzbiorow trzyelementowych - wykorzystaliSmy ten podziat w przykladzie 6).
Podsumowujac:

« jest 90 wszystkich liczb dwucyfrowych, czyli liczb w zbiorze Ag U A1 U As:
|Ao U A1 U Az| = 90

e zbior liczb dwucyfrowych mozna rozbi¢ na trzy podzbiory Ao, A1, A2, ktére sa parami roztaczne,
stad

[Ao U A1 U Az| = [Ao| + [A1]| + Az

 otrzymane podzbiory sg rownoliczne, a wiec




|4g| = [A1] = | Az
Wynika z tego, ze kazdy z tych podzbioréw ma 30 elementow:
|Ao| = |A1] = [Az] = 5 ©90 = 30

Uwaga. Powyzej stwierdziliSmy, ze zbiory Ay, A1, A, sa parami roziaczne. Oznacza to, ze kazda z par
zbiorow: Agi Ay, A; 1 Ay oraz Ay i A, nie ma elementu wspélnego. Uzywajgc symbolu iloczynu (czesci
wspolnej) zbioréw oraz symbolu zbioru pustego (0), nastepujaco zapisujemy fakt, ze zbiory Ay, A1, As sa
parami roztgczne:

AgﬂAl :@1 AlmAz :@lAgﬂAQ :@

Przyktad 8

Obliczymy, ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, ktore dzielg sie przez 7.
e sposob I

Kazda liczbe podzielng przez 7 mozemy zapisa¢ w postaci 7n, gdzie n jest liczba catkowita. Wystarczy
zatem obliczy¢, ile jest wszystkich catkowitych n, ktore spetniajg uktad nieréwnosci

™ > 1001 7n < 999.

Poniewaz 7n > 100 dlan > 1—g0 = 14% oraz Tn < 999dlan < 9439 = 142%, wiec

n =15,16,17,...,141,142.

Wynika z tego, ze najmniejszg liczbg trzycyfrowa, ktora dzieli si¢ przez 7, jest 15 - 7 = 105, a najwieksza
142 -7 = 994.

W zbiorze {15,16,17,...,141,142} jest 142 — 14 = 128 elementdw, wiec doktadnie tyle jest liczb
trzycyfrowych, ktore dzielg sie przez 7.

e sposob II

Wszystkich liczb trzycyfrowych, czyli liczb ze zbioru {100, 101, 102, ..., 998, 999}, jest

999 — 99 = 900.

Zauwazmy teraz, ze wsrod siedmiu kolejnych liczb naturalnych jest doktadnie po jednejliczbie dla kazdej
z mozliwych reszt z dzielenia przez 7 : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Poniewaz 900 = 128 - 7 + 4, wiec jezeli ze
zbioru liczb trzycyfrowych wyjmiemy podzbior czteroelementowy {100, 101, 102, 103}, to pozostaty
podzbior, liczacy 896 elementow, mozemy rozbi¢ na 128 podzbioréw siedmioelementowych — w kazdym
z nich znajdzie si¢ doktadnie jedna liczba podzielna przez 7:

{104, 105, 106, 107, 108, 109, 110}, ... , {993, 994, 995, 996, 997, 998, 999}.

Sprawdzamy, ze zadna z liczb ze zbioru {100, 101, 102, 103} nie dzieli si¢ przez 7, zatem jest doktadnie
128 liczb trzycyfrowych, ktore dzielg sie przez 7.

e sposob II1

Zbior {100, 101, 102, ..., 998, 999} wszystkich liczb trzycyfrowych jest podzbiorem zbioru

{1, 2, 3, ..., 998, 999} wszystkich liczb naturalnych od 1 do 999.

Poniewaz 999 = 142 - 7 + 5, wiec jezeli ze zbioru liczb naturalnych od 1 do 999 wyjmiemy podzbior
piecioelementowy {995, 996, 997, 998, 999}, to pozostate 994 liczby mozemy rozdzieli¢ do 142
podzbioréw siedmioelementowych:

{1,2,3,4,5,6, 7}{8,9, 10, 11, 12, 13, 14}, ..., {988, 989, 990, 991, 992, 993, 994}.

W kazdym z nich jako ostatnia zapisana jest jedyna w takim podzbiorze liczba podzielna przez 7. Zatem
bez sprawdzania mozemy stwierdzi¢, ze wérdd liczb ze zbioru {995, 996, 997, 998, 999} nie ma liczby



podzielnej przez 7.
Skoro 99 = 14 - 7 4 1, wigc jezeli ze zbioru liczb naturalnych od 1 do 99 wyjmiemy liczbe 99, to pozostate
98 liczb mozemy rozdzieli¢ do 14 podzbioréw siedmioelementowych:

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, {8, 9, 10, 11, 12, 13, 14}, ..., {92, 93, 94, 95, 96, 97, 98}.

Oznacza to, ze w zbiorze liczb naturalnych od 1 do 99 jest doktadnie 14 liczb podzielnych przez 7.
Wobec tego w zbiorze liczb naturalnych od 100 do 999 jest ich 142 — 14 = 128.

Uwaga. Zauwazmy, ze wykorzystane w rozwigzaniu liczby 142 i 14 otrzymaliSmy, przyblizajac

z niedomiarem utamki odpowiednio @ = 142% oraz % = 14%.

Dowolnejliczbie rzeczywistej x mozna jednoznacznie przypisac jej czes¢ catkowita (zwang tez cecha lub
podloga tejliczby), ktéra oznacza najwigksza liczbe catkowitg, ktora nie jest wieksza od z. Czes¢
catkowita liczby « oznaczana jest symbolem |z .

Stosujac to oznaczenie, zapiszemy, ze liczb trzycyfrowych podzielnych przez 7 jest
999 99 5 2
|22 - [F] = (1422 | — [147] =142 — 14 = 128.
Rozumujac w podobny sposob jak w ostatnim sposobie rozwigzania, stwierdzimy np., ze
» wszystkich liczb czterocyfrowych podzielnych przez 11 jest
[58%] = [5F] = 1909] — [90F | =909 — 90 = 819,
» wszystkich liczb pigciocyfrowych podzielnych przez 17 jest
[ 29999 | — | 2999 ] — |58823 | — 5883 | = 5882 — 588 = 5294,

» awszystkich liczb szeSciocyfrowych podzielnych przez 29 jest

| 25522 | — [ 552 | = 3448255 | — 344845 | = 34482 — 3448 = 31034.

Podamy teraz wzor, pozwalajacy obliczy¢ liczbe elementéw sumy n zbioréow roztacznych.
Do jego uzasadnienia wystarczy przeprowadzi¢ podobne rozumowanie, jak stosowane w poprzednich
przyktadach.

Wi1asnos¢: Liczba elementéw sumy n zbioréw roztgcznych

Jezeli zbiory Ay, A,, ..., A, sa parami rozigczne, to liczba elementow zbioru 4; U A, U ... U A, jest
rowna sumie liczb elementow kazdego ze zbioréw Aq, As, ..., A,:

|AjUAsU... UA,| = |Aq| + |Ag|+. .. +]A,]

Regute, ktora jest zapisana w powyzszym wzorze, nazywamy reguta dodawania.

Przyktad 9

Obliczymy, ile jest liczb dwucyfrowych, ktore sa podzielne przez 2 lub sg podzielne przez 5.
Oznaczmy:

Ay - zbior liczb dwucyfrowych podzielnych przez 2,

Aj - zbior liczb dwucyfrowych podzielnych przez 5.

Mamy obliczy¢, ile jest liczb dwucyfrowych, ktore sg podzielne przez 2 lub przez 5, czyli warto$¢
| Ay U Aj).

Zauwazmy, ze:



o wsrdod dwoch kolejnych liczb naturalnych jest doktadnie jedna parzysta i doktadnie jedna
nieparzysta. Poniewaz da si¢ rozbi¢ zbior liczb dwucyfrowych na takie podzbiory dwuelementowe,
ze w kazdym z nich znajdzie si¢ doktadnie jedna liczba podzielna przez 2, wiec | Ay| = % -90 = 45.

» wsraod pieciu kolejnych liczb naturalnych jest doktadnie jedna podzielna przez 5. Poniewaz da si¢
rozbi¢ zbior liczb dwucyfrowych na takie podzbiory piecioelementowe, ze w kazdym z nich znajdzie
sie doktadnie jedna liczba podzielna przez 5, wiec | As| = % 90 = 18.

Zbiory A, oraz Aj nie sa jednak rozigczne - wérdd liczb dwucyfrowych sa takie, ktore dziela sie zaréwno
przez 2, jak i przez 5, taka jest np. 10. Poniewaz liczba catkowita dzieli si¢ przez 2 i przez 5 wtedy i tylko
wtedy, gdy dzieli si¢ przez 10, wiec musimy jeszcze obliczyc¢, ile jest liczb dwucyfrowych podzielnych
przez 10.

Liczb tych jest 9, co mozna sprawdzi¢, wypisujac je wszystkie lub zauwazajac, ze takich liczb jest

75 -90=9.

Przedstawimy teraz trzy pomysty na dokonczenie rozwigzania przyktadu 9.

e sposob I
Zbior Ay U Aj; rozbijemy na trzy rozlaczne podzbiory:
 zbior liczb dwucyfrowych podzielnych przez 2 i przez 5.
Jest to zbior liczb podzielnych przez 10, zatem takich liczb jest 9.
 zbior tych liczb dwucyfrowych, ktore dzielg si¢ przez 2 i nie dzielg si¢ przez 5.

Zbior liczb dwucyfrowych podzielnych przez 2 mozemy rozbi¢ na dwa podzbiory: podzbior liczb
podzielnych przez 5 i podzbior liczb niepodzielnych przez 5. Wszystkich liczb dwucyfrowych
podzielnych przez 2 jest 45, tych sposrdd nich, ktére sg dodatkowo podzielne przez 5, jest 9, zatem liczb
dwucyfrowych, ktore dzielg sie przez 2 i nie dzielg si¢ przez 5, jest 45 — 9 = 36.

 zbior tych liczb dwucyfrowych, ktore dzielg sie przez 5 i nie dzielg si¢ przez 2.

Zbior liczb dwucyfrowych podzielnych przez 5 mozemy rozbi¢ na dwa podzbiory: podzbior liczb
parzystych i podzbior liczb nieparzystych. Wszystkich liczb dwucyfrowych podzielnych przez 5, jest 18,
tych sposérdd nich, ktore sg dodatkowo podzielne przez 2, jest 9, zatem liczb dwucyfrowych, ktore dzielg
sie przez 5 i nie dzielg si¢ przez 2, jest 18 — 9 = 9.

Ostatecznie stwierdzamy, ze wszystkich liczb dwucyfrowych, ktore sg podzielne przez 2 lub przez 5, jest

|Ay U As| =9+ 36 +9 = 54.
e sposob II

Obliczajac liczbe tych liczb dwucyfrowych, ktore dzielg si¢ przez 2 i nie dzielg si¢ przez 5, mozna
zauwazyc, ze zbior parzystych liczb dwucyfrowych da sie rozbi¢ na pie¢ podzbiorow ze wzgledu na
reszte z dzielenia przez 5. Obliczymy wtedy, ze szukane przez nas liczby sa elementami 4 z tych 5
podzbiorow, zatem ich liczba to

-45 = 36

SIS

Analogiczny pomyst mozna zastosowa¢ do ustalenia, ile jest liczb dwucyfrowych, ktore sa podzielne przez
2 lub przez 5.

Rozbijemy mianowicie zbior liczb dwucyfrowych na 10 podzbioréow ze wzgledu na reszte z dzielenia
przez 10. W kazdym z tych podzbiorow jest % - 90 = 9 elementow. Wyr6znimy wsrod tych podzbiorow



dwie grupy:

(1) podzbiory, w ktorych znajduja sie liczby dajace przy dzieleniu przez 10 jedng z reszt: 0, 2, 4, 5, 6 lub
8,

(2) podzbiory, w ktorych znajduja sie liczby dajace przy dzieleniu przez 10 jedng zreszt: 1, 3, 7, 9.
Zauwazmy, ze kazda z liczb, ktora znalazta sie w dowolnym z podzbiorow grupy (1) dzieli sie przez 2 lub
przez 5, a kazda z liczb, ktore s3 w dowolnym z podzbioréw grupy (2) jest liczbg niepodzielng ani przez 2,
ani przez 5.

Zatem

e sposob III

Obliczylismy wczesniej, ze liczb dwucyfrowych podzielnych przez 2 jest | A;| = 45, liczb dwucyfrowych
podzielnych przez 5 jest |As| = 18, liczb dwucyfrowych podzielnych jednoczesénie przez 2 i przez 5 jest
| Ay N Ag| = 9.

Kazda liczba nalezacg do tego ostatniego zbioru jest rowniez elementem kazdego ze zbiorow A, oraz As.
Wypisujac zatem wszystkie liczby dwucyfrowe podzielne przez 2 oraz wszystkie liczby dwucyfrowe
podzielne przez 5, wypiszemy doktadnie dwa razy kazdg z liczb podzielnych przez 10, a kazdg inng -
dokladnie raz. Oznacza to, ze jesli od sumy |As| 4 |A5| = 45 4+ 18 = 63 odejmiemy liczbe | Ay N Ag| = 9,
to ustalimy, ile jest liczb dwucyfrowych podzielnych przez 2 lub 5:

Ay U As| = |As| + |As| — |4y N Ag| = 45 + 18 — 9 = 54.

Rozumujac podobnie jak w ostatnim sposobie rozwigzania przykladu 9, mozemy stwierdzi¢, ze dla
dowolnych dwoch zbioréw A i Bliczba | A U B| elementéw nalezgcych do zbioru A lub do zbioru B jest
réwna sumie liczb | A| i | B|, pomniejszonej o liczbe | A N B| elementéw nalezgcych jednocze$nie do
zbioru A i do zbioru B:

|AUB| = |A| +|B| - |ANB.
Przyktad 10

W konkursie matematycznym uczestniczyto 132 uczniow. Siedmiu sposrod nich nie rozwigzato zadnego
z dwoch pierwszych zadan, 98 uczestnikow rozwigzato zadanie pierwsze, a 55 z nich rozwigzato zadanie
drugie. Ustalimy, ilu jest uczestnikow tego konkursu, ktorzy rozwigzali oba zadania: pierwsze i drugie.

Z tre$ci zadania wynika, ze liczba uczestnikow konkursu, ktorzy rozwigzali zadanie pierwsze lub zadanie
drugie, jest rowna

132 — 7 = 125.

Przyjmiemy teraz nast¢pujace oznaczenia: uczestnikow konkursu, ktorzy rozwiazali zadania pierwsze,
przypiszemy do zbioru A, a tych uczestnikéw, ktorzy rozwigzali zadania drugie - do zbioru B.

Wiemy, ze |A U B| = 125, |A| = 981 |B| = 55.

Poniewaz |A U B| = |A| + |B| — |A N B|, wiec 125 = 98 + 55 — |A N B], stad

|AN B| =98 + 55 — 125 = 28, co oznacza, ze 28 uczestnikow tego konkursu rozwigzato oba zadania:
pierwsze i drugie.

Przyktad 11

W konkursie matematycznym, w ktorym uczestnicy mieli do rozwigzania trzy zadania, uczestniczyto 49
uczniow. Zadanie pierwsze rozwiazato 34 uczniow, zadanie drugie - 27, zadanie trzecie - 18. Ponadto:
zadanie pierwsze i drugie rozwigzato 19 ucznidw, zadanie drugie i trzecie - 10 ucznioéw, zadanie
pierwsze i trzecie - 13 ucznidw, a 8 uczniow rozwigzato wszystkie trzy zadania.



Ustalimy, ilu jest uczestnikow tego konkursu, ktorzy nie rozwigzali zadnego z trzech zadan.

Oznaczamy literami P, D, T zbiory ucznidw, ktorzy rozwiazali odpowiednio pierwsze, drugie i trzecie
zadanie.

Przedstawimy rozwigzanie, korzystajac z ponizszego diagramu:

P D

T

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wpisujemy w odpowiednie miejsce diagramu liczbg¢ uczestnikow, ktorzy:

» rozwigzali wszystkie trzy zadania (jest ich 8),

» rozwigzali zadania 11 2, ale nie rozwigzali zadania 3 (jestich 19 — 8 = 11),
» rozwigzali zadania 11 3, ale nie rozwiazali zadania 2 (jestich 13 — 8 = 5),
» rozwigzali zadania 2 i 3, ale nie rozwigzali zadania 1 (jestich 10 — 8 = 2),
« rozwiazali tylko zadanie 1 (jestich 34 — (11 + 8 + 5) = 10),

« rozwigzali tylko zadanie 2 (jestich 27 — (11 + 8 + 2) = 6),

« rozwigzali tylko zadanie 3 (jestich 18 — (5 + 8 + 2) = 3).

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wobec tego wszystkich uczestnikoéw tego konkursu, ktorzy rozwigzali co najmniejjedno zadanie,
bylo

8+11+5+2+10+6+ 3 = 45.

Zatem 4 uczestnikow konkursu nie rozwigzato zadnego z trzech zadan. To zadanie mozna tez
rozwigzac¢, rozumujgc w nastepujacy sposob. Wybieramy po kolei wszystkie elementy zbiorow:
najpierw P, potem D i nastepnie T - jest ich razem



|P|+ |D| + |T| = 34+ 27 + 18 = 79.

Na diagramie zaznaczamy ,+" w kazdym miejscu, z ktoérego wzieliSmy wszystkie elementy

P D

[N

T

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazamy, ze elementy nalezgce do czesci wspolnejkazdych dwoch zbioréow obliczyliSmy za duzo
razy - poprawiamy wynik, odejmujgc od niego liczby |[P N D|, |[DNT|i |PNT]:

|P|+|D|+|T| - (|[PND|+|DNT|+ |PNT|)=(344+27+18) — (19+10+13) =79 — 42 =3’

Na diagramie zabieramy ,+" z kazdego miejsca, z ktoérego elementy usune¢liSmy.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zatem pozostaje jeszcze tylko doda¢ elementy czeSci wspolnej wszystkich trzech zbioréw tak, zeby
kazdy element sumy byl policzony doktadnie raz.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz |[P N DN T| = 8, wiec otrzymujemy, ze liczba elementéw zbioru P U D U T, czyli liczba
uczestnikow konkursu, ktorzy rozwigzali co najmniej jedno zadanie, jest rowna
|[PUDUT|=|P|+|D|+|T|—(|PND|+|DNT|+|PNT|)+|PNDNT|=79—42+8 =45
.Oznacza to, ze 4 uczestnikow konkursu nie rozwigzato zadnego z trzech zadan.

Wskazéwka

Znamy juz wzor na liczbe elementéw sumy dwoch zbioréw
|AUB| = |A| + |B| - |[AN B|

Korzystajac z powyzszego sposobu rozwigzania, mozemy zapisa¢ wzor na liczbe elementow sumy
AU BU C trzech zbiorow A, Bi C:

|AUBUC|=|A|+ |B|+|C| - (JANB|+|BNC|+|ANC|)+ |ANnBNC|

Obydwa zapisane powyzej wzory s3 szczeg6lnymi przypadkami zastosowania tzw. zasady wiaczen
i wytaczen.

Cwiczenie 1

Wszystkich liczb trzycyfrowych wiekszych od 200 i mniejszych od 500 jest

298

301

300

o O O O

299



Cwiczenie 2

W klasie ITIa jest 33 ucznidw. Na wycieczke do Gdanska pojechato 25 z nich, a na wycieczke do Rzeszowa
pojechato ich 28, przy czym doktadnie trzech uczniéw tej klasy nie pojechato na zadna z tych dwdch wycieczek.
lle uczniéw tej klasy byto na obu wycieczkach: w Gdansku i w Rzeszowie?

O 28

O 25

O 23

O 30

Cwiczenie 3

lle jest elementéw zbioru {11, 15, 19, ..., 95, 99} wszystkich liczb dwucyfrowych, ktére przy dzieleniu
przez 4 daja reszte 3?

24

22

o O O

25

O 23

Cwiczenie 4

Kasia znalazta ksigzke, z ktérej ktos wyrwat kartki. Kiedy Kasia otworzyta ksigzke w zniszczonej czesci, z lewej
strony odczytata numer 98, a z prawej - 353. lle kartek zostato wyrwanych z tej ksigzki w tym miejscu?

128

127

254

255

o O O O



Cwiczenie 5

Wszystkich liczb dwucyfrowych, ktére sg podzielne przez 9 lub przez 10, jest

19

18

o O O

10

O 20

Cwiczenie 6

Oblicz, ile jest elementéw w zbiorze:

1. A -liczb naturalnych od 27 do 62: A = {27, 28, 29, ..., 61, 62}
2. B - dwucyfrowych liczb nieparzystych: B = {11, 13, 15, ..., 97, 99}
3. C - liczb dwucyfrowych podzielnych przez 6: C = {12, 18, 24, ..., 90, 96}
4. D - liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5: D = {100, 105, 110, ..., 990, 995}
Cwiczenie 7
Oblicz, ile jest elementéw w zbiorze:
1. A1 - liczb trzycyfrowych, ktére przy dzieleniu przez 10 daja reszte 1: A; = {101, 111, ...
2. A3 - liczb trzycyfrowych, ktére przy dzieleniu przez 10 daja reszte 3: A3 = {103, 113, ...
3. Ag - liczb trzycyfrowych, ktore przy dzieleniu przez 10 daja reszte 6: Ag = {106, 116, ...

4. Ag - liczb trzycyfrowych, ktore przy dzieleniu przez 10 dajg reszte 8: As

= {108, 118, ...

Y

991}

993}

996}

998}



Cwiczenie 8

Piotru$ pomagat dziadkowi porzadkowa¢ ksigzki. Zdejmujac z gérnej potki opasty tom starej encyklopedii, nie
zdotat utrzymac ksiagzki w reku, a ta, upadajac, rozerwata sie. Podnoszac czes$é, ktéra oddzielita sie od reszty
ksiazki, Piotrus zauwazyt, ze na jej pierwszej stronie jest numer 306, a na ostatniej numer wyrazajacy sie liczba
nieparzysta zapisang za pomocg tych samych cyfr. lle kartek liczyta ta wyrwana czes¢ encyklopedii? Odpowiedz
uzasadnij.

Cwiczenie 9

Bieg uliczny ukonczyto 2015 oséb. Liczba zawodnikdw, ktérzy przybiegli za Markiem, jest 18 razy wieksza od
liczby tych startujgcych, ktorzy przybiegli przed nim, natomiast Jola ukonczyta zawody doktadnie w potowie
stawki. lle oséb zajeto w tym biegu miejsca miedzy Markiem a Jolg?

Cwiczenie 10

Oblicz, ile jest:

1. wszystkich liczb dwucyfrowych, ktére dzielg sie przez 20.

2. wszystkich liczb dwucyfrowych, ktore dzielg sie przez 4.

3. wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére dzielg sie przez 25.

4. wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére dzielg sie przez 8.

Cwiczenie 11

Oblicz, ile jest:

1. wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére dzielg sie przez 11.

2. wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére dzielg sie przez 17.

3. wszystkich liczb czterocyfrowych, ktére dziela sie przez 19.

4. wszystkich liczb czterocyfrowych, ktére dzielg sie przez 23.



Cwiczenie 12

Oblicz, ile jest liczb

1. dwucyfrowych, ktére sg podzielne przez 2 lub sg podzielne przez 10

2. dwucyfrowych, ktére sg podzielne przez 3 lub s3 podzielne przez 9

3. trzycyfrowych, ktore sg podzielne przez 5 lub sg podzielne przez 15

4. trzycyfrowych, ktére sg podzielne przez 25 lub sg podzielne przez 75

Cwiczenie 13

Wiadomo, ze wsréd 100 uczestnikéw pewnego miedzynarodowego konkursu matematycznego 80 zna jezyk
angielski, 50 zna jezyk francuski, 40 zna jezyk niemiecki, a 21 zna jezyk rosyjski. Wykaz, ze pewien uczestnik
tego konkursu, ktéry zna jezyk angielski, zna réwniez:

1. jezyk francuski

2. jezyk niemiecki

3. jezyk rosyjski

Cwiczenie 14

W klasie ITI b jest 33 ucznidw, z czego 19 to chtopcy. Wiadomo, ze 15 ucznidw tej klasy chodzi na zajecia kétka
matematycznego. Wykaz, ze w zajeciach tego kétka bierze udziat co najmniej jeden chtopiec.

Cwiczenie 15

Na pigtkowe zajecia w domu kultury zapisato sie 51 oséb. W tym dniu odbywaijg sie tam tylko zajecia kota
plastycznego (od 15.00 do 17.00), na ktére zapisato sie 38 osdb, oraz zajecia kota teatralnego (17.30 do 19.00),
na ktére zapisato sie 16 osoéb. lle oséb planuje uczeszczaé w piatki na zajecia obu tych két?



Cwiczenie 16

Oblicz, ile jest liczb

1. dwucyfrowych, ktére sg podzielne przez 2 lub s3 podzielne przez 9

2. dwucyfrowych, ktére sg podzielne przez 3 lub s3 podzielne przez 10

3. trzycyfrowych, ktoére sg podzielne przez 6 lub s3 podzielne przez 75

4. trzycyfrowych, ktére sg podzielne przez 25 lub sg podzielne przez 60

Cwiczenie 17

Kazdy z 70 uczestnikéw warsztatéw matematycznych miat okresli¢, co chciatby robi¢ we wtorek po kolacji. Do
wyboru byty zajecia w sali gimnastycznej oraz gry i zabawy w Swietlicy. 56 oséb zgtosito chec¢ udziatu na
zajeciach w sali gimnastycznej, 38 - w grach i zabawach w swietlicy, przy czym 26 oséb zgtosito sie i na zajecia
w sali gimnastycznej, i na zajecia w $wietlicy. llu uczestnikow tych warsztatéw postanowito po kolacji zosta¢
w pokoju?

Cwiczenie 18

Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 999, 1000} wszystkich liczb naturalnych od 1 do 1000 usunieto najpierw wszystkie
liczby podzielne przez 4, a nastepnie sposrdd reszty usunieto wszystkie liczby podzielne przez 5. lle liczb
pozostato?



Cwiczenie 19

Do pracy w samorzadzie szkolnym zgtosito sie trzech kandydatéw: A, Bi C. Za pomoca gtosowania na szkolnej
stronie internetowej przeprowadzono sondaz na temat popularnosci tych kandydatéw. W stosownym
formularzu nalezato dokonaé wyboru, do ktérego zachecano nastepujaco: ,Sposréd kandydatow A, B, C
wybierz tych, ktérzy wedtug Ciebie zastugujg na wybdr do samorzadu szkolnego”.

Opiekun strony internetowej przygotowat raport, w ktérym podat, ze:

w sondazu oddano 370 gtosow,

e na kandydata A oddano 200 gtoséw,

e na kandydata B oddano 211 gtosow,

e na kandydata C' oddano 134 gtosy,

o kandydata A i kandydata B wskazato 68 gtosujacych,

e kandydata B i kandydata C' wskazato 73 gtosujacych,

e kandydata A i kandydata C wskazato 86 gtosujacych,

o wszystkich trzech kandydatow wskazato 56 gtosujacych.

Wykaz, ze w tym raporcie jest btad.

Cwiczenie 20

Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych, ktére dzielg sie przez 2 lub przez 3, lub przez 5.

Cwiczenie 21

Wiadomo, ze wsrdd 20 laureatéw pewnego miedzynarodowego konkursu matematycznego 15 zna jezyk
angielski, 14 zna jezyk francuski, a 12 zna jezyk niemiecki. Wykaz, ze pewien laureat tego konkursu zna kazdy
z tych trzech jezykéw.



Cwiczenie 22

Jarek, Darek i Marek, przygotowujac sie do sprawdzianu z matematyki, rozwigzali wspdélnymi sitami wszystkie
90 zadan poleconych przez nauczyciela. Jarek rozwigzat 70 zadan, Darek - 60, a Marek - 40. Chtopcy uznali, ze
zadania, ktére rozwiazali wszyscy, byty tatwe, ale zadania rozwigzane tylko przez jedng osobe byty trudne.
Wykaz, ze zadan trudnych byto o 10 wiecej niz zadan tatwych.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Reguta mnozenia, reguta dodawania

Reguta mnozenia
Przyktad 1

W pudetku jest 11 kul, ponumerowanych od 1 do 11. Z tego pudetka losujemy jedng kule, zapisujemy
jejnumer i wrzucamy wylosowang kule z powrotem do pudetka. Nastepnie operacje losowania
powtarzamy, zapisujac wynik drugiego losowania.

Obliczymy, ile jest wszystkich mozliwych wynikow takiego doswiadczenia.

Pojedynczy wynik takiego doswiadczenia zapisujemy, notujgc dwie liczby: najpierw wynik
pierwszego losowania —wj, a nastepnie wynik drugiego losowania —ws.

Wszystkie mozliwe wyniki doswiadczenia mozemy przedstawi¢ np. za pomoc3 tabeli.

Tabela. Dane

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 (1,1 (1,2 (1,3 (1,4 1,5 (1,6 (17 (1,8 (1,9
2 (2,1) (2,2 (2,3 (24 (25 (26 (27 (28 @ (29
33,1 (3,2 (3,3 3,4 (3,5 (36 (37 (38 (309
4 41 42 43 44 45 46 47 (48 (409
5 (5,1 (5,2 (5,3 | (54 (5,5 (5,6 (57 (58 (509
6 (6,1) (6,2 (6,3 (6,4 (6,5 (6,6 (67 (6,8 (6 9)
7 (1) (1,2 (7,3) | (7,4 (1,5  (7,6) (7,7 (7,8 (7,9
8 (8,1 (82  (83) (84 (85 (86 (87 (88 (89
9 (9,1) (9,2 (9,3 (9,4 (9,5 (9,6 (9,7 (9,8 (9,9
10 | (10, 1) | (10, 2) (10, 3) @ (10,4) @ (10,5) (10, 6) (10, 7) (10, 8) (10, 9)

11 | (11, 1) | (11, 2) (11, 3) (11, 4) (11, 5)  (11,6)  (11,7)  (11,8) (11, 9)

Kazdy wynik doswiadczenia zostal w powyzszej tabeli utozsamiony z przyporzadkowang mu parg
liczb (wq, ws). Jezeli np. w pierwszym losowaniu otrzymamy 3, a w drugim 8, to wynik tego losowania
zapiszemy jako (3, 8).Z kolei zapisanie pary (11, 2) to informacja, ze za pierwszym razem
wylosowano 11, a za drugim - 2.

Poniewaz rozpatrywane doswiadczenie losowe to wykonanie jedna po drugiej dwoch czynnosci,
polegajgcych za kazdym razem na wyborze jednego elementu z jedenastoelementowego zbioru

{1, 2, 3, ..., 11}, to wszystkich mozliwych wynikow tego dos$wiadczenia jest 11 o 11 = 121.
Przyktad 2

Ustalimy, ile dodatnich dzielnikow catkowitych ma kazda z liczb: 72, 360 oraz 1410.

Skorzystamy z zapisu kazdejz tych liczb w postaci rozktadu na czynniki pierwsze.

Poniewaz 72 = 23 - 3%, wiec kazdy dodatni czynnik catkowity liczby 72 jest liczba postaci 2" - 3™,
przy czym n jest liczbg ze zbioru {0, 1, 2, 3}, natomiast m jest liczba ze zbioru {0, 1, 2}. Zauwazmy, ze
wybor dzielnika liczby 72 polega na wykonaniu dwoch czynnosci: wyborze wyktadnika dla czynnika
2 - comozna zrobi¢ na 4 sposoby, a nastepnie na wyborze wykladnika dla czynnika 3 - co mozna



zrobi¢ na 3 sposoby.
Korzystajac z reguly mnozenia, stwierdzamy, Ze 72 ma 4 - 3 = 12 dzielnikow, ktore przedstawia
ponizsza tabela.

Tabela. Dane

30 3 32
20 20.30 =1 20.31 =3 20.32=9
2! 21.39 =2 2.3 =6 21.3%2 =18
22 22.30 =4 22.31 =12 22.3% =36
23 23.30 =8 23.31 =24 23.3%2 =172

Poniewaz 360 = 23 - 3% - 5, wiec kazdy dodatni czynnik catkowity liczby 360 jest liczba postaci

2" . 3™ . 5% przy czym n jest liczba ze zbioru {0, 1,2, 3}, m jest liczba ze zbioru {0, 1, 2}, natomiast k
jest liczba ze zbioru {0, 1}. Zauwazmy, ze wybor dzielnika liczby 360 polega na wykonaniu trzech
czynnosci, z ktorych pierwsza moze skonczy¢ sie na jeden z 4 sposobow, druga - na jeden z 3
sposobow, a trzecia - na jeden z 2 sposobow.

Jezeli najpierw rozpatrzymy wszystkie przypadki zwigzane z wykonaniem dwoch pierwszych
czynnosci (jest ich 12), a nastepnie wykonamy trzecig czynnos$c, to dostaniemy 24 mozliwosci.
Korzystajac z reguly mnozenia, stwierdzamy, ze 360 ma 4 - 3 - 2 = 24 dodatnie dzielniki catkowite ,
ktore przedstawia ponizsza tabela.

Tabela. Dane
20.30 | 21.30 | 92.30 1 93.30 | 90 .3l | ol. gl ' 92.31  93.31 | 90.32 ' 9ol. 32
50 1 2 4 8 3 6 12 24 9 18
51 5 10 20 40 15 30 60 120 45 90

Poniewaz 1410 = 2 - 3 - 5 - 47, wiec kazdy dodatni czynnik catkowity liczby 1410 jest liczba postaci
2" . 3™ . 5. 47! przy czym kazda z liczb n, m, k, 1 wybierana jest ze zbioru {0, 1}. Zauwazmy, ze
wybor dzielnika liczby 1410 polega na wykonaniu czterech czynnosci, z ktérych kazda moze
skonczy¢ si¢ na jeden z 2 sposobow.

Korzystajac z reguly mnozenia, stwierdzamy, ze 1410 ma 2 - 2 - 2 - 2 = 16 dzielnikow.

Regula mnozenia
Rozumujac podobnie jak w przedstawionych powyzej przyktadach, stwierdzimy, ze:

o liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po kolei dwoch
czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczy¢ si¢ na jeden z n sposobow, druga — na jeden zm
sposobow, jest rowna mn,

o liczba wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po kolei trzech
czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczy¢ si¢ na jeden z n sposobow, druga — na jeden zm
sposobdw, a trzecia - na jeden z k sposobdw, jest rowna kmmn.

Zasada, ktora w podobnych przypadkach stosujemy, nazywa si¢ regula mnozenia.
Twierdzenie: Reguta mnozenia

Liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po kolei n
czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k; sposobéw, druga - na jeden z ks



sposobdw, trzecia - na jeden z k3 sposobow i tak dalej do n—tej czynnosci, ktéra moze zakonczy¢ sie
na jeden z k,, sposobdw, jest réwna

ky-ky-ks... -k,

Powolujac sie na regule mnozenia, mozna pokazac, ze liczba n, ktora w rozkladzie na czynniki
pierwsze daje si¢ zapisa¢ w postaci

Q| ap

n=p* - p - PE™,
gdzie py,ps, . . . , P S3 TOzZNymi liczbami pierwszymi, a a1, g, . . . , a s3 dodatnimi liczbami
catkowitymi,
ma

(a1 +1)-(ag+1)-... (o + 1)

dodatnich dzielnikow catkowitych.
Przyktad 3

Ustalimy, ile jest wszystkich mozliwych wynikoéw do$wiadczenia, ktore polega na:

1. siedmiokrotnym rzucie symetryczng moneta.
W pojedynczym rzucie symetryczng moneta mozemy otrzymac jeden z dwoch wynikow: , orzet”
lub ,reszka”. Doswiadczenie polega wiec na siedmiokrotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za
kazdym razem moze skonczy¢ sie na jeden z 2 sposobow. Korzystajac z reguty mnozenia,
stwierdzamy, ze liczba wszystkich wynikow jest rowna
2.2:2-2-2-2.2=27=128,

2. pieciokrotnym rzucie symetryczng szescienng kostka do gry.
W pojedynczym rzucie symetryczna sze$cienng kostka do gry mozemy otrzymac jeden z sze$ciu
wynikow: 1, 2, 3, 4, 5lub 6 oczek. Doswiadczenie polega wiec na pieciokrotnym powtorzeniu
czynnosci, ktora za kazdym razem moze skonczy¢ sie na jeden z 6 sposobow. Korzystajac z reguty
mnozenia, stwierdzamy, ze liczba wszystkich wynikow jest rowna
6-6-6-6-6=6"=7776

3. zapisaniu liczby trzycyfrowej, utworzonej wytacznie za pomocg cyfr ze zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8} (cyfry mogg sie powtarzac).
Wybierajac kazda cyfre takiejliczby, mozemy otrzymac jeden z oSmiu wynikoéw. Oznacza to, ze
doswiadczenie polega na trzykrotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem moze
skonczyc¢ si¢ na jeden z 8 sposobow. Korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze liczba
wszystkich wynikow jest rowna
8-8-8=8"=512

4. rozmieszczeniu 4 roznych notatnikow w 7 roznych teczkach.
Wyboru teczki dla kazdego z czterech notatnikow mozemy dokonac na 7 sposobow.
Doswiadczenie polega wigc na czterokrotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem
moze skonczy¢ sie na jeden z 7 sposobow. Korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze liczba
wszystkich wynikow jest rowna
7-7-7-7="1"=2401

Wariacje z powtorzeniami



W doswiadczeniach rozpatrywanych w poprzednim przyktadzie mieliSmy do czynienia z tym samym
schematem: kazde z nich polegato na k- krotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem
mogta sie skonczy¢ najeden z n sposobow. Korzystajac z reguly mnozenia, stwierdzamy, ze liczba
wszystkich wynikow w do$wiadczeniu tego typu jest rowna

~ ~ rd
kczynnikéw

Doswiadczenie polegajgce na k-krotnym powtdrzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem mogta si¢
skonczy¢ na jeden z n sposobdw, nazywa si¢ zwyczajowo k- wyrazowa wariacja z powtérzeniami zbioru
n-elementowego.

Modelem dla tego typu do$wiadczenia jest k-wyrazowy ciag o elementach wybieranych dowolnie ze
zbioru n-elementowego (czyli z powtorzeniami — dowolny element zbioru moze wystgpi¢ wielokrotnie
w ciggu).

Na podstawie spostrzezenia poczynionego powyzej formulujemy twierdzenie.

Wiasnosc¢: liczba k-wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elementowego

Liczba wszystkich k- wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n- elementowego jest rowna nF.

Przyktad 4
Stosujac twierdzenie o liczbie wariacji z powtorzeniami, obliczymy, ze:

1. liczba wszystkich mozliwych wynikow trzykrotnego rzutu kostkg sze$cienng to 63 = 216,

2. liczba wszystkich mozliwych wynikow pieciokrotnego rzutu moneta to 25 = 32,

3. liczba wszystkich mozliwych liczb 4-cyfrowych utworzonych z cyfr {1, 2, 3, 4, 5} to 5* = 625,

4. liczba wszystkich mozliwych sposobow umieszczenia 10 roznych dlugopiséw w 4 réznych
szufladach to 419 = 1048576,

5. liczba wszystkich mozliwych sposobéw umieszczenia 7 réznych kul w 6 roznych pudetkach
(zaktadamy, ze w kazdym pudetku zmiesci sie co najmniej 7 takich kul) to 67 = 279936.

Przyktad 5

Obliczymy sume¢ wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5
(cyfry mogg si¢ powtarzac).

Wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylgcznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest doktadnie
tyle, ile dwuelementowych ciggow (i, ¢2), gdzie ¢; oraz cs to liczby wybrane ze zbioru

{1, 2, 3, 4, 5}, z powtdrzeniami. Jest ich zatem 5 - 5 = 25.

Sume tych wszystkich liczb obliczymy dwoma sposobami.

e sposob I

Wypisujemy wszystkie liczby w tabeli, przy czym elementy ¢;, ¢ pary (c1, ¢2) to dla konkretnejliczby
odpowiednio cyfra dziesigtek oraz cyfra jednosci.

Tabela. Dane
1 2 3 4 5
1 1 12 13 14 15
2 21 22 23 24 25

3 31 32 33 34 35




4 41 42 43 44 45
5 51 52 53 54 55
Sumujemy liczby dwucyfrowe w kolejnych wierszach. Zauwazamy przy tym, ze:

» wszystkie liczby wystepujace w tym samym wierszu maja te samg cyfre dziesiatek,
o cyfry jednosci tych liczb sg réznymi liczbami ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5}.

Tabela. Dane
1 2 3 4 5

1 11 |12 13 14 | 15 suma:5-10+ (1 +2+3+4+5)
2 21 22 23 24 25 suma:5-20+ (1 +2+3+4+5)
3 313233 3 35 suma:5-30+ (1+2+3+4+5)
4 41 42 43 44 | 45 suma:5-40+ (1+2+3+4+5)
5 51 52 53 54 55 suma:5-50+ (1 +2+3+4+5)

razem  5-10+5-20+5-30+5-40+5-50+5-(1+2+4+3+

Na koniec dodajemy wszystkie otrzymane sumy i otrzymujemy
5-(10+20+30+40+50)+5-(1+2+3+4+5)

Oznacza to, ze suma wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylgcznie za pomocg cyfr
1, 2, 3, 4, 5jestrowna

5-10-(1+2+3+4+5)+5-(1+2+3+4+5)=5-(10+1)-(1+2+3+4+5)=5-11-15:
e sposob II

Oznaczmy przez S sume wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca cyfr
1, 2, 3, 4, 5.

Podobnie jak poprzednio wypisujemy wszystkie liczby w tabeli, przy czym do kazdejz nich
dopisujemy teraz drugg liczbe dwucyfrowa, w nastepujacy sposob: do liczby opisanej przez pare
(c1, ¢2) dopisujemy liczbe opisang przez pare (6 — ¢1,6 — ¢3).

Tabela. Dane
1 2 3 4 5
1 11, 55 12, 54 13, 53 14, 52 15, 51
2 21, 45 22, 44 23, 43 24, 42 25, 41
3 31, 35 32, 34 33, 33 34, 32 35, 31
4 41, 25 42, 24 43, 23 44, 22 45, 21
5 51, 15 52, 14 53, 13 54, 12 55, 11

Zauwazmy, ze:

« istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie: liczby wyznaczonej przez pare (cy, ¢2) do
liczby wyznaczonej przez pare (6 — ¢1,6 — ¢2), a ponadto suma takich dwoch liczb jest



w kazdym przypadku rowna 66,

» kazda zliczb dwucyfrowych zapisanych wylgcznie za pomocg cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest
przyporzadkowana do doktadnie jednejpary (6 — ¢1,6 — ¢3), gdzie ¢; oraz ¢, to liczby wybrane
ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5}.

Oznacza to, ze dodajgc wszystkie liczby dwucyfrowe wpisane w ten sposob do tabeli:

o dodamy sumy par liczb wpisanych w 25 komorkach tabeli, czyli 25 razy liczbe 66,
» dokladnie dwa razy obliczymy kazdy skladnik sumy S.

Stad
258 =25-66
awiec
S=+-25-66=25-33=2825
Przyktad 6

Obliczymy sume S wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca cyfr

1, 2, 3, 4, 5 (cyfry moga sie powtarzac).

Wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wytacznie za pomocg cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest dokladnie
tyle, ile trzyelementowych ciggow (cy, ¢s, ¢3), gdzie ¢1, ¢y oraz cs to liczby wybrane ze zbioru

{1, 2, 3, 4, 5}, z powtdrzeniami. Tych liczb jest zatem 5 - 5 - 5 = 125.

Ich sume obliczymy dwoma sposobami.

e sposob I

Sumujemy otrzymane liczby trzycyfrowe, dzielgc je na 5 grup ze wzgledu na cyfre setek. Zauwazamy,
ze jest 25 liczb w kazdej takiej grupie. Przy czym dla ustalonej cyfry setek dopisane do niej cyfry
tworzg wszystkie mozliwe liczby dwucyfrowe zapisane wytgcznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5.
Zatem:

» sumujac wszystkie liczby z cyfra setek réwng 1, otrzymamy
25-100+5-(10+20+30+40+50)+5-(1+2+3+4+5)
» sumujac wszystkie liczby z cyfra setek rowng 2, otrzymamy
25-200+5-(10+20+30+40+50)+5-(1+2+3+4+5)
» sumujac wszystkie liczby z cyfra setek réwng 3, otrzymamy
25-300+5-(10+20+30+40+50)+5-(1+2+3+4+5)
» sumujac wszystkie liczby z cyfra setek rowna 4, otrzymamy
25-400+5-(10+20+30+40+50)+5-(1+2+3+4+5)
» sumujac wszystkie liczby z cyfra setek réwng 5, otrzymamy

25-500+5-(10+20+30+40+50)+5-(1+2+3+4+5).
Oznacza to, ze



5 = 25 - (100 + 200 + 300 + 400 + 500) +5-5- (10 +20 +30+40+50) +5-5- (1 +2+3 +4+5)
=25-111-(1+2+4+3+4+5)=25-111-15 = 41625

Zauwazmy, ze w tej sumie otrzymaliSmy 25 razy kazdg liczbe z ustalong cyfrg na kolejnych miejscach
zapisu dziesigtnego: jako cyfre setek, jako cyfre dziesigtek oraz jako cyfre jednosci. Majac to na
uwadze, mozna byto od razu zapisa¢ sume S w postaci

S =25- (100 + 200 + 300 + 400 + 500) +25- (10 +20+30+40+50) +25- (1 +2+ 3 + 4+ 5)

e sposob II

Wypisujemy wszystkie liczby trzycyfrowe zapisane wylacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5ido
kazdejz nich dopisujemy teraz druga liczbe trzycyfrowa, w nastepujacy sposob: do liczby opisanej
przez trojke (¢, ca, c3) dopisujemy liczbe opisang przez trojke (6 — ¢1,6 — c2,6 — c3).

Zauwazmy, ze

« istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie: liczby wyznaczonej przez trojke (c1, ¢z, c3)
do liczby wyznaczonej przez trojke (6 — ¢1,6 — ¢2,6 — c3), a ponadto suma takich dwoch liczb
jest w kazdym przypadku réwna 666,

» kazda z liczb trzycyfrowych zapisanych wyltacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest
przyporzadkowana do dokladnie jednej trojki (6 — ¢1,6 — c2,6 — c3), gdzie ¢y, ¢y Oraz cs to
liczby wybrane ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5}.

Oznacza to, ze dodajac wszystkie wypisane w ten sposob liczby trzycyfrowe:

e dodamy sumy par liczb wpisanych w 125 przypadkach, czyli 125 razy liczbe 666,
» dokladnie dwa razy obliczymy kazdy skladnik sumy S.

Stad
25 =125 - 666

awiec

S = % - 125 - 666 = 125 - 333 = 41625

Zastosowanie reguty mnozenia oraz reguty dodawania
Przyktad 7

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostkg do gry. Obliczymy, ile jest wszystkich wynikow
doswiadczenia, polegajacego na tym, ze

1. suma liczb wyrzuconych oczek jest parzysta.
W ponizszej tabeli przedstawiamy wszystkie mozliwe wyniki dwukrotnego rzutu kostka.
Zaznaczamy te, dla ktorych suma liczb wyrzuconych oczek jest parzysta.

Tabela. Dane




1.

2.

1 =z T T 3 mozliwosci
2 x T x | 3 mozliwosci
3 |z x T 3 mozliwosci
4 x T x | 3 mozliwosci
5 =z T T 3 mozliwosci
6 x x x | 3 mozliwosci
Razem: (34+3+3) + (3+3+3) =33 + 33 = 18

Zatem wszystkich takich wynikéw jest 18.
Zauwazmy przy okazji, ze warto od razu podzieli¢ wyniki pojedynczego rzutu ze wzgledu na
parzystosc¢ liczby wyrzuconych oczek:

Tabela. Dane

wynik pojedynczego rzutu

wyniki nieparzyste wyniki parzyste
(1,2 3,4,5, 6} {1, 3, 5} {2, 4, 6}
6 mozliwosci 3 mozliwosci 3 mozliwosci

Przy zliczaniu konkretnych mozliwosci skorzystamy z tego podziatu oraz zastosujemy dwie
poznane zasady: regule mnozenia i regute dodawania.

Zauwazmy, ze aby suma liczb wyrzuconych oczek byla parzysta, musimy w obu rzutach otrzymac
liczby oczek tej samej parzystosci. Oznacza to, ze:

do kazdej z 3 nieparzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem musimy za drugim
razem wyrzucic jedng z 3 nieparzystych liczb oczek, co daje tacznie 3 ¢ 3 = 9 mozliwosci,

do kazdejz 3 parzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem musimy za drugim razem
wyrzucic¢ jedna z 3 parzystych liczb oczek, co daje tacznie 3 ¢ 3 = 9 mozliwosci.

Wobec tego w sumie otrzymujemy 3 ¢ 3 + 3 3 = 18 wynikow, dla ktorych suma liczb
wyrzuconych oczek jest parzysta.

Iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest liczba nieparzysta.

Aby iloczyn liczb wyrzuconych oczek byt nieparzysty, w obu rzutach musimy otrzymac liczbe
nieparzysta. Zatem do kazdejz 3 nieparzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem
musimy za drugim razem wyrzucic jedna z 3 nieparzystych liczb oczek, co daje tacznie

3 3 = 9 mozliwosci.

Iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest parzysty.

Aby iloczyn liczb wyrzuconych oczek byt parzysty, w co najmniej jednym z rzutow musimy
otrzymac parzysta liczbe oczek. Oznacza to, Ze:

do kazdejz 3 parzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem mozemy za drugim
razem wyrzuci¢ dowolng liczbe oczek, co daje tacznie 3 @ 6 = 18 mozliwosci,

do kazdej z 3 nieparzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem mozemy za drugim
razem wyrzuci¢ jedng z 3 parzystych liczb oczek, co daje tacznie 3 # 3 = 9 mozliwosci.
Wobec tego w sumie otrzymujemy 3 e 6 + 3 3 = 27 wynikow, dla ktorych iloczyn liczb



wyrzuconych oczek jest parzysty.

Zauwazmy przy okazji, ze zbior wszystkich wynikéw dwukrotnego rzutu kostkg mozna rozbi¢ na
dwa podzbiory:

A - tych wynikéw, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest nieparzysty,

B - tych wynikow, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest parzysty.

Wtedy

|[AU B[ = |A] +|B|

przy czym |A U B| = 6 - 6 = 36 (tyle jest wszystkich mozliwych wynikéw dwukrotnego rzutu
kostkg) oraz |A| = 3 - 3 = 9 (tyle jest wynikow dwukrotnego rzutu kostka, dla ktérych iloczyn
liczb wyrzuconych oczek jest nieparzysty). Zatem

36 =9+ |B|

stad

|B| =36 —9 =27

1. Iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest podzielny przez 6.

Tym razem zaznaczamy w tabeli te wyniki, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest
podzielny przez 6.

Tabela. Dane
1 T | 1 mozliwo$¢
2 T 2 mozliwosci
3 T T z | 3 mozliwosci
4 T T | 2mozliwosci
5 z | 1mozliwo$¢
6 T | x  z x| =z T | 6 mozliwosci

Razem: 14+24+34+2+14+6 =201 + 202 + 103 + 1le6-=

Zatem wszystkich takich wynikow jest 15.

Podsumowujgc zauwazmy, ze mozna wyniki pojedynczego rzutu podzieli¢ na przypadki ze wzgledu
na to, jaka reszte z dzielenia przez 6 daje wyrzucona liczba oczek.

Wtedy:

* jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 6 oczek, to liczba oczek wyrzuconych za drugim razem
jest dowolna , co daje Iacznie 1 @ 6 = 6 mozliwosci,

* jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 2 lub 4 oczka, to za drugim razem musimy wyrzuci¢ 3 lub 6
oczek (czyli liczbe oczek, ktora dzieli sie przez 3), co daje tacznie 2 @ 2 = 4 mozliwosci,

« jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 3 oczka, to za drugim razem musimy wyrzuci¢ 2, 4 lub 6
oczek (czyli liczbe oczek, ktora dzieli sie przez 2), co daje tacznie 1 @ 3 = 3 mozliwosci,

* jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 1 lub 5 oczek, to za drugim razem musimy wyrzucic 6
oczek (czyli liczbe oczek, ktora dzieli sie przez 6), co daje tacznie 2 @ 1 = 2 mozliwosci.

Zatem wszystkich takich wynikowjest1e6 + 202 + 13 + 2e1 = 15.
Przyktad 8



W pudetku jest 17 kul, ponumerowanych od 1 do 17. Z tego pudetka losujemy dwa razy po jednejkuli,
przy czym po losowaniu wrzucamy wylosowang kule z powrotem do pudetka.

Inaczej mowiac: ze zbioru {1, 2,3, ...,16,17} losujemy dwa razy po jednejliczbie, ze zwracaniem.
Obliczymy, ile jest wszystkich wynikow do$wiadczenia.

1. Suma wylosowanych liczb jest parzysta.
Dzielimy wyniki pojedynczego losowania ze wzgledu na parzysto$¢ wylosowanejliczby:

Tabela. Dane

wynik pojedynczego
losowania wyniki nieparzyste wyniki parzyste
{1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17} | {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}
{1, 2, 3, ..., 16, 17}
17 mozliwosci 9 mozliwosci 8 mozliwosci

Zauwazmy, ze aby suma wylosowanych liczb byla parzysta, musimy w obu rzutach otrzymac
liczby tej samej parzystoSci. Oznacza to, ze:

o dokazdejz 9 liczb nieparzystych wylosowanych za pierwszym razem musimy za drugim razem
ponownie wylosowac jedna z 9 liczb nieparzystych, co daje tacznie 9 @ 9 = 81 mozliwosci,

» dokazdejz 8 liczb nieparzystych wylosowanych za pierwszym razem musimy za drugim razem
ponownie wylosowac jedna z 8 liczb nieparzystych, co daje tacznie 8 @ 8 = 64 mozliwosci.
Wobec tego tacznie otrzymujemy 9 e 9 + 88 = 81 + 64 = 145 wynikow, dla ktorych suma
wylosowanych liczb jest parzysta.

1. loczyn wylosowanych liczb jest parzysty.
Zbior wszystkich wynikow dwukrotnego losowania ze zwracaniem ze zbioru {1,2,3,...,16,17}
mozna rozbi¢ na dwa podzbiory:
A - tych wynikéw, dla ktérych iloczyn wylosowanych liczb jest nieparzysty,
B - tych wynikéw, dla ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.
Wtedy
|[AUB| = |A] +|B],
przy czym |A U B| = 17 - 17 = 289 (tyle jest wszystkich mozliwych wynikow takiego losowania)
oraz |A| = 9 -9 = 81 (tyle jest wynikéw, dla ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest
nieparzysty).
Zatem |B| = 289 — 81 = 208, co oznacza, ze jest 208 wynikow tego doswiadczenia, dla ktorych
iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.

2. Iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 67?

e sSposob I
Postuzymy sie metodg tabeli.
Rozpatrzmy najpierw wzorcowgq tabele, w ktorej opisane sg przypadki odpowiadajgce wszystkim
mozliwym wynikom losowania ze wzgledu na reszte z dzielenia przez 6.
Zaznaczamy w niej te, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest podzielny przez 6.

Tabela. Dane

w1 /ws reszta 1 reszta 2 reszta 3 reszta 4 reszta b reszta 0

reszta 1 T



reszta 2 T T

reszta 3 T T T
reszta4 T T
reszta b T
reszta 0 T T T T T T

Wszystkich takich wynikow jest 15.Dzielimy teraz wyniki obu losowan na trzy podzbiory:

{1, 2, 3, 4, 5, 6}, {7, 8, 9, 10, 11, 12} oraz {13, 14, 15, 16, 17}. W zbiorczej tabeli zliczamy
wszystkie mozliwosci w 9 przypadkach, dla kazdego z nich odczytujac liczbe mozliwosci ze
wzorcowej tabeli.

Tabela. Dane

wy /we {1, 2, 3, 4, 5, 6} {7, 8,9, 10, 11, 12} | {13, 14, 15, 16, 17}
15- 6 =
{1, 2, 3, 4, 5, 6} 15 mozliwosci 15 mozliwosci 5 . ,6 , ,9
mozliwosci
e e 15-6 =9
{7, 8,9, 10, 11, 12} = 15 mozliwosci 15 mozliwosci o
mozliwosci
15 — = 15 — =
{13, 14, 15, 16, 17} g ) ,6 ] ,9 g ) ,6 ] ,9 4 mozliwosci
mozliwoSci mozliwoSci
Mamy wie¢c:

» 4 przypadki, ktore dajg 15 wynikow z iloczynem liczb podzielnym przez 6,
o 4 przypadki, ktore dajg 9 wynikow z iloczynem liczb podzielnym przez 6,
» oraz 1 przypadek, ktory daje 4 wyniki z iloczynem liczb podzielnym przez 6.

Lacznie otrzymujemy4 e 15+ 409+ 1e4 = 60 + 36 + 4 = 100 wynikow, dla ktorych iloczyn
wylosowanych liczb jest podzielny przez 6.
Uwaga. Mozna tez byto rozbudowac¢ zbiorcza tabele do postaci.

Tabela. Dane
w1y /ws {1, 2, 3, 4, 5, 6} {7, 8,9, 10, 11, 12} | {13, 14, 15, 16, 17, 1¢&
{1, 2, 3, 4, 5, 6} 15 mozliwosci 15 mozliwosci 15 mozliwos$ci
{7, 8, 9, 10, 11, 12} 15 mozliwosci 15 mozliwosci 15 mozliwosci
{13, 14, 15, 16, 17, 18} | 15 mozliwosci 15 mozliwosci 15 mozliwosci
Zauwazmy, ze wsrod wszystkich wyznaczonych w niej9 e 15 = 135 mozliwosci niepotrzebne nam

sg wszystkie te, w ktorych przynajmniejraz wylosowano liczbe 18. Tych niepotrzebnych przypadkow
jest 18 +18-1 = 35, a wiec jest 135 — 35 = 100 wynikow, dla ktorych iloczyn wylosowanych liczb
jest podzielny przez 6.

e sposob II
Podzielimy wyniki pojedynczego losowania na przypadki ze wzgledu na to, jaka reszte
z dzielenia przez 6 daje wylosowana liczba, przy czym grupujemy je jak ponizej:

Tabela. Dane



wyniki

iki ) wyniki podzielne
wynik pojedynczego wym. : podzielne » 9
_ podzielne przez pozostale
losowania przez 3 .. .
przez 6 . ) i niepodzielne przez
i niepodzielne 6 (1,5, 7,1
{17 2) 37 ey 16, 17} {6 12} przeZ6 {2 4 8 10 14 16} B
? {3, 9’ 15} )y Xy Oy ) )
17 mozliwosci ..., . | 3mozliwosci 6 mozliwosci 6 mozliwos
mozliwosci

Obliczamy, odwolujgc sie do tych przypadkow:

* jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedna z liczb: 6 lub 12, to liczba wylosowana za drugim
razem jest dowolna, co daje tacznie 2 @ 17 = 34 mozliwosci,

* jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedna z liczb: 3, 9 lub 15, to za drugim razem musimy
wylosowac liczbe parzysta, co daje tgcznie 3 @ (2 + 6) = 24 mozliwosci,

* jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedna z liczb: 2, 4, 8, 10, 14 lub 16, to za drugim razem
musimy wylosowac liczbe podzielna przez 3, co daje tacznie 6(2 4+ 3) = 30 mozliwosci,

* jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedng z liczb: 1, 5, 7, 11, 13 1lub 17, to za drugim razem
musimy wylosowac liczbe podzielng przez 6, co daje tacznie 6 @ 2 = 12 mozliwosci.

Lacznie otrzymujemy 2e 17+ 308+ 605+ 62 = 34 + 24 + 30 + 12 = 100 wynikow, dla
ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6.
Przyktad 9

Obliczymy, ile jest czterocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie:

1. cyfra jednosci jest parzysta.
W zapisie kazdej z takich liczb na miejscu cyfry tysiecy moze wystapi¢ dowolna cyfra r6zna od
zera (9 mozliwos$ci), na miejscu cyfry setek — dowolna cyfra (10 mozliwosci), na miejscu cyfry
dziesigtek - dowolna cyfra (10 mozliwosci), a na miejscu cyfry jednosci musi wystapic jedna
zcyfr: 0, 2, 4, 6 lub 8 (5 mozliwosci). Do obliczenia wszystkich mozliwosci stosujemy regute
mnozenia:
9e10e10e5 = 4500.
Uwaga. Czterocyfrowa liczba naturalna ma na miejscu cyfry jednosci cyfre parzystg wtedy i tylko
wtedy, gdy jest liczbg parzysty. Poniewaz czterocyfrowych liczb parzystych jest % - 9000 = 4500,
wiec dokladnie tyle jest czterocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie cyfra jednosci jest
parzysta.

2. cyfra tysiecy jest parzysta.
W zapisie kazdej z takich liczb na miejscu cyfry tysiecy moze wystgpi¢ jedna z cyfr: 2, 4, 6 lub 8 (
4 mozliwosci), a na kazdym z miejsc: cyfry setek, cyfry dziesigtek oraz cyfry jednosci nalezy
wstawi¢ dowolnie wybrang cyfre (za kazdym razem mamy 10 mozliwosci).
Do obliczenia wszystkich mozliwosci stosujemy regute mnozenia:
401001010 = 4000.

3. doktadnie jedna cyfra jest parzysta.
Rozpatrujemy przypadki:

» parzysta jest jedynie cyfra tysiecy:
wtedy na miejscu cyfry tysiecy musi wystapic¢ jedna z cyfr: 2, 4, 6 lub 8 (4 mozliwosci), a na
kazdym z pozostatych miejsc musi wystgpic¢ cyfra nieparzysta (za kazdym razem mamy 5



mozliwosci).
Zatem wszystkich mozliwos$ci jest4 e 5055 = 500,

e parzysta jest jedynie cyfra setek:
wtedy na miejscu cyfry setek musi wystapic cyfra parzysta (5 mozliwosci), a na kazdym
z pozostatych miejsc musi wystapi¢ cyfra nieparzysta (za kazdym razem mamy 5 mozliwosci).
Oznacza to, ze wszystkich mozliwo$cijestbe5e5e5 = 625,

» parzysta jest jedynie cyfra dziesigtek:
wtedy na miejscu cyfry dziesigtek musi wystapi¢ cyfra parzysta (5 mozliwosci), a na kazdym
z pozostatych miejsc musi wystgpic¢ cyfra nieparzysta (za kazdym razem mamy 5 mozliwosci).
Oznacza to, ze wszystkich mozliwoScijestbe5e5e5 = 625,

e parzysta jest jedynie cyfra jednosci:
wtedy na miejscu cyfry jednosci musi wystgpic¢ cyfra parzysta (b mozliwosci), a na kazdym
z pozostatych miejsc musi wystapi¢ cyfra nieparzysta (za kazdym razem mamy 5 mozliwosci).
Oznacza to, ze wszystkich mozliwo$cijestb e5e5e 5 = 625.
Ostatecznie stwierdzamy, ze jest 500 + 3 - 625 = 2375 czterocyfrowych liczb naturalnych,
w ktorych doktadnie jedna cyfra jest parzysta.

1. cyfra dziesiatek jest o 2 wigksza od cyfry setek.
W zapisie kazdej z szukanych liczb na miejscu cyfry tysiecy moze wystgpi¢ dowolna cyfra rézna
od zera (9 mozliwosci), a na miejscu cyfr jednosci - dowolna cyfra (10 mozliwos$ci). Poniewaz
cyfra dziesiatek jest o 2 wieksza od cyfry setek, wigc na miejscu cyfry dziesigtek moze wystapic
jednazcyfr:9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2iwtedy na miejscu cyfry setek wystgpi cyfra odpowiednio
7, 6,5, 4, 3, 2, 1, 0, tzn. mozliwych jest 8 liczb dwucyfrowych utworzonych przez cyfre setek
i cyfre dziesigtek: 97, 86, 75, 64, 53, 42, 31, 20.

Wynika z tego, ze jest 9 @ 10 # 8 = 720 liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych cyfra
dziesigtek jest o 2 wigksza od cyfry setek.
Przyktad 10

Obliczymy, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje 0, jest
dokladnie jedna cyfra 4 i dokladnie jedna cyfra nieparzysta.

Szkic rozwigzania.

Podzielmy zbior {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} jak ponizej, zgodnie z warunkami podanymi w zadaniu.

Tabela. Dane

cyfry do wyboru cyfra 4 cyfry nieparzyste (np) pozostate cyfry
{1, 2, 3,4,5,6,7, 8, 9} {4} {1, 3,5, 7, 9} {2, 6, 8}
9 elementow 1 element 5 elementow 3 elementy

Najpierw wybierzemy dwa miejsca, na ktorych ustawimy odpowiednio: cyfre 4 oraz cyfre
nieparzysta.

Mozliwe wybory opiszemy, wskazujac miejsce w czteroelementowym ciggu, zgodne

z przyporzadkowaniem do odpowiedniego rzedu. Wybory te ilustruje ponizsza tabelka.

Tabela. Dane



Miejsce dla cyfry 4/ rzad
z

miejsce dla cyfry rzad tysiecy rzad setek dziesigtek rzad jednosci
nieparzystej

rzad tysiecy (mp,4,_,_) (p,_,4,_) (op,_,_,4)
rzad setek (4,np,_,_) (—,np,4,_) (—,np,_,4)
rzad dziesigtek 4,_,np,_) (_,4,np,_) (_,_,np,4)
rzad jednosci “4,_,—,np)  (—,4,_,0p) (_,_,4,0p)

Takich mozliwosci jest wiec 4 e 3, bo wybieramy te dwa miejsca bez powtorzen (nie jest, oczywiscie,
mozliwe, Zeby na tym samym miejscu zapisana byla cyfra 4 i jednoczesnie cyfra nieparzysta).

W kazdym z tych 12 przypadkow pozostaje nam wstawic¢ konkretne cyfry w trzy miejsca (cyfra 4
swoje miejsce juz zajeta):

 jedno dla cyfry nieparzystej - jest 5 takich mozliwosci,
 dwa pozostale miejsca; w kazde z nich musimy wstawi¢ cyfre parzystg ze zbioru {2, 6, 8} - jest
3 3 = 9 takich mozliwosci.

Zatem w sumie mamy 3 @ 4 = 12 rozlgcznych przypadkéw wyboru miejsc dla cyfr wyrdznionych
w tresci zadania (jak w tabelce), a w kazdym z nich mamy 5 e 3 e 3 mozliwosci wstawienia
odpowiednich cyfr.

Korzystajac z reguly mnozenia, ostatecznie otrzymujemy

(3e4)e(503e3) = 12 45 = 540

liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje 0, jest dokladnie jedna cyfra 4
i doktadnie jedna cyfra nieparzysta.

Uwaga. Powyzsze zliczanie mozemy tez rozlozy¢ na trzy etapy:

(1) wybor miejsca dla cyfry 4 i zapisanie tej cyfry (4 mozliwosci),

(2) wybor miejsca dla cyfry nieparzysteji zapisanie tej cyfry (3 @ 5 mozliwosci),

(3) zapisanie cyfr na pozostatych dwoch miejsc (3 © 3 mozliwosci).

Poniewaz wyborow tych dokonujemy niezaleznie, to korzystajac z reguty mnozenia, obliczamy, ze
szukanych liczb jest

4-3-5-3-3=540

Zliczajac w poprzednim przykladzie wszystkie mozliwo$ci wyboru miejsc, na ktorych nalezato
ustawi¢ cyfre 4 oraz cyfre nieparzysta, opisywaliSmy wybor dwéch miejsc z czterech dostepnych,
bez powtorzen.

W kolejnych przyktadach zajmiemy si¢ obliczaniem wszystkich mozliwych wyboréw dokonywanych
w pewnych sytuacjach, przy czym za kazdym razem bez powtorzen.

Przyktad 11

Obliczymy, ile jest:

1. liczb dwucyfrowych o réznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje cyfra 0.
Zliczanie rozktadamy na dwa etapy:
(1) zapisanie cyfry dziesiatek (9 mozliwosci),
(2) zapisanie cyfry jednosci, roznej od cyfry dziesigtek (8 mozliwosci).



Zatem szukanych liczb dwucyfrowych o roznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje cyfra 0, jest
9 -8 = 72. Wybory i wszystkie utworzone w ich wyniku liczby mozna przedstawi¢ w tabeli.

Tabela. Dane

c1/Ca 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
1 12 13 14 15 16 17 18 19
2 21 23 24 25 26 27 28 29
3 31 32 34 35 36 37 38 39
4 41 42 43 45 46 47 48 49
5 51 52 53 54 56 57 58 59
6 61 62 63 64 65 67 68 69
7 71 72 73 74 75 76 78 79
8 81 82 83 84 85 86 87 89
9 91 92 93 94 95 96 97 98

2. liczb trzycyfrowych o roznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje ani cyfra 0, ani cyfra 5.
Zliczanie rozktadamy na trzy etapy:
(1) zapisanie cyfry setek (8 mozliwosci),
(2) zapisanie cyfry dziesigtek, réznej od cyfry setek (7 mozliwosci),
(3) zapisanie cyfry jednosci, roznej od cyfry setek i od cyfry dziesigtek (6 mozliwosci).
Zatem szukanych liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje ani cyfra 0,
ani cyfra 5, jest
8-7-6=2336

3. liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach, w zapisie ktorych nie wystepuje zadna z cyfr: 0, 2, 4.
Zliczanie rozkladamy na cztery etapy:
(1) zapisanie cyfry tysiecy (7 mozliwosci),
(2) zapisanie cyfry setek, roznejod cyfry tysiecy (6 mozliwosci),
(3) zapisanie cyfry dziesigtek, roéznej od cyfry tysiecy i od cyfry setek (5 mozliwosci),
(4) zapisanie cyfry jednosci, roéznej od kazdej z trzech cyfr zapisanych wezesniej (4 mozliwosci),
Zatem szukanych liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach, w zapisie ktorych nie wystepuje
zadna z cyir: 0, 2, 4, jest
7-6-5-4=2840

4. liczb pigciocyfrowych o roznych cyfrach, w zapisie ktorych wystepuja wytacznie cyfry
1,2, 3,4,5,6, 7.

Zliczanie rozkladamy na piec etapow:
(1) zapisanie cyfry dziesiatek tysiecy (7 mozliwosci),

(2) zapisanie cyfry tysiecy, roznej od cyfry dziesigtek tysiecy (6 mozliwosci),

(3) zapisanie cyfry setek, roznej od cyfr: tysiecy oraz dziesigtek tysiecy (b mozliwosci),

(4) zapisanie cyfry dziesigtek, réznej od kazdej z trzech cyfr zapisanych wezesniej (4 mozliwosci),
(5) zapisanie cyfry jednosci, réznej od kazdej z czterech cyfr zapisanych wczeéniej (3 mozliwosci).
Zatem szukanych liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach, w zapisie ktorych wystepuja wylacznie
cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,jest

7-6-5-4-3=2520



Przyktad 12

Flage, taka jak pokazana na rysunku, nalezy zszyc¢ z trzech jednakowych pasow kolorowej tkaniny.
Kolory pasow gornego, srodkowego i dolnego maja by¢ parami rozne. Obliczymy, ile takich réznych
flag mozna utworzy¢, majac do dyspozycji tkaniny w szeSciu réznych kolorach.

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zliczanie liczby flag rozkladamy na trzy etapy:

(1) wybor koloru dla gornego pasa (6 mozliwosci),

(2) wybor koloru dla $rodkowego pasa (5 mozliwosci),

(3) wybor koloru dla dolnego pasa (4 mozliwosci).

Zatem liczba wszystkich mozliwych takich flag jest rowna

6-5-4=120

Wariacje bez powtoérzen

W ostatnich przyktadach mieliSmy do czynienia z doSwiadczeniami polegajacymi na wyborze kolejno
pewnejliczby elementéw z ustalonego zbioru, przy czym wybierane elementy nie mogly sie powtarzac.
Zal6zmy, ze mamy do czynienia z doswiadczeniem polegajacym na wyborze kolejno k elementéw ze
zbioru n-elementowego, bez powtorzen (k jest liczba catkowita spelniajgca uktad nieréwnosci
1<k<n).

Rozumujgc podobnie jak w tych przyktadach, roztézmy doswiadczenie na k etapow. Wtedy w kolejnych
etapach od pierwszego do ostatniego (o numerze k) liczby mozliwo$ci beda réwne odpowiednio n,
n—1,n—2azdon — (k — 1). Stosujac regute mnozenia, stwierdzamy, ze wszystkich mozliwych
wynikow takiego do$wiadczenia jest

n-(n—1)-(n—=2)... - (n—k+1).

~

kczyr\u’ﬁk(’)w
Doswiadczenie polegajagce na wyborze kolejno k—elementéw ze zbioru n-elementowego, bez
powtorzen, gdzie k jest liczba calkowitg spetniajgcg warunek 1 < k < n, nazywa si¢ zwyczajowo k-
wyrazowa wariacja bez powtdrzen zbioru n—elementowego.



Modelem dla tego typu doswiadczenia jest k-wyrazowy ciag o elementach wybranych ze zbioru n—
elementowego bez powtorzen.

Na podstawie spostrzezenia poczynionego powyzej formulujemy twierdzenie.
Wiasnosc¢: liczba k-wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elementowego

Liczba wszystkich k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego jest rowna

zz-(n—l)-(n—2)-... -(n—k—l—lz

~
kczynnikéw

Wazne!

Uwaga. Iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 don
1-2-3-...-n

nazywa sie silnig liczby n i oznacza sie symbolem n!, co czytamy ,, n silnia”.
Zauwazmy, ze jesli liczbe

n-n—1)-(n—2)-... - (n—k+1)

~ -

kczynnikow
pomnozymy i jednocze$nie podzielimy przez iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 don — k, czyli
przezliczbe (n — k) !, to stwierdzimy, ze liczba wszystkich k-wyrazowych wariacji bez powtorzen

zbioru n-elementowego jest rowna

n-n—1)-(n—2-..-(n—k+1)- §ZZ’,§§§ = ”'(”_”'("‘2)'""("(,ff,:)){("_k)'(”_’“‘”"“'l = T

Przyktad 13
Korzystajac z twierdzenia o liczbie wszystkich wariacji bez powtorzen, obliczymy, ze

1. liczba wszystkich sposobow, na jakie Jas i Matgosia moga usia$¢ na dwoch sposrod siedmiu
wolnych miejsc w kinie, jest rowna 7 - 6 = 42, co mozna tez zapisac jako g—:

2. liczba wszystkich mozliwych trzyliterowych napisow o roznych literach wybranych ze zbioru
{a, e, j, k, m}jestrownab -4 -3 = 60. Te liczbe mozna tez zapisac jako g—:

3. liczba wszystkich mozliwych sposobow rozmieszczenia 4 roznych kul w 6 roznych pudetkach
tak, zeby w kazdym pudetku znalazta si¢ co najwyzejjedna kula, jest rowna 6 - 5 - 4 - 3 = 360, co
mozna tez zapisac jako g—:

4. liczba wszystkich mozliwych wyboréw 3 oséb: przewodniczacego, zastepcy i skarbnika do
samorzadu 32-osobowejklasy to 32 - 31 - 30 = 29760. Otrzymany wynik mozna tez zapisac¢
w postaci g—g:

5. liczba wszystkich mozliwych sposobow wylosowania kolejno 5 kart (jedna po drugiej) z brydzowe;j
talii 52 kart to 52 - 51 - 50 - 49 - 48 = 311875200. Otrzymany wynik mozna tez zapisac jako 2—3:

6. liczba wszystkich mozliwych sposobow, na ktoére grupa 6 dziewczynek moze zajg¢ miejsca
w szeScioosobowym rzedzie,to6 -5 -4 -3 -2 -1 = 720. Ten wynik mozna tez zapisa¢ w postaci
6!.

7. liczba wszystkich mozliwych napisow otrzymanych z przestawiania liter wyrazu ,,ptot” to
4-3-2-1=24. Otrzymany wynik mozna tez zapisac jako 4!.

Permutacje



? Na il sposobow moga usiade przy 7 Na He sposobéw moga usiase pray
et dwuosobowym stoliku dwie asoby? = treyosabowym stoliku trzy osoby?

” !" L .wg?
19 Q% MW“’?
L | Q c:m

- r.t!!f!
= :

B FER s

M Liczba sposobow: 2 w’ Liczba sposobéw: B

? Na ile sposobow moga usigsc przy czterosobowym stoliku cztery osoby?
SH x‘u w cr ﬁ'g Qw‘- 1 HHQM ‘-QH
ERE rTE p:‘ﬂ‘r! FERE RETH fETN

90 0?29 a2°9 @o°% 2°09 2090
-»--l' (' ul i i rﬂ' UigL s
.P\ gr MQ\-J Qwﬁ \M,m ﬁ‘ . ™ ﬂ HQ

ﬂf” ...u ;Q H 'h ”H“ ‘-QHA

p"mm‘m EXET ETEE m ;z‘:ﬁ‘s[ R
Wtiaba sposobow: 24

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

W poprzednim przykladzie

- w podpunkcie f) rozpatrywaliSmy szeSciowyrazowa wariacj¢ bez powtorzen zbioru
szescioelementowego,

- w podpunkcie g) rozpatrywaliSmy czterowyrazowa wariacje bez powtorzen zbioru
czteroelementowego.

W przypadku k = n wariacje bez powtérzen nazywamy permutacja zbioru n-elementowego.

Zatem permutacja zbioru n-elementowego nazywamy kazdy ciagg utworzony ze wszystkich wyrazow
tego zbioru, a liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest réwna
n-(n—1)-(n—2)-...-1=nl

Przyktad 14

Obliczymy, ile jest wszystkich takich liczb pigciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomocg
cyfr1, 2, 3, 4, 5, w ktorych zapisie

1. cyfra 1 zapisana jest na pierwszym miejscu od lewe;j.
Zapisujemy cyfre 1 na pierwszym miejscu od lewej. Pozostaje nam rozmies$ci¢ pozostate 4 cyfry
na 4 miejscach, comozna zrobi¢ na4 - 3 - 2 - 1 = 24 sposoby. Oznacza to, ze sg 24 takie liczby.

2. miedzy cyframi 1 oraz 2 zapisane s3 trzy inne cyfry.
Z tresci zadania wynika, ze cyfry 1 oraz 2 musza zaja¢ dwa skrajne miejsca, a pozostate trzy cyfry
trzeba wpisa¢ na trzech miejscach miedzy nimi. Wobec tego cyfry 1 i 2 zapiszemy na dwa
sposoby, a w kazdym z tych przypadkow cyfry 3, 4, 5 zapiszemyna 3 -2 -1 = 6 sposobow. Zatem
wszystkich takich liczb jest 2 - 6 = 12.

3. cyfry 1 oraz 2 nie sg zapisane obok siebie.

e sposob I

Zliczanie rozktadamy na trzy etapy:



https://zpe.gov.pl/a/DizpZTzcg

o wybor miejsca dla cyfry 1 i zapisanie tej cyfry,
» wybor miejsca dla cyfry 2 i zapisanie tej cyfry,
 zapisanie pozostalych trzech cyfr.

Mamy dwa istotnie rozne przypadki:

* jezeli cyfre 1 zapiszemy na jednym z dwoch skrajnych miejsc, to cyfre 2 bedziemy mogli zapisac¢
na jednym z trzech miejsc, a wtedy pozostate trzy cyfry rozmieszczamy na trzech dostepnych
miejscach na 3! sposobow. W tym przypadku mamy wiec 2 - 3 - 3! = 36 sposobow zapisu takich
liczb.

« jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu drugim, trzecim lub czwartym, to cyfre 2 bedziemy mogli
zapisa¢ na jednym z dwoch miejsc, a wtedy pozostate trzy cyfry rozmieszczamy na trzech
dostepnych miejscach na 3! sposobow. W tym przypadku mamy wiec 3 - 2 - 3! = 36 sposobow
zapisu takich liczb.

Wobec tego wszystkich takich liczb jest 36 + 36 = 72.

e sposob II
Zauwazamy, ze wszystkich liczb pigciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomocg cyfr
1, 2, 3, 4, 5jest5-4-3-2-1=120. W zapisie kazdej z tych liczb cyfry 1, 2 sg zapisane obok
siebie albo nie sg zapisane obok siebie. Dla ustalenia, ile jest liczb w drugim przypadku,
wystarczy wiec obliczy¢, ile jest takich liczb, w ktorych cyfry 1, 2 s3 zapisane obok siebie.
Zliczanie rozkltadamy na dwa etapy:
— wybor dwoch miejsc dla cyfr 1, 2 oraz zapisanie tych cyfr,
— zapisanie pozostatych trzech cyfr.
Mamy cztery mozliwosci wyboru sgsiednich miejsc dla cyfr 1, 2: pierwsze i drugie lub drugie
i trzecie, lub trzecie i czwarte, lub czwarte i pigte. W kazdym z tych czterech przypadkow cyfry
1, 2 mozemy zapisa¢ na wybranych miejscach na dwa sposoby. W drugim etapie zapisujemy
pozostate trzy cyfry na trzech dostepnych miejscach, co mozna zrobi¢ na 3! sposoboéw. Oznacza
to, ze wszystkich takich liczb pieciocyfrowych, w ktorych cyfry 1, 2 s3 zapisane obok siebie, jest
4 -2 - 3! = 48. Stad wszystkich takich liczb pieciocyfrowych, w ktorych cyfry 1, 2 nie sa
zapisane obok siebie, jest 120 — 48 = 72.
Uwaga. Zliczanie wszystkich mozliwych liczb pigciocyfrowych o roznych cyfrach zapisanych za
pomocyg cyfr 1, 2, 3, 4, 5, w ktorych cyfry 1, 2 s3 zapisane obok siebie, mozna przeprowadzi¢
w nastepujacy sposob:
Dwie sgsiadujace cyfry 1, 2 zapisujemy jako jeden nowy obiekt, ktory oznaczamy jako np. z.
Nastepnie obliczamy liczbe mozliwych rozmieszczen 4 elementow: bloku z oraz cyfr 3, 4, 5 -
takich rozmieszczen jest 4! = 24. W kazdym z nich trzeba jeszcze zamieni¢ x na zapisane obok
siebie cyfry 1, 2, co mozna zrobi¢ na 2 sposoby. Ostatecznie stwierdzamy, ze wszystkich
mozliwych liczb pieciocyfrowych o roznych cyfrach zapisanych za pomocg cyfr 1, 2, 3, 4, 5,
w ktorych cyfry 1, 2 s3 zapisane obok siebie, jest 2 - 24 = 48.

1. cyfra 1 jest zapisana przed cyfra 2 (patrzac od lewej).
e sposob I

Numerujemy od lewej miejsca, na ktérych mozna zapisac¢ cyfry takiejliczby pieciocyfrowe;j:

(1), (2), (3), (4), (5).

Zliczanie rozktadamy na dwa etapy:



o wybor miejsc dla cyfr 1, 2 oraz zapisanie tych cyfr,
 zapisanie pozostatych trzech cyfr.

Poniewaz numer miejsca dla cyfry 1 musi by¢ mniejszy od numeru miejsca dla cyfry 2, wiec:

« jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (1), to dla cyfry 2 zostajg do wyboru 4 miejsca,
jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (2), to dla cyfry 2 zostajg do wyboru 3 miejsca,
to dla cyfry 2 zostaja do wyboru 2 miejsca,

),

),

jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (3),

jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (4), to dla cyfry 2 zostaje do wyboru 1 miejsce,
(5

).

Oznacza to, ze jest dokladnie 4 + 3 + 2 4+ 1 = 10 mozliwosci wyboru miejsc i zapisania cyfr 1, 2.
W kazdym z tych przypadkow pozostaje nam zapisac cyfry 3, 4, 5 na pozostatych trzech miejscach,
co mozna zrobi¢ na 3! = 6 sposobéw. Zatem wszystkich liczb pigciocyfrowych o réznych cyfrach,
zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5, w ktorych cyfra 1 jest zapisana przed cyfra 2 (patrzac od
lewej) jest 10 - 6 = 60.

cyfry 1 nie mozna zapisa¢ na miejscu

e sposob II

Rozbijemy zbior liczb pieciocyfrowych o roznych cyfrach zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5na
dwa podzbiory:

A - tych liczb, w ktorych cyfra 1 jest zapisana przed cyfra 2,

B - tych liczb, w ktorych cyfra 2 jest zapisana przed cyfra 1.

Poniewaz:

« zbiory te sg rozlaczne, wiec |A U B| = |A| + |B],
» wszystkich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5
jest5-4-3-2-1=120,wiec |AU B| = |A| + |B| = 120.

Zauwazmy, ze:

» wybierajac dowolna liczbe ze zbioru A i zamieniajgc w jej zapisie miejscami cyfry 1, 2,
otrzymamy pewng (dokladnie jedng) liczbe ze zbioru B,

» wybierajac dowolna liczbe ze zbioru B i zamieniajac w jej zapisie miejscami cyfry 1, 2,
otrzymamy pewng (dokladnie jedna) liczbe ze zbioru A.

Wobec tego zbiory A i B sa rownoliczne, co oznacza, ze |A| = % - 120 = 60.
Zatem wszystkich liczb pieciocyfrowych o roznych cyfrach zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5,
w ktorych cyfra 1 jest zapisana przed cyfra 2 (patrzac od lewej), jest % -120 = 60.



Cwiczenie 1

W karcie dan jest 6 zup i 7 drugich dan. Na ile sposobéw mozna zamoéwic obiad sktadajacy sie z jednej zupy
i jednego drugiego dania?

O 42

O 13

O 49

O 36

Cwiczenie 2

Wybieramy liczbe a ze zbioru A = {1, 2, 3,4, 5} oraz liczbe b ze zbioru B = {6, 7, 8,9, 10}. lle jest takich
par (a,b), zeiloczyn a - b jest liczba nieparzysta?

O 6

O 10

O 5

O 9

Cwiczenie 3

lle jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktérych jedynie cyfra setek jest nieparzysta, a cyfra
dziesiatek i cyfra jednosci sg réwne?

O 125

O 500

O 25

O 15



Cwiczenie 4

Liczba wszystkich mozliwych wynikéw trzykrotnego rzutu moneta jest réwna

O 9

O 3

O 6

O 8

Cwiczenie 5

lle dodatnich dzielnikéw catkowitych ma liczba 2* - 532

O 9

O 7

O 12

O 20

Cwiczenie 6

Liczba wszystkich sposobodw, na jakie Adas, Basia i Celinka mogg usigs$¢ na trzech sposrod pieciu wolnych
miejsc w kinie, jest réwna

O 15

O 60

O 12

O 45



Cwiczenie 7

Suma wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3 (cyfry
mog3 sie powtarzac) jest rowna

66

132

O O O

396

O 198

Cwiczenie 8

Siedmioosobowa grupa, czworo dorostych i troje dzieci, wykupita bilety na ten sam seans do kina, przy
czym wybrali miejsca od 10 do 16 w dwudziestym rzedzie. Liczba wszystkich sposobdw, na jakie moga oni
zaja¢ miejsca tak, aby kazde z dzieci siedziato pomiedzy dorostymi, jest réwna

O 12

O 144

O 7

O 30

Cwiczenie 9

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. lle jest
wszystkich takich wynikéw tego losowania, Zze pierwsza wylosowana liczba jest podzielna przez 3 i druga
wylosowana liczba jest parzysta?



Cwiczenie 10

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych zapisanych wytacznie za pomoca cyfr
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, wiedzac, ze:

1. cyfry moga sie powtarzac.

2. cyfry sg rézne

Cwiczenie 11

W kazdym z dwéch réznych pojemnikdw znajduja sie trzy kule, z ktérych jedna jest biata, druga - czarna,
a trzecia - zielona. Z kazdego pojemnika losujemy jedng kule. lle jest wszystkich mozliwych wynikéw tego
losowania, w ktdrych uzyskamy:

1. kule réznych koloréw?

2. co najmniej jedna kule biata?

Cwiczenie 12

Oblicz, naile sposobéw Ewa i Ola mogg zajaé miejsca w kinie, jezeli wybierajg sposrod

1. 8 wolnych miejsc.

2. 12 wolnych miejsc.

Cwiczenie 13

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych zapisanych wytacznie za pomoca cyfr
0, 1, 2, 3, 4, 5, wiedzac, ze:

1. cyfry moga sie powtarzac,

2. cyfry sg rézne.



Cwiczenie 14

Rozpatrujemy wszystkie prostokaty, ktérych boki zawieraja sie w liniach siatki dzielgcej prostokat
o wymiarach 4 i 8 na kwadraty jednostkowe.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz, ile jest wsrod nich

1. wszystkich kwadratéw o boku 1.

2. wszystkich kwadratow o boku 2.

3. wszystkich kwadratow o boku 3.

4. wszystkich kwadratéow o boku 4.

Cwiczenie 15

Oblicz, ile dzielnikéw naturalnych ma liczba:

1.25.114

2.36.173

3. 3969

4.4000



Cwiczenie 16

Wybieramy liczbe a ze zbioru A = {1, 2, 3,4, 5,6, 7} orazliczbe b ze zbioru B = {2, 3,4,5,6,7,8}. lle
jest takich par (a, b), ze:

1. suma a + b jest liczbg parzysta?
2.iloczyn a - b jest liczba parzysta?
Cwiczenie 17

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. lle jest
wszystkich takich wynikéw tego losowania, ze pierwsza z wylosowanych liczb jest wieksza od drugiej
i réznica miedzy nimi jest mniejsza niz 3?

Cwiczenie 18
Rzucamy dwukrotnie szeScienng kostka do gry. lle jest wszystkich takich wynikéow tego doswiadczenia, ze
1. najwieksza wyrzucona liczba oczek nie jest wieksza od 4?

2. najwieksza wyrzucona liczba oczek jest rowna 4?

Cwiczenie 19

Z pojemnika, w ktérym jest 10 losow: trzy wygrywajace i siedem pustych, losujemy dwa razy po jednym
losie, bez zwracania. Oblicz, na ile sposobéw mozemy wylosowac:

1. dwa losy wygrywajace
2. doktadnie jeden los wygrywajacy

3. co najmniej jeden los wygrywajacy



Cwiczenie 20

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} losujemy dwa razy po jednej liczbie bez zwracania.
Zatézmy, ze liczba wylosowana za pierwszym razem to x, a za drugim - y. lle jest wszystkich takich
wynikéw tego losowania, ze |y — x| < 2?

Cwiczenie 21

Rzucamy dwukrotnie szeScienng kostka do gry. Oblicz, ile jest wszystkich wynikéw tego doswiadczenia,
takich ze

1. co najmniej raz wypadta liczba oczek rowna 5 i suma liczb wyrzuconych oczek jest podzielna przez 3.

2. co najmniej raz wypadta liczba oczek rowna 5 lub suma liczb wyrzuconych oczek jest podzielna przez 3

Cwiczenie 22

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14} losujemy dwa razy po jednej liczbie bez
zwracania. lle jest wszystkich wynikéw tego losowania, takich ze iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny
przez 6?

Cwiczenie 23

Oblicz sume S wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, zapisanych wytacznie za pomocg cyfr

1.1, 2, 3 (cyfry moga sie powtarzac).

2.1, 2, 3, 4, 5, 6 (cyfry moga sie powtarzac).

3.1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (cyfry moga sie powtarzac).

4.1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (cyfry moga sie powtarzac).



Cwiczenie 24

W pudetku jest 17 kul, ponumerowanych od 1 do 17. Z tego pudetka losujemy dwa razy po jednej kuli ze
zwracaniem. Oblicz, ile jest wszystkich takich wynikéw tego dos$wiadczenia, ze:

1. suma wylosowanych liczb jest parzysta.

2. iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.

3. iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6.

Cwiczenie 25

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych:

1. trzycyfrowych o réznych cyfrach, zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 4, 5, 6, 7, 8, 9.

2. czterocyfrowych, zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1, 2, 4, 8, wiedzac, ze cyfry moga sie
powtarzad.

3. pieciocyfrowych, zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3.

Cwiczenie 26

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, zapisanych wytacznie za pomoca cyfr
0, 1, 2, 3, 4, wiedzac, ze:

1. cyfry moga sie powtarzac

2. cyfry muszg byc rézne



Cwiczenie 27
Oblicz, ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rowny:
1.6
2.9
3.10
4.12
Cwiczenie 28
Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktérych
1. cyfra jednosci jest 0 4 mniejsza od cyfry dziesigtek.
2. cyfra setek jest o 2 wieksza od cyfry jednosci.
3. cyfry dziesigtek i setek sa rowne.
Cwiczenie 29
Oblicz, ile jest wszystkich nieparzystych liczb pieciocyfrowych, ktorych suma cyfr jest rowna 4.

Cwiczenie 30

Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne szesciocyfrowe, ktére mozna zapisac¢ przy uzyciu cyfr 2, 3, 4. lle
jest wérdd nich takich liczb, ktérych:

1. tylko pierwsza i ostatnia cyfra sg nieparzyste?
2. kazde dwie sasiednie cyfry réznig sie o 2?

3. kazde dwie sasiednie cyfry rdzniag sieo 17



Cwiczenie 31

Oblicz, ile dzielnikéw naturalnych ma liczba

1.23.32.5

2.5%.112.19%.3

3.1620

4.6468

Cwiczenie 32

Mamy do dyspozycji trzy pudetka: biate, czarne i zétte. W biatym jest 7 kul, ponumerowanych od 1 do 7,
w czarnym jest 5 kul, ponumerowanych od 1 do 5, a w zéttym s3 4 kule, ponumerowane od 1 do 4.

Z kazdego pudetka losujemy jedng kule. lle jest wszystkich mozliwosci wylosowania w ten sposéb trojki
liczb, ktérych iloczyn jest podzielny przez 57

Cwiczenie 33

Rozpatrzmy trzykrotny rzut szeScienng kostkg do gry. Oblicz, ile jest wszystkich takich wynikéw tego
doswiadczenia, ze

1. w kazdym rzucie otrzymamy inng liczbe oczek

2. otrzymamy parzysty iloczyn liczb wyrzuconych oczek

3. doktadnie raz wypadnie liczba oczek podzielna przez 3

Cwiczenie 34

lle jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych o réznych cyfrach, ktére sg wieksze od 642 i dzielg sie
przez 5?

Cwiczenie 35

Oblicz, ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje 0, jest doktadnie jedna
cyfra 9 i doktadnie jedna cyfra parzysta.



Cwiczenie 36

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych sze$ciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomoca
cyfrl, 2, 3, 4, 5, 6, w ktérych

1. cyfry 1, 2, 3 oraz 4 stoja obok siebie, zapisane w kolejnosci rosnacej

2. suma cyfr zapisanych na miejscach pierwszym i ostatnim jest réwna 11

3. suma kazdych dwoch sasiednich cyfr jest nieparzysta

Cwiczenie 37

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych siedmiocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomoca
cyfrl, 2, 3, 4, 5, 6, 7, w ktérych zapisie

1. zadne dwie cyfry nieparzyste nie stojg obok siebie.

2. cyfra b jest zapisana przed cyfra 6 i cyfra 6 jest zapisana przed cyfra 7.

Cwiczenie 38

Oblicz sume S wszystkich liczb naturalnych

1. czterocyfrowych, zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (cyfry moga sie
powtarzad).

2. trzycyfrowych, zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 (cyfry moga sie powtarzac).



Podzbiory zbioru skoriczonego (tres¢ podstawowa)

W tym rozdziale zajmiemy sie podzbiorami zbioru skonczonego.

Podzbiory dwuelementowe zbioru skonczonego
Przyktad 1

Obliczymy, na ile sposobéw mozna wybra¢ dwoch graczy sposréd 7 zawodnikow.
Oznaczmy zawodnikow przez zi, 29, 23, 24, 25, 26, 27

e sposob I

Wypisujemy wszystkie mozliwe do wybrania pary graczy, czyli dwuelementowe podzbiory siedmioelementowego zbioru

{21, 29, 23, 24, 25, 26, 27 }. Zapisujemy je tak, aby wskaznik pierwszego wypisanego zawodnika byt mniejszy od wskaznika drugiego
z nich (w ten sposéb unikniemy powtoérzen).

Wtedy

» zawodnika z; przypiszemy do szeSciu zawodnikow: {z1, 2o}, {21, 23}, {21, 24}, {21, 25}, {21, 26}.{1, 27}
» zawodnika 2z, przypiszemy do pieciu zawodnikow: {zq, 23}, {22, 24}, {22, 25}, {22, 2z6},{22, 27},

» zawodnika z3 przypiszemy do czterech zawodnikow: {z3, 24}, {23, 25}, {23, z6}.{23, 27},

o zawodnika z4 przypiszemy do trzech zawodnikow: {24, 25}, {24, 26},{z4, 27},

e zawodnika z5 przypiszemy do dwoch zawodnikow: {z5, z6},{zs5, 27},

» zawodnika z przypiszemy do jednego zawodnika: {zg, 27}.

Zatem wszystkich mozliwych parjest6 +5+4+ 3+ 2+ 1 = 21
e sposob II

Wypiszmy pary zawodnikow, stosujac metode tabeli. Odrzucamy pola, ktére nie opisujg takiej pary.
Tabela. Dane

z e 23 24 25 2 27

z {z1, z2} {#1, z3} 21, Za} {71, 25} {z1, z} {z1, 27}
e {z1, 22} {z2, 23} {z2, 24} {2, 25} {22, 26} {22, 21}
23 {z1, 23} {22, 23} {23, 24} {23, 25} {zs, 2} {zs, z1}
24 {z1, 24} {72, 24} {73, 24} {z4, 25} {74, 26} {z4, 21}
25 {z1, 5} {22, 25} {23, 25} {z4, 25} {25, 26} {zs, 21}
26 {z1, 2} {z2, 7} {zs, 2} {z4, 26} {z5, 26} {z6, z1}

27 {21, 21} {22, 27} {23, 21} {24, 27} {25, 27} {#6, 21}

W tabeli mamy wiec wypelnione 6 - 7 = 42 pola. Zauwazmy, ze kazda para zostala tu wypisana doktadnie dwa razy. Oznacza to, ze
wszystkich par jest $57 = 21.

e sposob III

Oznaczmy przez x liczbe wszystkich mozliwych par graczy.
Liczbe wszystkich mozliwych uporzgdkowanych par graczy mozemy obliczy¢ nast¢pujacymi dwoma sposobami.




» Do kazdego z siedmiu zawodnikow dobieramy drugiego do pary na 6 sposobow. W ten sposob otrzymaliSmy 6 - 7 par
uporzadkowanych.
o W kazdejz x par graczy mozemy na dwa sposoby ustali¢ kolejno$¢, co daje 2x wszystkich uporzadkowanych par graczy.

Otrzymujemy wiec réownos$¢

20 =6-7
stad
z=280 =21
Uwaga. Wykorzystujac podobne rozumowanie, pokazemy, ze liczba wszystkich dwuelementowych podzbioréw, ktére mozna
wybra¢ ze zbioru A = {ay, ay, ..., a,}, liczacego n elementdw jest rowna
n-(n—1)

2

Jesli przez z oznaczymy liczbe wszystkich mozliwych podzbioréw dwuelementowych zbioru A, to liczba wszystkich mozliwych
uporzadkowanych par elementow tego zbioru jest z jednej strony rowna

n-(n—1)

bo do kazdego z n elementéw drugi do pary mozemy dobra¢ na n — 1 sposobow,
a z drugiej strony - jest réwna

2x

bo w kazdym z z dwuelementowych podzbioréw zbioru A mozemy na dwa sposoby ustali¢ kolejno$¢ elementow.
Otrzymujemy wiec réownos¢

2z=n-(n—-1)
stad
_ n(n=l)
z =2t
Przyktad 2

Korzystajac ze wzoru na liczbe dwuelementowych podzbioréw zbioru n—elementowego, obliczymy, Ze:

« dwoch graczy sposrod 11 zawodnikéw mozna wybra¢ na 2512 = 55 sposobow,

* liczba wszystkich meczéw w turnieju, do ktorego zgtosito sie 9 druzyn i kazda druzyna ma rozegrac¢ z kazda inng dokladnie
jeden mecz, jest rowna % = 36,
25-24

 dwuosobowg delegacje z klasy liczacej 25 uczniow mozna wybra¢ na =%5= = 300 sposobow.

Przyktad 3

1. Obliczymy, ile przekatnych ma jedenastokat wypukty.
Rozpatrzmy wszystkie mozliwe odcinki, ktére powstaly z potaczenia par wierzchotkéw jedenastokata wypukltego. Jest ich

lacznie
% = 55. Kazdy z tych odcinkoéw jest albo bokiem tego jedenastokata, albo jego przekatng. Poniewaz bokow jest 11, wiec
przekatnych jest
55 — 11 = 44.
2. Pokazemy, ze liczba wszystkich przekatnych n— kata wypuklego, jest rowna
n-(n—3)
2
Wszystkich mozliwych odcinkow, ktore powstaly z polaczenia par wierzchotkow n—kata wypuklego jest "'(7;71) . Kazdy z tych

odcinkow jest albo przekatng tego wielokata, albo jego bokiem. Poniewaz bokow jest n, wiec przekatnych jest

n-(n—1) n2-n-2n _ n2-3n __ n(n-3)
2 - 2

Przyktad 4

Do szkolnego turnieju halowej pitki noznej zgtosito sie 6 druzyn. Turniejrozegrano systemem ,kazdy z kazdym”, bez rewanzow.
W kazdym meczu przyznawano punkty wedlug zasady: w przypadku remisu obie druzyny otrzymuja po 1 punkcie, a w meczu
rozstrzygnietym zwyciezca otrzymuje 3 punkty, a przegrany - 0 punktéw. Po zakonczeniu turnieju okazato sie, ze druzyny



uczestniczace w turnieju zdobyty w sumie 37 punktow. Ustalimy, ile meczow podczas tego turnieju zakonczyto si¢ wynikiem
remisowym.

W turnieju rozgrywanym systemem ,kazdy z kazdym”, bez rewanzéw meczdow jest tyle, ile wszystkich mozliwoséci dobrania druzyn
w pary. W przypadku tego szkolnego turnieju liczba meczoéw to liczba dwuelementowych podzbioréw zbioru
sze$cioelementowego, czyli

65 _

5 =15

Oznaczmy przez z liczbe meczéw remisowych w tym turnieju. Wtedy liczba meczdw rozstrzygnietych to 15 — z.

Poniewaz kazdy mecz remisowy wnosit do ogélnej sumy 2 punkty, a mecz rozstrzygniety - 3 punkty, wiec otrzymujemy réwnanie

2¢+3- (15 —z) =37
Stad
2x 445 — 3z = 37
awiec
=28
Oznacza to, ze 8 meczow w tym turnieju zakonczylo sie¢ wynikiem remisowym.
Przyktad 5

Obliczymy, ile jest wszystkich wynikéw siedmiokrotnego rzutu moneta, w ktérych doktadnie dwa razy wypadt orzet.
Ponumerujemy rzuty od 1 do 7. Dwa z tych numerdéw odpowiadajg wyrzuceniu orta. Jest 72;6 = 21 mozliwosci wyboru dwoch
numerow z siedmiu, co oznacza, ze jest 21 wszystkich wynikéw siedmiokrotnego rzutu moneta, w ktérych dokladnie dwa razy
wypad? orzel.

Przyktad 6
Obliczymy:

1. ile jest trzycyfrowych liczb naturalnych, w ktorych cyfra jednosci jest mniejsza od cyfry dziesiatek.
Poniewaz w rzedzie setek takiejliczby trzycyfrowej moze by¢ zapisana dowolna cyfra rézna od zera, wiec mozemy ja wybrac
na 9 sposobow.
Zauwazmy teraz, ze jezeli ze zbioru cyfr {0, 1, 2, ..., 9} wybierzemy dwuelementowy podzbior, to cyfry w ten sposob
wybrane mozna na jeden sposob zapisa¢ w kolejnosci malejgcej. Zatem kazdemu takiemu podzbiorowi mozna wzajemnie
jednoznacznie przyporzadkowa¢ liczbe dwucyfrowa, ktoérej cyfra jednos$ci jest mniejsza od cyfry dziesigtek.
Jezeli np. wybierzemy podzbior {2, 5}, to taka liczba jest 52, a dla liczby 83 takim podzbiorem jest {3, 8}.
Oznacza to, ze liczb dwucyfrowych, w ktorych cyfra jednoéci jest mniejsza od cyfry dziesiatek jest dokladnie tyle, ile

dwuelementowych podzbiordéw dziesiecioelementowego zbioru cyfr {0, 1, 2, ..., 9}, czyli
109
2
trzycyfrowych, w ktérych cyfra jednos$ci jest mniejsza od cyfry dziesiatek, jest
9 .45 = 405

2. ile jest czterocyfrowych liczb naturalnych, spetniajacych jednoczes$nie trzy nastepujace warunki:

= 45. Poniewaz kolejnych wyboréw dokonujemy niezaleznie, wigc korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze liczb

w zapisie tejliczby nie wystepuje cyfra 0,
cyfra setek jest wieksza od cyfry tysiecy,
cyfra jednosci jest wieksza od cyfry dziesigtek.

Liczbe czterocyfrowa, spelniajacg warunki zadania, rozdzielamy na dwie dwucyfrowe, przy czym podziat jest migdzy cyfrg setek
a cyfra tysiecy.

Otrzymane liczby dwucyfrowe majg spelnia¢ dwa warunki: w ich zapisie nie wystepuje cyfra 0, cyfra jednosci jest wieksza od
cyfry dziesiatek.

Rozumujac podobnie, jak w podpunkcie a), zauwazamy, ze liczb dwucyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje 0 i cyfra
jednosci jest wieksza od cyfry dziesiatek, jest dokladnie tyle, ile dwuelementowych podzbioréw dziewigcioelementowego zbioru
{1, 2, ..., 9}. Oznacza to, ze jest ich

% =36



Wobec tego dwie pierwsze cyfry liczby czterocyfrowej speiniajacej warunki zadania mozna zapisa¢ na 36 sposobow i dwie
ostatnie rowniez na 36 sposobow, zatem liczb czterocyfrowych, ktére spehniajg jednoczesnie podane trzy warunki, jest

36 - 36 = 1296
Przyktad 7

W Klasie jest 34 uczniow, przy czym chlopcow jest o 6 wiecejniz dziewczynek. Obliczymy, na ile sposobéw mozna wybrac z tej
klasy czteroosobowa delegacije, w ktorej znajda sie doktadnie dwie dziewczynki.

Poniewaz delegacja jest czteroosobowa, wiec oprocz dwoch dziewczynek musza si¢ w niej znalez¢ jeszcze dwaj chlopcy.
Obliczamy, Ze dziewczynek jest w tejklasie 14, a chlopcow jest 20.

Pare dziewczynek z tej klasy wybierzemy zatem na% = 91 sposobdw, a pare chlopcoéw - na @ = 190 sposobow.
Wyboréw tych dokonujemy niezaleznie, zatem, korzystajgc z reguly mnozenia, obliczamy, ze wszystkich mozliwych
czteroosobowych delegacii z tej klasy, w ktorej znajda sie dokladnie dwie dziewczynki, jest

91 - 190 = 17290.
Przyktad 8

W pewnej grze losowej zakreslamy 4 liczby wybrane ze zbioru {1, 2, 3, ..., 24, 25}. Wybrane liczby sg nastepnie porownywane
z czterema wylosowanymi z tego samego zbioru przez maszyne losujaca. Ile jest mozliwosci zakreslenia takich 4 liczb, wérod
ktorych dokladnie dwie beda trafione?

Z treSci zadania wynika, ze dwie zakreslone liczby miaty by¢ trafione, czyli byty w zbiorze 4 wylosowanych, a pozostate dwie
zakreslone byty w zbiorze 21 niewylosowanych.

Dwie wylosowane liczby mozemy trafi¢ na % = 6 sposobow, a pozostale dwie mozemy wybra¢ na @ = 210 sposobow.
Oznacza to, ze wszystkich mozliwosci zakres$lenia takich 4 liczb, wsrod ktérych dokladnie dwie beda trafione jest

210-6 = 1260
Przyktad 9

Proste kil sa rownolegte. Na prostej k zaznaczono 4 punkty, a na prostejl - 5 punktow.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczymy, ile jest wszystkich tréjkatow, ktérych wierzchotkami sg trzy sposrod zaznaczonych punktow.

Zauwazmy, ze trojkat jest jednoznacznie wyznaczony przez ustalenie trzech jego wierzchotkéw.

Poniewaz trzy punkty leZace na jednej prostej nie sa wierzchotkami tréjkata, wiec trojkaty mozemy utworzy¢ jedynie na dwa
sposoby:

1. na prostej k wybieramy dwa rézne punkty, a do kazdej takiej pary dobieramy trzeci punkt na proste;j! albo
2. na prostej ! wybieramy dwa rézne punkty, a do kazdej takiej pary dobieramy trzeci punkt na proste;j k.

Pare wierzchotkéw na prostej k mozemy wybra¢ na ‘%3 = 6 sposobow, a trzeci wierzchotek na prostej! na 5 sposobéw. Zatem
w przypadku (1) wszystkich trojkatow jest 6 - 5 = 30.

Pare wierzchotkéw na prostej ! mozemy wybra¢ na % = 10 sposobow, a trzeci wierzcholek na prostej k na 4 sposoby. Oznacza
to, ze w przypadku (2) wszystkich trojkatow jest 10 - 4 = 40.

Wobec tego wszystkich trojkatdw, ktorych wierzchotkami sg trzy spos$rdéd zaznaczonych punktow, jest

30+40=170



Przyktad 10

Szesc¢ dziewczat bierze udziat w szkolnej wycieczce. Obliczymy, na ile sposobéw mozna je zakwaterowac w trzech
dwuosobowych pokojach.
Zakwaterowanie rozkladamy na trzy etapy:

1. wybieramy par¢ dziewczynek do pierwszego pokoju, co mozemy zrobi¢ na 6—;’ = 15 sposobow,

2. wybieramy kolejne dwie dziewczynki do drugiego pokoju, co mozemy zrobi¢ na 42;3 = 6 sposobow.
3. kwaterujemy piata i szésta dziewczynke w trzecim pokoju.

Korzystajac z reguly mnozenia obliczamy, ze szukanych mozliwoéci zakwaterowania szeéciu dziewczat w trzech dwuosobowych
pokojach, jest 15 - 6 = 90.

Przyktad 11
Obliczymy, ile jest:

1. wszystkich liczb naturalnych sze$ciocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystepuje zero i na doktadnie dwoch miejscach stoja
cyfry nieparzyste.
Zliczanie rozkladamy na dwa etapy:
(1) wybor dwoch miejsc z sze$ciu dla cyfr nieparzystych (mamy % = 15 mozliwosci) oraz zapisanie tych cyfr (mamy
5 - 5 = 25 mozliwosci),
(2) zapisanie pozostalych czterech cyfr (mamy4 - 4 - 4 - 4 = 256 mozliwosci),
Zatem jest 15 - 25 - 256 = 96000 takich liczb szesciocyfrowych.
2. wszystkich liczb naturalnych pigciocyfrowych, w zapisie ktérych na dokladnie dwoch miejscach stojg cyfry parzyste.

e sposob I
Rozrozniamy dwa przypadki:
(1) na pierwszym miejscu zapisana jest cyfra parzysta albo
(2) na pierwszym miejscu jest cyfra nieparzysta.
W pierwszym przypadku: mamy 4 mozliwo$ci zapisu pierwszej cyfry, z kolejnych czterech miejsc mamy wybra¢ jedno dla
cyfry parzystej (4 mozliwoéci) i zapisa¢ te cyfre (5 mozliwosci), a na kazdym z pozostatych trzech miejscach zapisa¢ cyfre
nieparzysta (5 - 5 - 5 = 125 mozliwoéci). Takich liczb jest4 - 4 - 5 - 125 = 10000.
W drugim przypadku: mamy 5 mozliwosci zapisu pierwszej cyfry, z kolejnych czterech miejsc mamy wybra¢ dwa dla cyfry
parzystej (% = 6 mozliwosci) i zapisac te liczby (5 - 5 = 25 mozliwosci), a na pozostalych dwdch miejscach zapisac cyfry
nieparzyste (5 - 5 = 25 mozliwosci). Takich liczb jest 5 - 6 - 25 - 25 = 18750.
Oznacza to, ze jest 10000 + 18750 = 28750 liczb pieciocyfrowych spelniajacych warunki zadania.

e sposob II
Wypisujemy kolejno jedna za druga piec¢ cyfr, wybierajgc kazda cyfre sposréd dziesigciu mozliwych (dopuszczamy 0 na
poczatkowych miejscach), przy czym na dokladnie dwoch miejscach zapisujemy cyfre parzysta.
Mamy % = 10 mozliwosci wyboru dwo6ch miejsc dla cyfr parzystych, cyfry te mozemy zapisa¢ na 5 - 5 = 25 sposobéw, a na
pozostatych trzech miejscach cyfry nieparzyste zapiszemyna 5 - 5 - 5 = 125 sposobow.
Zatem jest 10 - 25 - 125 = 31250 ciagdéw o 5 cyfrach, w ktorych dokladnie dwie cyfry sg parzyste.
Sa wérdd nich takie, w ktorych cyfra 0 zapisana jest na pierwszym miejscu. W kazdym z takich ciggdéw na jednym z kolejnych
czterech miejsc znajduje sie cyfra parzysta (miejsce dla niej mozna wybra¢ na 4 sposoby, a zapisac ja - na 5 sposob6éw), a na
trzech pozostatych -cyfry nieparzyste (mozna je zapisa¢ na 5 - 5 - 5 = 125 sposobow). Oznacza to, zZe jest 4 - 5 - 125 = 2500
takich ciggow.
Stad wynika, ze jest 31250 — 2500 = 28750 liczb pigciocyfrowych spetniajacych warunki zadania.

Przyktad 12
Obliczymy:

1. ile jest wszystkich wynikéw czterokrotnego rzutu sze$cienng kostka do gry, w ktorych doktadnie dwa razy wypadla parzysta
liczba oczek.
Rozpatrzmy cigg kolejnych czterech rzutéw kostka szescienng. Zliczanie rozkladamy na dwa etapy:
1) wybor tych dwoéch z czterech numeréw rzutéw, dla ktérych wypadta parzysta liczba oczek (mamy % = 6 mozliwosci)
i rozmieszczenie parzystych liczb oczek na tych dwoch miejscach (mamy 3 - 3 = 9 mozliwosci),
2) rozmieszczenie nieparzystych liczb oczek na pozostatych miejscach (mamy 3 - 3 = 9 mozliwosci).



Oznacza to, ze jest 6 - 9 - 9 = 486 wszystkich wynikéw czterokrotnego rzutu sze$cienng kostka do gry, w ktorych dokladnie
dwa razy wypadta parzysta liczba oczek.

2. ile jest wszystkich wynikow pieciokrotnego rzutu sze$cienng kostka do gry, w ktérych doktadnie dwa razy wypadta szostka.
Rozpatrzmy ciagg kolejnych pieciu rzutéw kostka sze$cienna. Zliczanie rozkltadamy na dwa etapy:
1) wybor tych dwéch z pigciu numeréw rzutdw, dla ktérych wypadta széstka (mamy % = 10 mozliwosci) i rozmieszczenie
dwoch szostek na tych dwoch miejscach,
2) rozmieszczenie innych liczb oczek na pozostatych trzech miejscach (mamy 5 - 5 - 5 = 125 mozliwoSci).
Oznacza to, ze jest 10 - 125 = 1250 wszystkich wynikéw pieciokrotnego rzutu sze$cienng kostka do gry, w ktorych
dokladnie dwa razy wypadla széstka.

3. ile jest wszystkich wynikéw szes$ciokrotnego rzutu sze$cienng kostka do gry, w ktorych wypadta doktadnie jedna jedynka
i doktadnie dwie dwojki.
Rozpatrzmy ciagg kolejnych sze$ciu rzutow kostka szescienna. Zliczanie rozkladamy na trzy etapy:
1) wybor jednego z szeSciu numerdw rzutdéw, w ktorym wypadta jedynka (mamy 6 mozliwo$ci) i rozmieszczenie jedynki na
tym miejscu,
2) wybor tych dwoéch z pozostatych pieciu numeréw rzutéow, w ktérych wypadty dwojki (mamy % = 10 mozliwosci)
i rozmieszczenie dwojek na tych miejscach,
3) rozmieszczenie innych liczb oczek na pozostatych trzech miejscach (mamy 4 - 4 - 4 = 64 mozliwosci).
Oznacza to, ze jest 6 - 10 - 64 = 3840 wszystkich wynikoéw szeSciokrotnego rzutu szeScienng kostka do gry, w ktoérych
wypadla doktadnie jedna jedynka i doktadnie dwie dwojki.

Przyktad 13

Obliczymy, ile jest wszystkich liczb naturalnych siedmiocyfrowych, ktérych suma cyfr jest réwna 11 i w zapisie ktérych wszystkie
cyfry sa nieparzyste.

Rozrozniamy dwa przypadki:

1. w zapisie takiejliczby jest jedna piatka i sze$¢ jedynek albo
2. w zapisie takiejliczby sa dwie trojki i pie¢ jedynek.

o W pierwszym przypadku: wybieramy jedno miejsce, na ktorym zapisujemy piatke (7 mozliwosci), a na pozostatych szesciu
miejscach zapisujemy jedynki. Zatem jest 7 takich liczb.

e W drugim przypadku: wybieramy dwa miejsca z siedmiu, na ktoérych zapiszemy trojki (% = 21 mozliwo$ci), a na pozostatych
pieciu miejscach zapisujemy jedynki. Oznacza to, ze jest 21 takich liczb.
Stad wynika, ze jest 7 + 21 = 28 wszystkich liczb naturalnych siedmiocyfrowych, ktérych suma cyfr jest rowna 11 i w zapisie
ktorych wszystkie cyfry s nieparzyste.
Uwaga. Otrzymany wynik to liczba wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru o$mioelementowego
28 = %. Tyle jest np. wynikéw o$miokrotnego rzutu moneta, w ktérym wypadtly doktadnie dwa orty.
Mozna pokazac, ze kazdy z wynikow oSmiokrotnego rzutu moneta, w ktorym wypadty doktadnie dwa orty, odpowiada
doktadnie jednejliczbie spetniajgcej warunki zadania i odwrotnie - kazda liczba speiniajgca warunki zadania odpowiada
dokladnie jednemu wynikowi oémiokrotnego rzutu moneta, w ktérym wypadly doktadnie dwa orly.
Rozwigzemy w tym celu nastepujace zadanie.
Ustal, ile rozwigzan w dodatnich liczbach nieparzystych ma réwnanie
c1 + ¢ 4¢3+ ¢y + ¢5 + cg + ¢; = 11. Zauwazmy, ze wtedy kazda liczba w ciagu (¢, ¢, ¢3, ¢4, ¢5, Cg, €7) jest nieparzysta,
zadna z nich nie jest wigksza od 10, zatem ciag ten tworza kolejne cyfry liczby naturalnej siedmiocyfrowej, ktorej suma cyfr
jestréwna 11 i w jej zapisie wszystkie cyfry sa nieparzyste.
Poniewaz kazda z liczb zapisanych po lewej stronie jest nieparzysta, wiec przyjmujac ¢; = 2z + 1,¢ = 225 + 1, ...,
¢7 = 2z7 + 1, mozna réwnanie zapisa¢ w postaci
21+ 1)+ Qe+ 1)+ (2z3 + 1)+ 224+ 1) + 225+ 1) + (226 + 1) + (227 + 1) = 11,
gdzie kazda z liczb x4, 3, . . ., 7 jest nieujemna liczba catkowita.
Po przeksztalceniu otrzymujemy réwnanie
T+ T+ a3+ as+ a5+ a6+ 2T7 =2

Naszym zadaniem jest wyznaczenie liczby wszystkich rozwiazan tego réwnania w nieujemnych liczbach catkowitych.
Rozpatrzmy teraz wszystkie mozliwe wyniki oSmiokrotnego rzutu monetga, w ktérych wypadty dokladnie dwa orty. Oznaczmy:
x4 - liczbe orléw uzyskanych w kolejnych rzutach do momentu, w ktérym wyrzucono pierwsza reszke,

Ty - liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono pierwszg reszke, do momentu, w ktoérym
wyrzucono drugg reszke,

x3 - liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono drugg reszke, do momentu, w ktoérym
wyrzucono trzecig reszke,

x4 - liczbe orléw uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono trzecig reszke, do momentu, w ktérym
wyrzucono czwartg reszke,



5 - liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktorym wyrzucono czwartg reszke, do momentu, w ktérym
wyrzucono piata reszke,

xg - liczbe ortéow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono piatg reszke, do momentu, w ktérym
wyrzucono szostg reszke,

z7 - liczbe orléw uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono szésta reszke.

Zauwazmy, ze:

 kazdemu wynikowi takiego rzutu moneta odpowiada doktadnie jeden ciag (z1, 2, T3, 24, Ts5, Tg, T7), temu ciggowi -
doktadnie jeden cigg (cy, 9, €3, ¢4, c5, Cg, C7), ktoOry to cigg koduje doktadnie jedna liczbe siedmiocyfrowa. Np. jezeli
w kolejnych rzutach dostali$émy: (orzel, reszka, reszka, reszka, reszka, orzel, reszka, reszka), to

(r1=1,29 =0,23 = 0,24 = 0,25 = 1,2 = 0,27 = 0)
awiec

(c1=38,c0=1,c3=1,c4=1,¢5 =3,¢c6 =1,¢; = 1),
Oznacza to, ze ten wynik rzutu monetg koduje doktadnie jedna liczbe 3111311.

» Na odwrdt, kazdejliczbie spetniajacej warunki zadania odpowiada jeden ciag (c1, ¢2, cs, ¢4, cs5, Cg, ¢7), temu ciggowi
odpowiada jeden ciag (x1, g, T3, T4, T5, T, T7), Ktoremu odpowiada jeden wynik osmiokrotnego rzutu monetg, w ktorym
wypadty doktadnie dwa orty. Np. liczbie 1151111 odpowiada cigg

(Cl = 1,02 = 1,C3 = 5,04: 1,05 = 1,66 = 1,67: 1)

atemu - cigg

(z1 =0,29 = 0,23 = 2,24 = 0,25 = 0,z = 0, 27 = 0), stad mamy odpowiadajgcy ciagg rzutow (reszka, reszka, orzet, orzet,
reszka, reszka, reszka, reszka).

Zatem wszystkich liczb naturalnych siedmiocyfrowych, ktérych suma cyfr jest rowna 11 i w zapisie ktorych wszystkie cyfry sa
nieparzyste, jest tyle samo, co wynikoéw o$miokrotnego rzutu monetg, w ktéorym wypadty doktadnie dwa orty. Tych wynikow jest
87T = 28.

Przyktad 14

Obliczymy, ile jest wszystkich liczb naturalnych o$émiocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rowny 18.
Rozkladamy liczbe 18 na czynniki pierwsze: 18 = 2 - 3 - 3. Oznacza to, Ze mozliwe s3 trzy przypadki:

—_

. wérdd cyfr tejliczby jest jedna dwdjka, dwie trojki i piec jedynek,
2. wérod cyfr tejliczby jest jedna dwdjka, jedna dziewiatka i sze$¢ jedynek,
3. wéraod cyfr tejliczby jest jedna tréjka, jedna szdstka i sze$¢ jedynek.

» W pierwszym przypadku: wybieramy jedno miejsce, na ktérym zapisujemy dwojke (8 mozliwosci), z pozostatych siedmiu
miejsc wybieramy dwa, na ktérych zapisujemy trojki (% = 21 mozliwosci), a na pozostatych pieciu miejscach zapisujemy
jedynki. Oznacza to, ze jest 8 - 21 = 168 takich liczb.

o W drugim przypadku: wybieramy jedno miejsce, na ktérym zapisujemy dwojke (8 mozliwosci), z pozostatych siedmiu miejsc
wybieramy jedno, na ktérym zapisujemy dziewigtke (7 mozliwosci) , a na pozostatych szes$ciu miejscach zapisujemy jedynki.
Zatem jest 8 - 7 = 56 takich liczb.

o W trzecim przypadku: wybieramy jedno miejsce, na ktérym zapisujemy trojke (8 mozliwosci), z pozostatych siedmiu miejsc
wybieramy jedno, na ktorym zapisujemy szostke (7 mozliwosci) , a na pozostatych sze$ciu miejscach zapisujemy jedynki. Jest
wigc 8 - 7 = 56 takich liczb.

Stad wynika, ze jest 168 4 56 + 56 = 280 wszystkich liczb naturalnych oémiocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rowny 18.

Przyktad 15

Obliczymy, ile jest wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, w zapisie ktorych wystepuje dokladnie dwa razy cyfra 0
i doktadnie dwa razy cyfra 1.

e sposob I
Rozrozniamy dwa przypadki:

1. na pierwszym miejscu zapisana jest cyfra 1,
2. na pierwszym miejscu jest cyfraréznaod 01iod 1.



o W pierwszym przypadku: zapisujemy 1 na pierwszym miejscu. Z kolejnych czterech miejsc mamy wybra¢ jedno dla jedynki (4
mozliwosci) i zapisa¢ na nim jedynke. Z pozostatych trzech miejsc wybra¢ dwa dla zer (3 mozliwosci) i zapisa¢ na nich zera,
a na ostatnim pozostatym miejscu zapisac cyfre rézng od 0 i od 1 (8 mozliwosci). Takich liczb jest wigc 4 - 3 - 8 = 96.

o W drugim przypadku: mamy 8 mozliwo$ci zapisu pierwszej cyfry, z kolejnych czterech miejsc mamy wybra¢ dwa dla jedynek (
42;3 = 6 mozliwosci) i zapisa¢ te jedynki, a na pozostatych dwoch miejscach zapisa¢ zera. Zatem jest 8 - 6 = 48 takich liczb.
Oznacza to, ze jest 96 + 48 = 144 wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, w zapisie ktorych wystepuje doktadnie
dwa razy cyfra 0 i doktadnie dwa razy wystepuje cyfra 1.

e sposob II

Zliczanie rozkladamy na trzy etapy, pamigtajgc o tym, Ze zera nie mozemy zapisa¢ na pierwszym miejscu (w rzedzie dziesigtek
tysiecy):

1. wybieramy dwa z czterech miejsc, na ktérych mozemy wstawi¢ zera (42;3 = 6 mozliwosci) i zapisujemy zera na tych
miejscach,

2. wybieramy te dwa z pozostatych trzech miejsc, na ktorych zapiszemy jedynki (3 mozliwosci) i zapisujemy jedynki na tych
miejscach,

3. na ostatnim pozostatlym miejscu zapisujemy cyfre rézng od 0i od 1 (8 mozliwosci).
Zatemjest 6 - 3 - 8 = 144 wszystkich takich liczb naturalnych pieciocyfrowych.

e sposob IIT

Wypisujemy kolejno jedna za drugg piec¢ cyfr, wybierajgc kazda cyfre sposrod dziesieciu mozliwych (dopuszczamy 0 na
poczatkowych miejscach), przy czym na dokladnie dwoch miejscach zapisujemy cyfre 0 i na doktadnie dwoch miejscach
zapisujemy cyfre 1.

Mamy 574 = 10 mozliwo$ci wyboru dwoch miejsc dla zer, na pozostatych trzech miejscach zapiszemy dwie jedynki na 3 sposoby,
ana ostatnim z pozostatych miejsc zapiszemy cyfre r6zng od 0 i od 1 na 8 sposobow. Takich ciggéw o 5 cyfrach jest zatem

10- 3-8 = 240.

Sa wsrod nich takie, w ktorych cyfra 0 zapisana jest na pierwszym miejscu. W kazdym z takich ciggéw na kolejnych czterech
miejscach znajduje si¢ jeszcze jedna cyfra 0 (miejsce dla niej mozna wybra¢ na 4 sposoby), na pozostatych trzech miejscach sg
dwie jedynki (mozna je zapisa¢ na 3 sposoby), a na ostatnim z pozostatych miejsc jest cyfra rézna od 01i od 1, ktérg mozna zapisac
na 8 sposobow. Oznacza to, ze jest 4 - 3 - 8 = 96 takich ciggdéw z zerem na pierwszym miejscu.

Stad wynika, ze liczb pieciocyfrowych spelniajacych warunki zadania jest 240 — 96 = 144.

Przyktad 16

Do pracy w samorzadzie szkolnym zglosito si¢ 5 osob: Agnieszka, Beata, Czarek, Darek i Ewa.
W glosowaniu kazdy z uczniow tej szkoty ma si¢ wypowiedzie¢ na temat przydatno$ci do pracy w samorzadzie kazdej osoby
sposrod tych pieciorga zgloszonych. Glosujacy dostaje kartke z danymi pieciorga kandydatow:

Kandydaci do samorzadu szkolnego:

e Agnieszka

Beata

Czarek

Darek

Ewa

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

i podejmuje decyzje, wpisujac ,&” w kratke przy danych wybranego kandydata lub pozostawiajgc kratke pustg, jesli danej osoby do
samorzadu nie zglasza.



1. Obliczymy, ile jest wszystkich mozliwych wynikow takiego gtosowania.
sposob I
Przy kazdym z 5 kandydatéw glosujacy ma podja¢ decyzje na 2 sposoby: zglaszajac kandydata do samorzadu, zostawia znak ,z
” albo pozostawia pustg kratke, kiedy danej osoby do samorzadu nie zglasza.
Na przyktad:
- osoba ktora zglosita do samorzadu tylko Beate, Darka i Ewe zostawita na kartce nastepujacy ciag znakéw , x,, X, X,
- osoba, ktora zostawila na kartce ciag znakéw , , x, x, zaglosowata tylko na Czarka i Darka.
Zatem wynik glosowania mozna utozsami¢ z pigcioelementowym ciggiem o elementach wybranych ze zbioru
dwuelementowego: {z, }.
Wobec tego wszystkich mozliwych wynikow tego glosowaniajest2-2-2-2-2 = 2° = 32,
sposob IT
Oznaczymy nastepujaco wybory dokonywane w glosowaniu:
A - oddano glos na Agnieszke,
B - oddano glos na Beate,
C' - oddano glos na Czarka,
D - oddano glos na Darka,
FE - oddano glos na Ewe.
Zauwazmy, ze wynik glosowania jest wyborem konkretnego podzbioru ze zbioru {4, B, C, D, E}. Podzielimy te podzbiory
ze wzgledu na ich liczbe elementéw. Wtedy:
- jest 1 wynik glosowania, w ktérym nie wybrano do samorzadu zadnej ze zgloszonych oséb. Odpowiadajgcy takiemu
wynikowi podzbior to zbiér pusty: ,
- jest 5 wynikow glosowania, w ktérych wybrano do samorzadu 1 ze zgtoszonych oséb. Odpowiadajace takim wynikom
podzbiory to
{4}, {B}, {C}, (D}, {B},
- jest 10 wynikow glosowania, w ktérych wybrano do samorzadu 2 sposréd zgloszonych oséb. Odpowiadajace takim wynikom
podzbiory to
{4, B}, {4, C}, {A, D}, {4, E}, {B, C}, {B, D}, {B, E}, {C, D}, {C, E}, {D, E},
- jest rowniez 10 wynikow glosowania, w ktérych wybrano do samorzadu 3 spo$réd zgloszonych oséb. Podzbiory
odpowiadajace takim wynikom glosowania mozna potraktowac¢ jako dopelnienia do zbioru {4, B, C, D, E} wypisanych
powyzej podzbiorow 2-elementowych (np. dopetnieniem podzbioru 2—elementowego { B, C} jest podzbidr 3—elementowy
{4, D, E}). W ten sposob otrzymujemy wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie miedzy dwuelementowymi
a trzyelementowymi podzbiorami zbioru pigcioelementowego, skad wynika, Ze jest tyle samo podzbioréw dwuelementowych
i podzbioréw trzyelementowych zbioru pigcioelementowego.
Odpowiadajace takim wynikom podzbiory to
{C, D, E}, {B, D, E},{B, C, E}, {B, C, D},{4, D, E}, {4, C, E},{A4, C, D}, {4, B, E}, {4, B, D}, {4, B, C}.
- jest 5 wynikow glosowania, w ktérych wybrano do samorzadu 4 sposrod zgloszonych oséb. Traktujac te podzbiory jako
dopelnienia do zbioru {4, B, C, D, E} wypisanych powyzej podzbioréw jednoelementowych, zauwazymy, ze jest tyle samo
podzbioréw czteroelementowych i podzbioréw jednoelementowych zbioru piecioelementowego. Podzbiory
czteroelementowe rozpatrywanego zbioru piecioelementowego to

{B, C, D, E}, {4, C, D, E}, {4, B, D, E}, {4, B, C, E}, {4, B, C, D}.-jest 1 wynik glosowania, w ktérym wybrano do
samorzadu kazda ze zgtoszonych osob. Odpowiadajacy takiemu wynikowi podzbiér to zbior {4, B, C, D, E}, ktory jest
(oczywiscie) dopetieniem zbioru pustego do zbioru {4, B, C, D, E}.

Zatem wszystkich mozliwych wynikéw glosowania jest

2-(14+5+10) =32

1. Wykazemy, ze w klasie 3b, liczacej 35 uczniéw znajda sie 2 osoby, ktore w tym glosowaniu oddaty glosy na tych samych
kandydatow.
Wybierzmy dowolne 32 osoby sposrdéd 35 uczniow klasy 3b. Jezeli ktore$ dwie z nich zaglosowaty tak samo, to wlasnie te
wskazujemy jako szukang pare. W przeciwnym razie te 32 osoby wyczerpaty wszystkie mozliwe wyniki glosowania, a wiec
kolejna, trzydziesta trzecia osoba wypelnita kartke do glosowania tak samo, jak jedna z wybranych 32 oséb. To spostrzezenie
konczy dowod.

Przyktad 17
Obliczymy, ile jest:

1. wszystkich wynikow pieciokrotnego rzutu monetg, w ktorych wypadto mniej ortéw niz reszek.
sposob I
Rozro6zniamy trzy przypadki:
(1) ani razu nie wypad? orzel (wtedy w kazdym rzucie wypadta reszka) - jest jedna taka mozliwos¢,
(2) wypadt dokladnie jeden orzet (wtedy wypadly jeszcze 4 reszki) - takich mozliwosci jest 5,



(3) wypadty doktadnie dwa orty (wtedy wypadly jeszcze 3 reszki) - takich mozliwosci jest % = 10.

Stad wynika, ze jest 1 + 5 + 10 = 16 wszystkich wynikoéw pieciokrotnego rzutu moneta, w ktérych wypadto mniej ortéw niz
reszek.

sposob IT

Skorzystamy z reguly réwnolicznoSci.

Jest2-2-2-2-2 = 2% = 32 wszystkich wynikéw pieciokrotnego rzutu moneta. Mozna je podzieli¢ na dwie roztaczne
grupy:

(1) tych wynikéw, w ktorych wypadto mniej ortéw niz reszek,

(2) tych wynikow, w ktérych wypadio mniej reszek niz ortow.

Biorgc dowolny wynik z pierwszej grupy i zamieniajgc kazdego orta na reszke oraz kazdg reszke na orta dostaniemy jeden
wynik z drugiej grupy. Postepujac analogicznie z wynikiem z drugiej grupy dostaniemy jeden wynik z pierwszej grupy. Zatem
wyniki te mozna polgczy¢ w pary, co oznacza, ze dokladnie polowa wszystkich wynikéw pieciokrotnego rzutu monetg to te,
w ktorych orlow jest mniejniz reszek. Jest ich wiec % -32 = 16.

2. wszystkich wynikow dziewigciokrotnego rzutu moneta, w ktérych wypadlo wiecej ortéow niz reszek.
Jest2:2-2-2-2.2-2-2.2 =29 = 512 wszystkich wynikow dziewigciokrotnego rzutu monetg. Mozna je podzieli¢ na
dwie roztgczne grupy:

(1) tych wynikéw, w ktorych wypadto wigcej ortéw niz reszek,

(2) tych wynikoéw, w ktérych wypadlo wigcej reszek niz ortow.

Rozumujgc podobnie jak w II sposobie rozwigzania poprzedniego podpunktu, stwierdzimy, ze pojedyncze wyniki z obu tych
grup mozna potaczy¢ w pary. Oznacza to, ze dokladnie potowa wszystkich wynikéw dziewieciokrotnego rzutu monetg to te,
w ktorych ortow jest wigcej niz reszek. Wynikow tych jest zatem % - 512 = 256.

Przyktad 18

W pudelku znajduje si¢ sze$¢ kul ponumerowanych od 1 do 6. Z tego pudetka losujemy dowolnie wybrane kule. Ile jest
mozliwo$ci wylosowania w ten sposob takich kul, ze suma numeréw: najmniejszego i najwiekszego z zapisanych na tych
wylosowanych kulach jest réwna 7?

Zauwazmy, ze w sposob opisany w treéci zadania sume numeréw réwng 7 mozna otrzymac:

» gdy najmniejszy z numeréw jest rowny 1 i najwiekszy jest réwny 6,
» gdy najmniejszy z numerdow jest rowny 2 i najwiekszy jest rowny 5,
» gdy najmniejszy z numerow jest rowny 3 i najwiekszy jest rowny 4.

Rozrézniamy zatem trzy roziaczne przypadki:

1. wérdd wylosowanych znalazly si¢ kule o numerach 1 oraz 6,
2. wérod wylosowanych nie ma zadnej z kul o numerach 1, 6 i znalazty si¢ kule o numerach 2 oraz 5,
3. wylosowano tylko dwie kule: z numerem 3 oraz z numerem 4.

W pierwszym przypadku wraz z wylosowanymi dwiema kulami mozna wylosowa¢ dowolny podzbiér ze zbioru czterech
pozostatych kul. Poniewaz decyzji o wyborze kazdejz tych 4 kul mozemy dokona¢ na 2 sposoby, wiec tacznie w tym przypadku
jest2-2-2-2 = 2* = 16 mozliwosci wylosowania kul.

W drugim przypadku wraz z wylosowanymi dwiema kulami mozna wylosowa¢ dowolny podzbior ze zbioru, w ktorym sg dwie
kule: kula z numerem 3 oraz kula z numerem 4. Zatem w tym przypadku sa 2 - 2 = 22 = 4 mozliwosci wylosowania kul.

W trzecim przypadku mamy jeden sposob wylosowania kul.

Oznacza to, ze jest 16 + 4 + 1 = 21 wszystkich mozliwo$ci wylosowania kul w sposob opisany w tresci zadania.



Podzbiory zbioru skonczonego (tres¢ rozszerzona)

Liczba wszystkich podzbioréw zbioru skonczonego

Mozna obliczy¢, ile jest wszystkich podzbioréw pewnych zbioréw skonczonych.

« pewien zbiér dwuelementowy ma 2% = 4 podzbiory,

« pewien zbior czteroelementowy ma 24 = 16 podzbioréw,

e pewien zbior piecioelementowy ma 20 =32 podzbiory,

e pewien podzbioér dziewigcioelementowy ma 29 = 512 podzbioréw.

Ustalajac liczbe podzbiorow zauwazali$émy, ze w stosunku do kazdego elementu zbioru mozemy na dwa sposoby podja¢ decyzje
0 jego wyborze do tworzonego podzbioru.

Przyktad 1

Rozpatrzmy teraz zbior A = {a1,as, . .., a,}, ktory ma n elementéw. Dowolny podzbidr zbioru A tworzymy, podejmujac
decyzje, czy kazdy z kolejnych elementoéw zbioru A: ay, as, . . ., a, nalezy do tego podzbioru, czy nie nalezy. Mozna to zrobi¢ na
2-2.... -2 =2"sposobow.

) n czy;;likﬁw -

Zatem liczba wszystkich podzbioréw zbioru A, ktory ma n elementow, jest rowna 2",

Liczba kombinac;ji

W przykladach prezentowanych w tym rozdziale czesto spotykaliémy sie z konieczno$cig obliczenia, na ile sposobéw mozemy
z ustalonego zbioru wybra¢ podzbioér o konkretnejliczbie elementow.

Przyktad 2

Rozpatrzmy zbiér A = {ay,as, ..., a,}, ktory ma n elementow. Wtedy, jak to juz pokazywaliSmy w rozwiazaniach przykladow
tego rozdziatu:

« jestjeden podzbior zbioru A, do ktérego nie wybierzemy zadnego elementu ze zbioru A (tym podzbiorem jest zbior pusty),
« jestjeden podzbior zbioru A, do ktoérego wybierzemy kazdy element zbioru A (tym podzbiorem jest caty zbior A),
* jest n wszystkich podzbioréow jednoelementowych zbioru A,

* jest ”'(’;1) wszystkich podzbioréw dwuelementowych zbioru A.

Rozumujgc podobnie jak w rozwigzaniu metoda dopelniania podzbioréw do catego zbioru i zasada réwnolicznos$ci, stwierdzimy
tez, ze

o jest n wszystkich podzbiorow (n — 1)-elementowych zbioru A,

e jest "'(7;_1) wszystkich podzbioréw (n — 2)-elementowych zbioru A.

Definicja: liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego

Rozpatrzmy zbior A = {ay,as,...,a,}, ktoryman (n > 1) elementow.

Symbolem (:) oznaczamy liczbe jego wszystkich podzbioréw k-elementowych (k> 0ik < n).

Zapis symboliczny (Z) odczytujemy ,,n po K", stad np.:

o oy .
. <2> czytamy ,pie¢ po dwa’,

7
. (1> czytamy ,siedem po jeden”,

6
o (0> czytamy ,,sze$¢ po zero”.

Stosujgc to oznaczenie, stwierdzimy, zZe:



gdyn > 2
W szczegdlnosci:

Rozszerza si¢ tez (z czego my nie bedziemy korzystac) stosowanie tego symbolu na:
y . .. (0
e podzbidr pusty zbioru pustego, przyjmujac 0) = 1,

» przypadek, gdy k > n, wtedy przyjmujemy <Z> =0.

Kombinacje

Definicja: k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

Kazdy k-elementowy podzbidr zbioru n-elementowego (0 < k < n) nazywa sie zwyczajowo k-elementowg kombinacja zbioru
n-elementowego.

Pokazemy, ze liczba wszystkich k—elementowych podzbiordw, ktore mozna wybra¢ ze zbioru A = {ay,as, ..., a,} liczacego n
elementow, jest rowna #Lk), Przypomnijmy, Ze przez Z) umowilismy sie oznacza¢ liczbe wszystkich mozliwych k-
elementowych podzbioréw zbioru A.

Dla dowodu zauwazmy, ze liczba wszystkich mozliwych k-elementowych ciagéw utworzonych z réznych elementdéw zbioru A
jest z jednej strony rowna

n-(n—=1)-(n=2)-.. - (n—k+1) = 4%
kczy;;ikéw

az drugiej strony - jest rowna

n

Zc-(k—l)-gc—2)-... 1<k>

k czynnikéw
poniewaz w kazdym z k-elementowych podzbioréw zbioru A mozemy ustali¢ kolejno$¢ elementéw na
K=k-(k—-1)-(k—2)-...-1
) k czynvnikéw )

Sposobow.
Otrzymujemy wiec réwnosc¢

stad




Na podstawie spostrzezenia poczynionego powyzej mamy twierdzenie.
Twierdzenie: liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

n .
Liczba ( k) wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n—elementowego jest réwna

n! _ n(n—=1)(n—2)-...(n—k+1)
kl-(n—k)I — k-(k—1)-(k—2)-...-.1 .

Przyktad 3
Pokazemy kilka zastosowan twierdzenia o liczbie kombinacji.

1. Do turnieju koszykowki, rozgrywanego systemem ,kazdy z kazdym” (bez rewanzow), zgtosito sie 12 druzyn.

12
Liczba wszystkich meczéw do rozegrania w tym turnieju jest zatem réwna ( 9 ) ,czyli % = 66.

2. Z pudetka, w ktorym znajduje sie 20 kul ponumerowanych od 1 do 20 mamy wylosowac¢ 3 kule.
Kazdy wynik takiego losowania to trzyelementowy podzbioér zbioru dwudziestoelementowego, zatem liczba sposobéw, na

, . e 20 . . - 19:
ktore mozna to zrobi¢, jest rowna <3 >.Ta liczba jest wiec rownagf—?!ﬂ = % = 1140.

3. Na okregu zaznaczono 11 réznych punktoéw. Obliczamy, ile jest wszystkich czworokatéw wypuktych, ktérych
wierzchotkami sg punkty wybrane sposrdd tych zaznaczonych.
Poniewaz wybierajac dowolne cztery z tych jedenastu punktéw na dokladnie jeden sposob, polaczymy je tak, aby otrzymaé

11
kolejne boki czworokata wypuklego, wiec szukana liczba wszystkich czworokatéw to 4 )c0 jestrowne

11 _ 111098 _
T = 1321 = 930.
4. Sposérod uczniow 37—osobowej klasy nalezy wybra¢ 5-osobowgq delegacje.
37
Mozna to zrobi¢ na <5 ) Sposobow, co jest rowne % = W = 435897 (to prawie pot miliona sposobow).

5. W pewnej grze losowejnalezy wybrac 6 liczb ze zbioru {1, 2, 3, ..., 49}. Liczba sposobow, na ktoére mozna tego dokonac jest

49
rowna (6 ),Czyli % = W = 13983816 (to liczba bliska 14 milionom).

6. W rozdaniu brydzowym gracz otrzymuje 13 kart wybranych losowo z talii 52 kart. Liczba wszystkich uktadéw kart
52
mozliwych do otrzymania przez brydzyste jest wiec réwna ( 1 3) , czyli

A = 225150494847 46-45. 4445124140 _ 635013559600 (to ponad 635 miliardow ukladow).
Przyktad 4
Rozpatrzmy réwnanie

$1+$2+£IJ3+$4+£L‘5+$6:10

gdzie kazda z liczb z1, z2, 3, T4, 5, T jest calkowita i nieujemna.
Wykazemy, ze jest 3003 wszystkich rozwigzan tego rownania.

Skorzystamy z pomystu przedstawionego w Uwadze do podpunktu a) przyktadu 13.

Rozpatrzmy pomocniczo wszystkie wyniki pietnastokrotnego rzutu moneta, w ktérych wypadto doktadnie 10 ortéw. Oznaczmy
przez:

x1 - liczbe orléw uzyskanych w kolejnych rzutach do momentu, w ktérym wyrzucono pierwsza reszke,

x4y — liczbe orléw uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono pierwsza reszke, do momentu, w ktérym
wyrzucono drugg reszke,

x3 - liczbe orléw uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono druga reszke, do momentu, w ktérym
wyrzucono trzecia reszke,

x4 - liczbe ortéw uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono trzecia reszke, do momentu, w ktoérym
wyrzucono czwarta reszke,

x5 - liczbe ortow uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono czwartg reszke, do momentu, w ktérym
wyrzucono pigta reszke,

xg — liczbe ortéw uzyskanych w kolejnych rzutach od momentu, w ktérym wyrzucono piata reszke.

Wtedy

 kazdemu wynikowi takiego rzutu moneta odpowiada doktadnie jeden ciag (z1, 2, 3, 4, 5, Tg),
» kazdemu ciagowi (21, za, &3, 24, 5, Tg) odpowiada jeden wynik pietnastokrotnego rzutu moneta, w ktorym wypadto

doktadnie 10 ortow.



15
Poniewaz jest ( 1 0) = i = 181211 — 3003 wszystkich wynikéw pietnastokrotnego rzutu moneta, w ktorych wypadto

doktadnie 10 ortoéw, wiec réwniez tyle jest rozwigzan rownania 1 + 2 + 3 + 24 + 25 + ¢ = 10 w nieujemnych liczbach
catkowitych.
Rozumujagc podobnie, mozna tez wykaza¢, ze réwnanie z; + o + x3+. .. +x, = k, gdzie k jest dodatnig liczba catkowita,

k—1
akazdazliczb zq, 2, x3, .. ., x, jest calkowita i nieujemna, ma dokladnie <Z +

) rozwigzan.

Wspotczynniki dwumianowe, wzér dwumianowy Newtona
Przyktad 5

Wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x:
(z+1)' =a* +42° +62° + 4z + 1

 sposob I (algebraiczny)
Zapisujemy roéwnos$¢
(z+1)'=@+1)-(z+1)-(z+1)- (z+1).
Po wymnozeniu wyrazen zapisanych w nawiasach po prawej stronie tej rownosci i pogrupowaniu wyrazéw podobnych
otrzymamy wyrazenie (wielomian zmiennej z), w ktérym wystapia jednomiany zmiennej .
Czynno$¢ taka mozna wykonac, korzystajac ze wzoru na sze$cian sumy:
(z+1)'=((z+1)-(z+1)-(z+1)-(e+1)=(z+1)°* (z+1) = (@®+32*+3z+1) - (z+1) =
= (z*+322+3z+1) -2+ (2* + 322+ 3z +1) - 1 =
2+ 32% + 322 + z + 2% + 322 + 3z + 1 = z* + 423 + 62? + 4z + 1lub ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat
sumy:
(z+1)" = ((m—i— 1)“’)2 — (@ +22+1) = (224 Qe +1) = (29 +2 2% 22+ 1)+ (22 +1)° =
=zt + 423 + 222 + 42? + 4z + 1 = 2t + 42% + 62% + 4z + 1.

« sposob II (kombinatoryczny)
Zauwazmy, ze mnozac wyrazenia wybierane z kazdego z kolejnych nawiaséw iloczynu
(z+1)-(z+1)-(z+1)-(z+1), dostaniemy za kazdym razem mnozenie czterech czynnikéw. Wynikiem kazdego
takiego mnozenia jest wyrazenie z¥, gdzie k jest rowne 4, 3, 2, 1lub 0. Wykonajmy wiec wszystkie mozliwe mnozenia
wyrazen wybieranych z kolejnych nawiaséw - mozemy to zrobi¢ na 2¢ = 16 sposobow.
Rozrézniamy pie¢ przypadkow:

—_

. ze wszystkich nawiaséw wybraliémy x —mozna to zrobi¢ na jeden sposob, a w wyniku otrzymamy z*, co mozna tez zapisa¢

jako (i) -zt 10,

2.z dokladnie trzech nawiaséw wybraliémy x — wtedy z dokladnie jednego nawiasu wybrali$émy 1, a wiec mozna to zrobi¢ na 4
sposoby. Zatem Igcznie otrzymamy 42, co mozna tez zapisaé jako <§> Sz 1l

3. z doktadnie dwoch nawiasow wybraliSmy « - mozna to zrobi¢ na % = 6 sposobow. kacznie otrzymamy wiec 62, co
mozna tez zapisac jako (;l) cz? 12,

4. z doktadnie jednego nawiasu wybrali$my x — mozna to zrobi¢ na 4 sposoby. Lacznie otrzymamy wiec 4x, co mozna tez
zapisac jako (i) Lzl 13,

5. z zadnego z nawiaséw nie wybraliSmy x — mozna to zrobi¢ na 1 sposéb. Wtedy z kazdego z nawiasoéw musimy wybraé
jedynke, wiec w wyniku mnozZenia otrzymamy 1, co mozna tez zapisac jako (3) A

Ostatecznie stwierdzamy, ze
(x4 1)* = z* + 423 4 622 + 42 + 1.0trzymang tozsamo$¢ mozemy tez zapisaé w postaci

4 4 4 4 4
4 _ .4 .10 L3011 L2 .12 el 13 0,14
(z+1) 7<4> T 1+<3) x 1+<2> x 1+<1) x 1+<0> 201
Przyktad 6

Wykazemy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x:
(. +1)° = 2% + 5a* + 1023 + 1022 + 5z + 1.




e sposoéb I (algebraiczny)
(z+1)°=(z+1)" (z+1) = (2* +42° + 62> + 4z + 1) - (z + 1)
=% + 4z* + 623 + 42? + z + z* + 42% + 622 + 4z + 1 = 25 + 5z* + 1023 + 1022 + 5z + 1.
e sposoéb II (kombinatoryczny)
Zauwazmy, ze mnozac wyrazenia wybierane z kazdego z kolejnych nawiasow iloczynu
(z+1)-(z+1)-(z+1)-(z+1)-(x+1)
dostaniemy za kazdym razem do pomnozenia pie¢ czynnikow, przy czym kazdy z nich to x albo 1. Zatem wynikiem kazdego
takiego mnozenia jest wyrazenie z¥, gdzie k jest rowne 5, 4, 3, 2, 1lub 0. Wykonajmy wiec wszystkie mozliwe mnozenia
wyrazen wybieranych z kolejnych nawiaséw — mozemy to zrobi¢ na 25 = 32 sposoby.
Rozr6zniamy sze$¢ przypadkow:

—_

. ze wszystkich nawiaséw wybraliémy x ~mozna to zrobi¢ na jeden sposéb, a w wyniku otrzymamy z°, co mozna tez zapisa¢

jako <2> cxb 10,

2. z dokladnie czterech nawiaséw wybrali$my x — wtedy z dokladnie jednego nawiasu wybraliémy 1, a wigc mozna to zrobi¢

5
na 5 sposobéw. Zatem tacznie otrzymamy 5z*, co mozna tez zapisa¢ jako < 4) szt 1t

3. z dokladnie trzech nawiaséw wybraliémy x — mozna to zrobi¢ na ( 3) = % = 10 sposoboéw. Lacznie otrzymamy wiec
5
10z3, co mozna tez zapisac¢ jako (3) cz3 12
4. z dokladnie dwéch nawiasoéw wybraliSmy x — mozna to zrobi¢ na % = 10 sposobow. kacznie otrzymamy wiec 10x2, co

5
mozna tez zapisa¢ jako (2) cz3 12,

5. z dokladnie jednego nawiasu wybrali$my x — mozna to zrobi¢ na 5 sposobdw. Lacznie otrzymamy wiec 5z, co mozna tez
5
zapisaé jako <1> cxl- 14,
6. z zadnego z nawiasoéw nie wybraliSmy x - mozna to zrobi¢ na 1 sposéb. Wtedy z kazdego z nawiaséw musimy wybrac
. . . . . . . . 7. 5 O 5
jedynke, wigc w wyniku mnozenia otrzymamy 1, co mozna tez zapisac jako 0) T 1°.

Ostatecznie stwierdzamy, ze
(z+1)° = 2° + 5z* + 102% + 1022 + 5z + 1.
Otrzymang tozsamos$¢ mozemy tez zapisa¢ w postaci

(e () e (e () e () e (e

Przyktad 7
Wykazemy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x:
(z+1)" = 27 4 72% + 212° + 352* + 352° + 212° 4 Tz + 1

e sposob I
Najpierw pokazujemy, ze
(z+1)°=(z+1)° (¢ +1) = (z° + 5 + 102> + 102% + 5z + 1) - (2 + 1) = 2° + 62° + 15z* + 202° + 1522 + 6z + 1

Stad
(z+1)" = (z+1)% (z+1) = (25 + 62° + 152* + 202> + 1522 + 6z + 1) - (z + 1) =
=" + 725 + 212° + 352* + 352° 4+ 212® 4+ Tz + 1.

e sposob II
Korzystajac z pomystow przedstawionych w sposobie II rozwigzania poprzednich podpunktéw, pokazujemy, ze
(z+1)" =

_(7 7.10 7 6,11 7 5.12 7 4,13 7 3,14 7 2,15 7 1,16 7 0.17
7<7):c 1+<6)x 1+5 a:1+4 :1:1+3 a:1+2 :L'1+1 a:1+0 z -1
Poniewaz (;) = (g) =1, <g> = <I> =1, (;) = <;> = % =21, (Z) = (;) = % = 35, wiec otrzymujemy

(z+1)" =27 + 728 + 2125 + 352* + 3523 + 2122 + 7z + 1.
Rozumujgc podobnie jak w sposobie II rozwigzan przedstawionych w powyzszym przykladzie, mozna pokazac, ze dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitejn oraz dowolnych liczb catkowitych a oraz b prawdziwa jest rowno$¢



n_ (T n n n—1 n n—2p2 n 1n—1 LLAPTS
(a+0) 7<0>a +(1>a b+<2>a b+...+<n_1)ab +<n>b'

Wzér ten jest nazywany wzorem dwumianowym Newtona.
W szczegdlnosci dla a = b = 1 otrzymujemy

SORARO e

Otrzymana réwno$¢ uzasadnia znany nam juz fakt, Ze liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego jest réwna 2™.



Zadania

Cwiczenie 1

Do szkolnego turnieju koszykéwki zgtosito sie 14 druzyn. lle trzeba rozegra¢ meczéw, jezeli
turniej toczy sie wedtug systemu ,kazdy z kazdym”, bez rewanzéw?

O 91

O 28

O 13

O 182

Cwiczenie 2

Na ile sposobéw mozna wybra¢ dwéch graczy sposrod 15 zawodnikéw?

O 210

O 29

O 225

(O 105



Cwiczenie 3

lle jest wszystkich liczb naturalnych dziesieciocyfrowych, ktérych suma cyfr jest réwna 2?

O 10

O 20

O 9

O 11

Cwiczenie 4

lle wszystkich przekatnych ma dziesieciokat foremny?

17

35

45

o O O O

10



Cwiczenie 5

Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} losujemy jednocze$nie dwie liczby. lle jest mozliwosci
wylosowania w ten sposob takiej pary liczb, ktérej suma jest parzysta?

O 12

O 16

O 10

O 9

Cwiczenie 6

Liczba uczniéw pewnej klasy jest 15 razy mniejsza od liczby wszystkich par, mozliwych do
wyboru sposrod ucznidw tej klasy. llu jest uczniow w tej klasie?

O 28

O 31

O 30

O 29



Cwiczenie 7

lle jest wszystkich wynikow trzykrotnego rzutu kostka sze$cienna, w ktérych doktadnie dwa
razy wypadta szostka?

O 18

O 30

O 36

O 15

Cwiczenie 8

W pewnej grupie jest 10 chtopcéw i 9 dziewczynek. Na ile sposobéw mozna z tej grupy
wybraé trzyosobowy zespét, w ktérym znajdzie sie co najmniej jedna dziewczynka i co
najmniej jeden chtopiec?

O 360

O 180

O 765

() 1530



Cwiczenie 9

lle jest pieciocyfrowych liczb naturalnych o sumie cyfr réwnej 12, ktérych kazda cyfra jest
nieparzysta?

wiecej niz 1000

4720

o O O

mniej niz 1000
() 2360

Cwiczenie 10

Na okregu zaznaczono 8 réznych punktéw. lle jest wszystkich tréjkatéw, ktérych kazdy
wierzchotek jest jednym z tych wybranych punktéw?

O 336

O 512

O 56

O 24



Cwiczenie 11

Test powtodrzeniowy sktada sie z 14 zadan testowych. Po wybraniu prawidtowej odpowiedzi za
kazde z zadan mozna otrzymac 1 punkt, w przeciwnym przypadku za zadanie otrzymuje sie 0
punktéw. Oblicz, na ile sposobédw mozna tak wypetni¢ karte odpowiedzi do tego testu, zeby
otrzymac:

1. 1 punkt

2. 2 punkty

3. 12 punktéow

4. 13 punktow

Cwiczenie 12

Oblicz:

1. ile trzeba bedzie rozegrac¢ wszystkich meczéw w turnieju, do ktérego zgtosito sie 13
druzyn i kazda druzyna ma rozegrac z kazda inng doktadnie jeden mecz.

2. naile sposobéw mozna wybra¢ dwuosobowg delegacje z klasy liczacej 31 uczniéw.

Cwiczenie 13

Oblicz, ile jest wszystkich takich wynikéw:

1. oSmiokrotnego rzutu moneta, ze doktadnie dwa razy wypadt orzet.

2. osmiokrotnego rzutu moneta, ze doktadnie szes¢ razy wypadta reszka.

3. dziewieciokrotnego rzutu monetg, ze doktadnie dwa razy wypadta reszka.

4. dziewieciokrotnego rzutu monetg, ze doktadnie siedem razy wypadt orzet.



Cwiczenie 14

1. Sposréd osmiu chtopcédw pewnej klasy nauczyciel chce wylosowad szesciu. Na ile
sposobow moze to zrobic?

2. Sposrod dwudziestu dziewczat pewnej klasy nauczyciel chce wybra¢ osiemnascie. Na ile
sposobow moze to zrobic?

Cwiczenie 15

Oblicz liczbe wszystkich przekatnych

1. siedmiokata wypuktego.

2. szesnastokata wypuktego.

Cwiczenie 16

llu zawodnikéw liczy druzyna, z ktérej 2 graczy mozna wybraé na 136 sposoboéw?

Cwiczenie 17

Pewien wielokat foremny ma 20 przekatnych. lle bokéw ma ten wielokat?

Cwiczenie 18

Do szkolnego turnieju halowej pitki recznej zgtosito sie 6 druzyn: Dy, Dy, D3, D4, Ds i Dg.
Kazda druzyna ma rozegra¢ z kazda inng doktadnie jeden mecz. W kazdym meczu
przyznawano punkty w nastepujacy sposéb:

w przypadku remisu obie druzyny otrzymuja po 1 punkcie, a w meczu rozstrzygnietym
zwyciezca otrzymuje 2 punkty. Po zakonczeniu turnieju okazato sie, ze: druzyna D, zdobyta 6
punktéw, druzyna Dy— 3 punkty, druzyna D3 — 8 punktéw, druzyna D4 — 1 punkt, a druzyna
Dsy zdobyta o 2 punkty wiecej niz druzyna Ds.

Ktdre miejsce w turnieju zajeta druzyna Dyg?



Cwiczenie 19

W osiedlowym turnieju pitki noznej, rozgrywanym systemem ,kazdy z kazdym” (bez rewanzéw)
wystgpito 12 zespotéw. Kazda druzyna za zwyciestwo w meczu otrzymywata 1 punkt, za remis
- 0,5 punktu, a przegrana nie zwiekszata konta punktowego zespotu. Dwa zespoty: ,Kosiarze”

i ,Przecinaki” zajety w tym turnieju miejsca ex aequo 10 i 11 (zadna inna druzyna nie dzielita

z nimi tych miejsc), zdobywajac po 5,5 punktu. Wykaz, ze druzyna, ktéra zajeta w tym turnieju
ostatnie miejsce, wygrata co najwyzej jeden mecz.

Cwiczenie 20

W turnieju gry w koszykéwke kazda druzyna miata rozegrac z kazda inng doktadnie jeden
mecz. Po zakonczeniu tego turnieju okazato sie, ze druzyny, ktore nie wygraty zadnego meczu,
stanowia 10 % wszystkich druzyn. Oblicz, ile meczéw rozegrano w tym turnieju. Pamietaj, ze
w koszykowce kazdy mecz musi zostac rozstrzygniety.

Cwiczenie 21

W gimnazjalnym turnieju pitkarskim wystapita pewna liczba druzyn. Turniej rozgrywano
metodg ,kazdy z kazdym”, bez rewanzéw. Po zakonczeniu okazato sig, ze doktadnie 60 %
druzyn rozegrato co najmniej jeden mecz remisowy, a doktadnie % pozostatych co najmnigj
jeden mecz przegrato. lle meczéw rozegrano w tym turnieju?

Cwiczenie 22

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11} losujemy trzy razy po jednej liczbie ze
zwracaniem. Oblicz, ile jest takich wynikow tego losowania, ze pierwsza z wylosowanych liczb
jest wieksza od drugiej, a druga jest réwna trzeciej z tych liczb.

Cwiczenie 23

Oblicz:

1. ile jest wszystkich wynikéw dwukrotnego rzutu kostka szescienna, w ktoérych liczba oczek
uzyskanych w pierwszym rzucie jest mniejsza od liczby oczek uzyskanych w drugim rzucie.

2. ile jest wszystkich wynikéw trzykrotnego rzutu kostka szescienna, w ktérych liczba oczek
uzyskanych w trzecim rzucie jest wieksza od liczby oczek uzyskanych w drugim rzucie.



Cwiczenie 24

W trapezie ABCD na podstawie AB wybrano punkty E i F', a na podstawie CD wybrano
punkt G.

o o
A E F B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz, ile jest wszystkich:

1. tréjkatow, ktorych kazdy wierzchotek zostat wybrany sposrod punktow
A B, C, D, E,F, G.

2. trapezéw, ktorych kazdy wierzchotek zostat wybrany sposrod punktow
A B, C D, E,F, G.

Cwiczenie 25

W klasie jest 33 ucznidw, przy czym chtopcédw jest o 3 mniej niz dziewczynek. Oblicz, naile
sposobow mozna wybrac z tej klasy:

1. trzyosobowg delegacje, w ktérej znajdzie sie doktadnie jedna dziewczynka.

2. czteroosobowa delegacje, w ktorej znajda sie doktadnie dwaj chtopcy.



Cwiczenie 26

Proste ki [ s rownolegte i rézne. Rozpatrzmy dziesie¢ punktéw: 5 z nich zaznaczono na
prostej k, 4 kolejne zaznaczono na prostej [, a dziesigtym jest punkt A. Ten punkt spetnia
jednoczesnie dwa warunki:

1. nie lezy na zadnej z prostych k, 1,

2. zadna z prostych, przechodzacych przez kazde dwa inne punkty wybrane sposréd
dziewieciu zaznaczonych, nie przechodzi przez punkt A.

Oblicz, ile jest wszystkich tréjkatow, ktérych wierzchotkami s trzy sposrod zaznaczonych

punktéw.
Cwiczenie 27
Oblicz:
1. ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych cyfra setek jest mniejsza od cyfry jednosci.

. ile jest liczb pieciocyfrowych, spetniajagcych jednoczesnie dwa nastepujace warunki:

[\

cyfra setek jest wieksza od cyfry jednosci,

cyfra tysiecy jest wieksza od cyfry dziesigtek.
Cwiczenie 28

Oblicz, ile jest wszystkich prostokatow, ktérych boki zawieraja sie w liniach siatki prostokata
o wymiarach 6 na 4, podzielonego na kwadraty jednostkowe.

Cwiczenie 29

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych dziewieciocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest

rowny 12.



Cwiczenie 30

Oblicz, ile jest wszystkich wynikéw pieciokrotnego rzutu sze$cienng kostka do gry, w ktérych
parzysta liczba oczek wypadta wiecej razy niz nieparzysta liczba oczek.

Cwiczenie 31

lle jest wszystkich liczb naturalnych:
1. pieciocyfrowych o wszystkich cyfrach nieparzystych, ktérych suma cyfr jest réwna 11.
2. szesciocyfrowych, ktérych suma cyfr jest réwna 3.
3. nieparzystych siedmiocyfrowych, ktérych suma cyfr jest réowna 4.

4. osmiocyfrowych o wszystkich cyfrach parzystych, ktérych suma cyfr jest rowna 6.

Cwiczenie 32

Liczby ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ustawiamy w losowej kolejnosci w szeregu,
tworzac liczbe dziewieciocyfrowa o réznych cyfrach. Oblicz, ile jest mozliwosci uzyskania
w ten sposdb liczby, ktorej cyfry spetniajg jednoczesnie cztery warunki:

1. cyfra 1 stoi przed cyfra 2

2. cyfra 3 stoi przed cyfra 4

3. cyfra 5 stoi przed cyfra 6

4. cyfra 7 stoi przed cyfrg 8



Cwiczenie 33

W pudetku jest 25 ponumerowanych losow, w tym 5 wygrywajacych. Z tego pudetka
wybieramy losowo 4 losy. Na ile sposobéw mozna wylosowac co najmniej 1 los wygrywajacy?

Cwiczenie 34

Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AB| = 5,
siatki na kwadraty jednostkowe. lle jest wszystkich najkrotszych drég prowadzacych po liniach
siatki od punktu A do punktu C?

AD| = 8. Prostokat ten podzielono liniami

Cwiczenie 35

W kopercie znajduje sie 10 kartek ponumerowanych od 1 do 10. Z tej koperty losujemy
dowolnie wybrang liczbe kartek. lle jest mozliwosci wylosowania w ten sposéb takich kartek,
Ze suma numerdow: najmniejszego i najwiekszego zapisanych na tych wylosowanych kartkach
jest réwna 10?

Cwiczenie 36

Wykaz, ze
1. dla dowolnej liczby rzeczywistej x: (2 + 3)* = 162 + 9623 + 216z2 + 216z + 81
2. dla dowolnej liczby rzeczywistej z: (z — 2)° = &% — 10z + 4023 — 8022 + 80z — 32.

3. dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(2a + +b)* = 16a* + 16a3b + 6a2b* + ab® + kb,

4. dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a —b)° = a® — 6a°b + 15a%b* — 20a°b® + 15a*b?> — 6a°b + b°.



Cwiczenie 37

Oblicz, ile jest:

1. wszystkich liczb naturalnych osmiocyfrowych, w zapisie ktérych nie wystepuje zero i na
doktadnie trzech miejscach stojg cyfry parzyste.

2. wszystkich liczb naturalnych siedmiocyfrowych, w zapisie ktérych na doktadnie czterech
miejscach stoja cyfry parzyste.

Cwiczenie 38

Oblicz, ile jest:

1. trzycyfrowych liczb naturalnych, spetniajacych jednoczes$nie dwa nastepujgce warunki:
(1) cyfra setek jest wieksza od cyfry dziesigtek,
(2) cyfra dziesigtek jest wieksza od cyfry jednosci.

2. szeSciocyfrowych liczb naturalnych, spetniajgcych jednoczes$nie trzy nastepujgce warunki:
(1) cyfra tysiecy jest wieksza od cyfry setek,
(2) cyfra setek jest wieksza od cyfry dziesigtek,
(3) cyfra dziesiagtek jest wieksza od cyfry jednosci.

Cwiczenie 39

Dwunastu chtopcéw bierze udziat w szkolnej wycieczce. Oblicz, na ile sposobéw mozna ich
zakwaterowac w czterech trzyosobowych pokojach.

Cwiczenie 40

Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 22} losujemy jednoczesnie pie¢ liczb. Oblicz, ile jest wszystkich
mozliwosci wylosowania takich pieciu liczb, ktérych:

1. iloczyn jest parzysty.

2. suma jest parzysta.



Cwiczenie 41

W talii 52 kart do brydza jest po 13 kart w kazdym z czterech koloréw: trefl, karo, kier, pik.
W kazdym kolorze jest jeden as, a takze trzy figury: krél, dama, walet oraz 9 kart
numerowanych od 2 do 10.

W rozdaniu brydzowym kazdy z czterech graczy otrzymuje po 13 kart wybranych losowo
z talii. Oblicz, na ile sposobéw gracz moze w takim rozdaniu dostac:

1. doktadnie 10 pikoéw i doktadnie 2 kiery

2. trzy asy, trzy kréle, trzy damy i trzy walety

Cwiczenie 42

Oblicz, na ile sposobdw mozna podzieli¢:

1. 10 graczy na dwie piecioosobowe druzyny: ,Niebieska” i ,Z6tta”.

2. 10 graczy na dwie piecioosobowe druzyny.

3. 12 graczy na 3 réwnoliczne druzyny: ,Niebieska”, ,Z6tta” i ,Czerwona”.

4. 12 graczy na 3 réwnoliczne druzyny.



Cwiczenie 43

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych:

1. dziesieciocyfrowych, ktorych suma cyfr jest rowna 4.

2. pietnastocyfrowych o wszystkich cyfrach parzystych, ktérych suma cyfr jest réwna 10.

3. dwudziestocyfrowych o wszystkich cyfrach nieparzystych, ktérych suma cyfr jest rowna
28.

4. stucyfrowych o wszystkich cyfrach nieparzystych, ktérych suma cyfr jest réowna 123.

Cwiczenie 44

Oblicz, ile jest wszystkich wynikéw:

1. siedmiokrotnego rzutu szesScienng kostka do gry, w ktérych doktadnie dwa razy wypadto
jedno oczko i doktadnie trzy razy wypadto szes¢ oczek.

2. dziesieciokrotnego rzutu szescienng kostka do gry, w ktérych doktadnie trzy razy wypadto
jedno oczko i doktadnie cztery razy wypadta parzysta liczba oczek.

3. oSmiokrotnego rzutu kostka szescienng, w ktoérych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest
rowny 20.

4. siedmiokrotnego rzutu kostka szescienng, w ktérych suma liczb wyrzuconych oczek jest
rowna 12.

Cwiczenie 45

Z pudetka, w ktérym znajduje sie 20 kul ponumerowanych od 1 do 20 losujemy rownocze$nie
3 kule. Oblicz, ile jest wszystkich mozliwych wynikéw tego losowania, w ktérych suma
numeréw wylosowanych kul jest podzielna przez 3.



Cwiczenie 46

W szufladzie znajduje sie 5 par rekawiczek, kazde dwie pary sg w réznych kolorach. Z pudetka
losujemy 3 rekawiczki. Oblicz, ile jest takich wynikéw tego losowania, ze:

1. wsrdéd wylosowanych nie bedzie zadnej pary rekawiczek.

2. wsrdod wylosowanych bedzie doktadnie jedna para rekawiczek.

Cwiczenie 47

W pudetku znajduje sie 30 kul ponumerowanych od 1 do 30. Z pudetka losujemy 7 kul. Oblicz,
ile jest takich wynikoéw tego losowania, ze:

1. wsrdéd wylosowanych nie bedzie zadnej pary kul, ktérych suma numerdw jest réwna 31.

2. wsrod wylosowanych bedzie doktadnie jedna para kul, ktérych suma numeréw jest rowna
31.

3. wéréd wylosowanych beda doktadnie 2 pary kul, ktérych suma numeréw jest rowna 31.

4. wséréd wylosowanych bedg doktadnie 3 pary kul, ktérych suma numeréw jest réwna 31.

Cwiczenie 48

W pewnej grze losowej gracz typuje 5 liczb sposréd 32 poczatkowych dodatnich liczb
catkowitych. Na ile sposobéw mozna wytypowac 5 liczb w tej grze tak, aby nie byto wsréd
nich dwéch kolejnych?

Cwiczenie 49

Z dziesieciu liter alfabetu: a, b, ¢, d, e, A, B, C, D, E tworzymy dziesiecioliterowy napis,
w ktérym kazda z tych liter wystepuje doktadnie raz. Oblicz, ile jest takich napiséw, w ktérych
litera A znajdzie sie przed B, B przed C, C przed D oraz D przed E, a ponadto odpowiednia
mata litera bedzie zapisana przed taka samg duza.

Te warunki spetnia np. napis baAcBdCeDE.



Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wtasnosci
prawdopodobienstwa. Obliczanie prawdopodobienstw
zdarzen losowych

Przyktad 1

Zdarza si¢, ze w wypowiedziach dotyczacych przewidywania wyniku jakiego$ zdarzenia szacowany
jest wynik tego zdarzenia. Spotykamy sie wiec z nastepujacymi sformutowaniami ,,po pierwszym
meczu nasze szanse na awans oceniam na 75 procent” czy ,,sadze, Ze moje szanse na pierwszg nagrode
s mniejsze niz jeden do dziesieciu”, czy tez ,jestem przekonany, ze zachwyt przy ocenie naszej oferty
wyrazi co najmniej dwoch na trzech klientow naszego sklepu”.

Podajac liczby: %, %, % oceniamy, na ile zajScie zdarzenia, ktorego wynik nie jest znany, jest zblizone

do prawdy (prawdopodobne).

W tym rozdziale wprowadzimy umowy, ktore pozwolg nam oblicza¢ prawdopodobienstwa zdarzen
w pewnych nieskomplikowanych sytuacjach przy zastosowaniu formalnie opisanych metod.

W przykladach bedziemy analizowa¢ wyniki doswiadczen losowych.

Przyktad 2

Kazdy z nas spotkat si¢ z sytuacja, w ktorej przy podjeciu pewnej decyzji wybieramy wynik losowania.
Na przyklad w amerykanskiej zawodowejlidze koszykowki NBA nabér nowych zawodnikow odbywa sie
w tak zwanej loterii draftowej. Wedlug obowiazujacych przepiséw przystepuje do niej 14 zespotow

z najgorszym bilansem zwyciestw z poprzedniego sezonu, przy czym zespoly te sg ustawiane

w kolejnosci od najgorszego bilansu do najlepszego. W tej loterii losuje si¢ sposrod 1000 kul, przy czym
250 z nich przydzielonych jest pierwszemu zespotowi z tego zestawienia, 199 - drugiemu, a 138 -
trzeciemu itd. W ten sposéb najgorszy zesp6ot ma 25 % szans na wylosowanie pierwszego numeru.
Powiemy wigc, ze prawdopodobienstwo, Ze najgorszy zespot wylosuje pierwszy numer w loterii
draftowej jest réwne %.

Jednak najwigksze szanse nie gwarantujg pierwszego numeru w takiejloterii. W 2008 roku pierwszy
numer w drafcie wylosowata druzyna Chicago Bulls, ktora w losowaniu miata przydzielone 17 kul.
Zatem przed losowaniem ocenilibySmy prawdopodobienstwo, ze wlasnie ta druzyna wylosuje pierwszy

: : 17
numer jako rowne 555

Pojecie prawdopodobienstwa
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Q={4,3261,5} Q = {0,R}

'w Liczba elementow zbioru £ jest réwna 6. w Liczba elementow zbioru £ jest réwna 2.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RI138vRb8FndWA

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Q = {(6, R); (2, R); (1, R); (5, R); (5, O); (3, O);
(4, 0); (3, R); (2, 0); (4, R); (1, 0); (6, 0)}

Wz Liczba elementow zbioru 2 jest rowna 12.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1Pnzh2kUgID1

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



file:///preview/resource/R138vRb8FndWA
file:///preview/resource/R1Pnzh2kUgJD1

w Zdarzenie A polega na wyrzuceniu liczby oczek wiekszej od 4. M Zdarzenie B polega na wyrzuceniu parzystej liczby oczek.

A = {6,5} B =4{4, 26}

N Liczba elementéw zbioru A jest réwna 2. 2 w Liczba elementow zbioru B jest rowna 3.
Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rowne —6‘ . Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B jest rowne -6' .

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RMIplr7CIEyUM

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

ﬁ Zdarzenie A polega na wyrzuceniu liczby oczek wigkezej od 4,

A= {6,5}

u Liczba clementdw zbioru A jest rdwna 2.
Prawdopodobienstwo zajicia adarzenia A jest réwne = 5 @8 zarzenio B polega na wyrzuceniu licaby oczek mniejsas; od 2.

B={1}

[ g Uit slrmonebe shioru 8 st curss 1 1
wdopodobieistwo zaficia cdarzenia B est séwne -

w Zdarzenie € polega na iryﬁucr_l\iu liczhy oezek madejsze) od 2
lub liczby oc2ek wi

c=46,1,5}

Liczbs elementéw rhioru € jest réwna 3,
Prawdopodobienstwe zajicia zdarzenia C jest I’WHI 6

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RqBE4zhYpWDnL

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



file:///preview/resource/RMJplr7CJEyUM
file:///preview/resource/RqBE4zhYpWDnL

w Zdarzenie A polega na wyrzuceniu liczby oczek wigksrej od 2.

A = {4t 31 6! s}

v Liczba elementéw zbioru A jest réwna 4, a
Prawdopodobienstwo zajicia zdarzenia A jest rowne 5

g Zdarzenic B polega na wyrzuceniu nioparzyste) liczby oczek.

B ={3,1,5}

w Liczha elementéw zbioru B jest rawna 3, 3
Prawdnpodebiedstuwe zajicia ziarsenia 6 jost riwne &

“ Zdarzenie € polega na wyrzuceniu nieparzyste] lictlyy oczek
Iuls licrby oczek wickszej od 2.

C={4,3,6,1,5}

Liczlsn elementéw thisru € jest réwna 5, 5
Prawdopodobienstwe zajécia rdarzenia C jest réwne &

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RP3en70RFs5SG

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

W Zdarzenie A polega na wyrzuceniu liczby oczek wiekszej od 4. W Zdarzenie B polega na wyrzuceniu liczby oczek mniejszej od 2.

A = {6,5} B = {1}

w Liczba elementdw zbioru A jest réwna 2. 2 w Liczba elementéw zbioru B jest réwna 1,
Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rowne g ! Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B jest rowne “é &

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RPDoHpXSIkZr8

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



file:///preview/resource/RP3en70RFs5SG
file:///preview/resource/RPDoHpXSlkZr8

w Zdarzenie A polega na wyrzuceniu parzystej liczby oczek. w Zdarzenie B polega na wyrzuceniu liczby oczek wigkszej od 4,

-A - -B -

W Liczba elementow zhioru A jest réwna 3. Llr.zba elementow zbioru B jest rowna 2.
zajscia ia A jest rdwne Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B jest rﬂwne
Zdarzenie C polega na wyrzuceniu liczby oczek wigkszej od 4 D polega na wyi liczby oczek wigkszej od 4

lub parzystej liczby oczek. | parzystej liczby oczek.

-c o -D )

chzba elementow zbioru € jest rowna 4. Llczba elementow zbioru D jest rowna 1.
Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia C jest rowne —, Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia D jest rowne = .

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RUAPYIAWGGOPg
atrapa:opis animacji
Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

W pewnej szostej klasie dawno temu spotkali si¢ trzej uczniowie: Janek, Piotrek i Andrzej. Zdarzylo sie,
ze wszyscy korzystali z obiadow w szkolnej stotowce. Do kazdego obiadu byl tam serwowany deser. Na
poczatku roku szkolnego Janek zaproponowat Piotrkowi nastepujacg zabawe: ,Do konca roku
szkolnego bedziemy przychodzili na obiady. Niech w tym czasie o podziale naszych deserow zdecyduje
los. Codziennie przed obiadem Andrzej rzuci dwa razy moneta. Jesli raz wypadnie orzet i raz wypadnie
reszka, to ja zjem dwa desery: twéji moj. Jesli dwa razy wypadnie orzet, to Ty zjesz te dwa desery.
Natomiast jesli wypadnie dwa razy reszka, to kazdy zje swoj deser. Jak widzisz, umowa jest uczciwa, bo
poza tymi trzema przypadkami innego wyniku dwoch rzutow monetg nie ma, a patrzac na te przypadki
tacznie, kazdy z nas ma réwne szanse. Ja w jednym przypadku dostan¢ dwa desery, w drugim —
zadnego, aw trzecim - jeden. I ty takze: w jednym przypadku dostaniesz dwa desery, w innym -
zadnego, a w jeszcze innym - jeden. Nie pomysl sobie, ze w zmowie z Andrzejem szykujemy jakas
sztuczke z moneta. Gdybys chcial, to mozemy si¢ umowic, ze monete do rzucania bedziemy wybierali
wspolnie, a przy rzucaniu bedziemy si¢ zmieniali. To jak, zgadzasz si¢ na taki uktad? MielibySmy nieztg
zabawe przed obiadem.”

Piotrek chwile pomyslat, a nastepnie odmowil. Od razu tez wytlumaczyt Jankowi, dlaczego uwaza, ze
taka umowa wecale nie jest uczciwa.

Podamy argumenty, ktore przemawiaja za tym, ze Piotrek powinien odrzuci¢ pomyst Janka.
Dwukrotny rzut moneta to doswiadczenie, ktore polega na wykonaniu po kolei dwoch czynnosci.
Kazda z nich moze skonczy¢ si¢ na jeden z dwoch sposobow: albo wypadnie orzel, albo wypadnie
reszka. Na podstawie reguly mnozenia stwierdzamy, ze liczba wszystkich mozliwych wynikow
dwukrotnego rzutu kostka jest rowna



file:///preview/resource/RUAPY9AwGG0Pg

2.-2=4.

Wszystkie wyniki takiego do$wiadczenia mozna przedstawi¢ w tabeli

Tabela. Dane

I rzut /Il rzuty Orzel Reszka
orzetl (orzet, orzel) (orzet, reszka)
reszka (reszka, orzet) (reszka, reszka)

Lub za pomoca drzewa:

orzel reszka

orzet reszka orzet reszka

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z tabeli mozemy tez odczyta¢ dwuelementowe ciagi, ktore opisujg wszystkie mozliwe wyniki
dwukrotnego rzutu moneta:

(orzel, orzetl), (orzet, reszka), (reszka, orzet), (reszka, reszka).

Sa wigc doktadnie cztery mozliwe wyniki dwukrotnego rzutu moneta. Pewnie i bez powyzszego opisu
potrafi to uzasadnic¢ kazdy, kto zrozumial podstawowe zasady obowiazujace w kombinatoryce
(omawialiSmy je w poprzednich rozdziatach).

Typowa moneta znajdujaca si¢ w obiegu moze by¢ uznana za symetryczng. Oznacza to, ze przy duzej
liczbie rzutéw takg monetg Srednio potowa z nich skonczy sie wyrzuceniem orta, a potowa - reszki.
Zatem i kazdy z czterech wynikow dwukrotnego rzutu monetg bedzie wypadat Srednio tak samo
czesto, jak kazdy z pozostatych.

Wracamy do zabawy opisanej w poprzednim przykladzie. Jak juz zauwazyliSmy: wbrew sugestiom Janka
mamy do rozpatrzenia nie trzy, a cztery przypadki. Popatrzmy na rozdziat deserow w kazdym z tych
przypadkow:

(orzetl, orzel) - Piotrek zje dwa desery, Janek - zadnego,

o (orzel, reszka) — Piotrek nie zje zadnego deseru, a Janek zje dwa,
« (reszka, orzel) - Piotrek nie zje zadnego deseru, a Janek zje dwa,
« (reszka, reszka) - Piotrek zje jeden deser i Janek zje jeden deser.

Wobec tego w ciggu kolejnych czterech dni, kiedy chtopcy majg do rozdzielenia 8 deseréw, 5 deserow
zje Janek, a tylko trzy - Piotrek. Zatem kontynuowanie przez dtuzszy czas losowego wyboru deserow
metodg zaproponowang przez Janka jest dla Piotrka zdecydowanie niekorzystne.

Podajgc te wartosci, oceniliSmy jedynie szanse kazdego z chtopcow na otrzymanie deseru. Nie nalezy



sie jednak spodziewac, ze w ciggu dowolnie wybranych czterech dni, przy takiej metodzie losowego
rozdziatu deserow, Piotrek dostanie dokladnie 3 z oSmiu mozliwych do otrzymania. Natomiast przy
przeprowadzeniu wiekszejliczby powtorzen tego doswiadczenia liczba deseréw przeznaczonych dla
Piotrka bedzie zblizala si¢ do pewnejwartosci, ktérg nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia, ze
w wyniku podanej metody przydziatu deser dostanie Piotrek.

Mozna formalnie wykazac, ze 3 to oczekiwana liczba deseréw, ktore w ciggu czterech dni otrzyma
Piotrek, gdyby zastosowat si¢ do metody zaproponowanej przez Janka. Metody matematyczne, ktorych
do tego celu nalezatoby uzy¢, stosowane sg w rachunku prawdopodobienstwa.

Przyktad 4

1. Kazdy oficjalny mecz pitki noznejzaczyna si¢ od losowania druzyny, ktora rozpocznie rozgrywke.
Sedzia rzuca wtedy monetg, przy czym robi to w taki sposob, zeby nikt nie miat watpliwosci, ze
wynik takiego losowania bedzie przypadkowy. Przed takim losowaniem jestesmy przekonani, ze
obie zainteresowane druzyny maja rowne szanse rozpoczecia gry od srodka boiska.

Za kazdym razem takie losowanie uznamy wiec za do$wiadczenie losowe.

2. Kilkuosobowg gre w karty rozpoczyna si¢ od wyboru osoby rozdajacej. Chcemy, aby metoda wyboru
dawata réwne szanse kazdemu z graczy. Jednym ze sposobow jest losowanie przez kazdego
z graczy jednejkarty z pelnej talii. Zazwyczaj rozdajacym zostaje ta osoba, ktora wylosuje karte
najnizsza wedlug rangi w danej grze.

Taki wybor osoby rozdajacej uznamy takze za do$wiadczenie losowe.

3. Przypu$cmy, Ze o wyborze kapitana w przypadkowo dobranej piecioosobowej druzynie koszykowki
chcemy zadecydowac losowo — mozemy to zrobi¢, przygotowujac wczesniejlosy. Wystarczy w tym
celu wzia¢ piec takich samych kartek papieru, cztery pozostawi¢ puste, a na jednejz nich
postawi¢ umoéwiony znak lub napisa¢ stowo ,kapitan” Nastepnie zlozy¢ kartki w podobny sposob
i wrzuci¢ do takiego pojemnika, z ktorego gracze losuja po jednej kartce, nie widzac wybieranego
przedmiotu. Kapitanem zostaje ten z nich, ktory wylosuje wyrézniong kartke.

W prezentowanych w tym rozdziale przyktadach bedziemy zajmowac si¢ doswiadczeniami, ktore
(podobnie jak przywolane powyzej) mozemy uznac za losowe. Przedmioty uzywane w opisywanych
doswiadczeniach sg powszechnie dostepne, wiec kazdy moze samodzielnie takie do$wiadczenie
przeprowadzic¢ tyle razy, ile tylko uzna za stosowne. Naszym glownym zadaniem bedzie jednak takie
opisanie modelu przeprowadzanego doswiadczenia, aby dla ustalenia prawdopodobienstwa
otrzymania konkretnego wyniku wystarczyto zrozumienie podstawowych zasad rzagdzacych
rachunkiem prawdopodobienstwa.

Wprowadzimy podstawowe pojecia, ktorymi bedziemy sie postugiwac przy obliczaniu
prawdopodobienstw.

Kazdy mozliwy wynik, ktory moze pojawic sie w doswiadczeniu losowym, bedziemy nazywac
zdarzeniem elementarnym.
Przyktad 5

W doswiadczeniu losowym, polegajagcym na dwukrotnym rzucie symetryczng moneta, rozréznimy
cztery zdarzenia elementarne:

e ,za pierwszym razem wypad! orzel, a za drugim razem wypadt orzel”, co w skrocie zapiszemy jako
dwuelementowy cigg wynikow (orzet, orzet),

» ,za pierwszym razem wypad} orzel, a za drugim razem wypadta reszka”, co w skrocie zapiszemy
jako (orzet, reszka),



 ,zapierwszym razem wypadta reszka i za drugim razem wypadt orzel”, co w skrocie zapiszemy jako
(reszka, orzet),

 ,zapierwszym razem wypadta reszka i za drugim razem wypadta reszka”, co w skrocie zapiszemy
jako (reszka, reszka).

W omawianym do$wiadczeniu uzywaliSmy monety symetrycznej, wiec spodziewamy si¢, ze przy duzej
liczbie powtorzen kazde z wypisanych powyzejzdarzen elementarnych pojawi si¢ z podobng Srednig
czestoscig. Uznajemy zatem, ze wszystkie te zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.
Zbior wszystkich zdarzen elementarnych bedziemy oznaczali za pomoca duzej greckiejlitery {2
(omega).

Fakt, ze w rozpatrywanym do$wiadczeniu zbior zdarzen elementarnych

2 = {(orzel, orzel), (orzel, reszka), (reszka, orzel), (reszka, reszka)}

liczy cztery elementy, zapiszemy symbolicznie |2| = 4.

W rozwigzaniach kilku kolejnych przyktadowych zadan bedziemy wypisywali zdarzenia elementarne i na
tej podstawie okreslali zbior {2 wszystkich zdarzen elementarnych i liczbe jego elementow.

Definicja: Zdarzenie

Dowolny podzbior zbioru 2 bedziemy nazywa¢ zdarzeniem, a elementy takiego podzbioru bedziemy
nazywac zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi temu zdarzeniu.

Zbior pusty, czyli zdarzenie, ktéoremu nie sprzyja zadne zdarzenie elementarne, nazywamy
zdarzeniem niemozliwym.

Zbior (2, czyli zdarzenie, ktoremu sprzyja kazde zdarzenie elementarne, nazywamy zdarzeniem
pewnym.

Przyktad 6

Poniewaz w do$wiadczeniu rozpatrywanym w poprzednim przyktadzie zbior 2 ma cztery elementy, to
roznych zdarzen w tym doswiadczeniu jest 2¢ = 16 (tyle jest bowiem wszystkich podzbiorow
czteroelementowego zbioru f2).

Przyktadowymi zdarzeniami w doSwiadczeniu losowym, polegajacym na dwukrotnym rzucie
symetryczng monetg sg:

o A = {(orzel, reszka), (reszka, orzel)}. Takiemu zdarzeniu sprzyjajg dwa zdarzenia elementarne,
wiec zapiszemy, ze |A| = 2.Zdarzenie to mozna byloby opisa¢ stownie, np. tak: A —zdarzenie
polegajace na tym, ze wypadto tyle samo ortow, co reszek.

« B = {(orzetl, orzel), (orzel, reszka), (reszka, orzet)}. Temu zdarzeniu sprzyjajg trzy zdarzenia

elementarne, zatem | B| = 3. Zdarzenie to mozna bytoby opisa¢ stownie, np. tak: B — zdarzenie
polegajgce na tym, ze wypad! co najmniej jeden orzel.
o C = {(reszka, reszka)}. Temu zdarzeniu sprzyja jedno zdarzenie elementarne, stad |C| = 1.

Zdarzenie to mozna byloby opisa¢ stownie, np. tak: C — zdarzenie polegajgce na tym, ze wypadto
mniej ortow niz reszek.

Rozpatrzmy zdarzenia opisane stownie:

o D —zdarzenie polegajace na tym, ze wypadto trzy razy wiecej ortéw niz reszek. Zbior D jest pusty
- nie ma zdarzen elementarnych, ktore sprzyjaja temu zdarzeniu. Zdarzenie D jest wiec
niemozliwe.




» E —zdarzenie polegajace na tym, ze wypadta parzysta liczba ortow. Zdarzeniu E sprzyjaja dwa
zdarzenie elementarne: (orzel, orzet), (reszka, reszka), zatem zapiszemy E = {(orzet, orzet),
(reszka, reszka)}, a co za tym idzie: |E| = 2.

« F'-zdarzenie, ze wypadly co najwyzej dwie reszki. Zdarzeniu F' sprzyjaja wszystkie zdarzenia
elementarne, zatem zapiszemy F' = (2. Oznacza to, ze F jest zdarzeniem pewnym.

Fakt, ze zdarzenie A jest podzbiorem zbioru zdarzen elementarnych {2 zapisujemy tez, uzywajac

symbolu zawierania zbiorow: A C (2.

Okreslimy teraz, jak bedziemy oblicza¢ prawdopodobienstwo w tak zwanym schemacie klasycznym.
Twierdzenie: Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Rozpatrzmy doSwiadczenie losowe, w ktorym wszystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo
prawdopodobne, a {2 jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych.
Prawdopodobienstwem P(A) zdarzenia A C {2 nazywamy wowczas iloraz liczby zdarzen
elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A przez liczbe wszystkich zdarzen elementarnych:

Przyktad 7

W doswiadczeniu losowym polegajagcym na dwukrotnym rzucie symetryczng monetg wszystkie
zdarzenie elementarne s3 jednakowo prawdopodobne. Zatem obliczajgc prawdopodobienstwa
zdarzen, mozemy skorzystac z definicji klasycznej. Obliczymy w ten sposob prawdopodobienstwa
zdarzen opisanych w poprzednim przykiadzie.

Przypomnijmy, ze w tym do$wiadczeniu |2| = 4. Oznacza to, ze:
o jezeli A = {(orzel, reszka), (reszka, orzetl)}, to P(A) = !—‘ék =2 =2,
o jezeliB = {(orzel, orzet), (orzel, reszka), (reszka, orzet)}, to P(B) = % =3
o jezeli C = {(reszka, reszka)}, to P(C) = % =1,

o jezeli D to zdarzenie, ze wypadlo trzy razy wiecej ortow niz reszek, to D = (), stad
_ 1Dl _ o0 _
P(D) = wm=1=0
jezeli E to zdarzenie, ze wypadta parzysta liczba ortéw, to E = {(orzel, orzet), (reszka, reszka)},
E
stad P(E) = % = % = %

\Fl _

« jezeli F to zdarzenie, ze wypadty co najwyzej dwie reszki, to F' = {2, stad P(F) = T 4=1
Warto zapamieta¢ dwa wnioski wynikajace z klasycznej definicji prawdopodobienstwa:
L. P(0) = % = ‘%' = 0, co oznacza, ze prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest rowne 0

k)

2.P(2) = % = 1, co oznacza, ze prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne 1.

WHtasnosci prawdopodobienstwa
| Przyktad 8



W kopercie znajduje si¢ 11 kartek, ponumerowanych od 1 do 11. Z tej koperty wybieramy losowo jedna
kartke. Obliczymy prawdopodobienstwo otrzymania:

1. liczby podzielnej przez 4,
2. liczby niepodzielnej przez 4.

Za zdarzenie elementarne w takim doswiadczeniu przyjmujemy wylosowanie jednejsposrod 11 kartek.
Poniewaz wylosowana kartka jest jednoznacznie przypisana do zapisanego na niej numeru, wiec nie
doprowadzimy do zadnych nieporozumien, kiedy zbior wszystkich zdarzen elementarnych zapiszemy
skrotowo

2=1{1,2,34,5,6,7,8,9,10,11}.

Mamy wiec 2| = 11.

Oznaczmy

A - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowano liczbe podzielna przez 4,

B - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowano liczbe niepodzielng przez 4.

Wszystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne, wobec tego przy obliczaniu
prawdopodobienstw zdarzen A, B, C skorzystamy z definicji klasyczne;.

1. Wérod liczb ze zbioru {2 znajdujemy liczby podzielne przez 4 - sa to 4 oraz 8, zatem mozemy
zapisa¢ skrotowo, ze A = {4,8}. Oznacza to, ze sa dwa zdarzenia elementarne, ktore sprzyjaja

zdarzeniu A, wiec |A| = 2. Stad P(A) = % =2

2. WSrdd liczb ze zbioru {2 znajdujemy wszystkie liczby niepodzielne przez 4. Zapisujemy zbior
zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B : B = {1,2,3,5,6,7,9,10,11}. Stad |B| = 9,
awiec

Bl 9
P(B)= — = —.
B =19 = 1

Zauwazmy, ze do opisanego zbioru B nalezg wszystkie zdarzenia elementarne, ktére nie sprzyjaja
zdarzeniu A (mozemy tez powiedzie¢, ze zbior B jest dopetnieniem zbioru A do zbioru {2).

Taka zalezno$¢ miedzy dwoma zdarzeniami opisuje si¢ za pomocg pojecia zdarzenia przeciwnego.
Definicja: zdarzenie przeciwne

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A, nalezacego do zbioru zdarzen elementarnych (2, nazywamy
takie zdarzenie A’ nalezace do {2, ktéremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne, ktore nie
sprzyjaja zdarzeniu A.

Z tej definicji wynika, ze rowniez zdarzenie A jest zdarzeniem przeciwnym do A’.

Zauwazmy, ze poniewaz zdarzenia A i A’ sg roztagczne (A N A’ = ) oraz ich sumag jest zbior wszystkich
zdarzen elementarnych 2 (AU A’ = (2), wiec liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest sumg liczb
zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A oraz zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu

2] = [A] + |47



Jedli obie strony otrzymanej rownosci podzielimy przez liczbe dodatnig |2

, to otrzymamy

2 _ A, A7
2 el (e
Poniewaz A oraz A’ sa zdarzeniami ze zbioru {2, wiec liczba !%\ to prawdopodobienstwo zdarzenia A,

L A . .
natomiast liczba ‘—Q| to prawdopodobienstwo zdarzenia A’. Stad

P(A) + P(A") = 1.

Prawdziwe jest zatem twierdzenie.
Twierdzenie: o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego

Zalozmy, ze A jest zdarzeniem ze zbioru zdarzen elementarnych 2. Wtedy prawdopodobienstwo
zdarzenia A’, przeciwnego do A, wyraza si¢ wzorem

P(A’) =1 — P(A).
Przyktad 9

Zalozmy, ze w pewnym doswiadczeniu losowym dane jest zdarzenie A oraz zachodzi rownos¢
3-P(A)=7T-P(A’),gdzie A’ jest zdarzeniem przeciwnym do A. Obliczymy prawdopodobienstwo
zdarzenia A.

Przeksztalcamy rowno$¢ dana w treéci zadania, korzystajac z zalezno$ci miedzy P(A’) i P(A)

3. P(A) =7-(1- P(A))

3.P(A) =77 P(A)

10- P(A) =7

Stad wynika, ze

Przyktad 10

Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych wybieramy losowo jedna liczbe. Obliczymy
prawdopodobienstwo, zZe otrzymana liczba jest podzielna przez 6 lub przez 10.

Za zdarzenie elementarne w takim do$wiadczeniu przyjmujemy wylosowanie jednej sposrod 90
dwucyfrowych liczb naturalnych. Zbior wszystkich zdarzen elementarnych zapiszemy

2 ={10,11,12,...,99}




e sposob I

Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne, ktore sprzyjaja zdarzeniu ,otrzymana liczba jest
podzielna przez 6 lub przez 10

{10,12, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 50, 54, 60, 66, 70, 72, 78, 80, 84, 90, 96 }.

Jestich 21.

Korzystajac z definicji klasycznej, stwierdzamy wiec, ze szukane prawdopodobienstwo jest rowne

21 _ 1
90 — 30°

e sposob Il

Oznaczmy:

A - zdarzenie, ze wylosowano liczbe podzielng przez 6,

B - zdarzenie, ze wylosowano liczbe podzielng przez 10.

Zatem

A = {12,18, 24,30, 36,42, 48, 54, 60, 66, 72, 78,84, 90,96 },

B = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80,90}.

Zdarzenie, ktorego prawdopodobienstwo mamy obliczy¢: ,otrzymana liczba jest podzielna przez 6 lub
przez 10", to suma zdarzen A oraz B.

Zdarzenia Ai B nie sg roztaczne, a ich cz¢$¢ wspolna to zdarzenie

AN B = {30,60,90}

Przy obliczeniu zadanego prawdopodobienstwa skorzystamy ze wzoru na liczbe elementéw sumy
dwoch zbiorow

|AUB| = |A|+ |B| — |AN B]

Poniewaz |A| = 15,|B| =9i|ANB|=3,to|AUB|=|A|+|B| - |[ANB|=15+9 — 3 = 21.
Oznacza to, ze prawdopodobienstwo zdarzenia A U B jest rowne

[ AUB| 21 7

P(AUB) = ===
( ) 12| 90 30

Zauwazmy, ze dla dowolnych zdarzen A, B ze zbioru zdarzen elementarnych {2 ze wzoru na liczbe
elementoéw sumy dwoch zbiorow

|AUB| = |A|+ |B| — |AN B]
wynika, ze

[AUB| _ A |Bl |AnB
i 20 19 i

Poniewaz A U B oraz A N B sa rowniez zdarzeniami ze zbioru 2, wiec na mocy definicji klasycznej
otrzymujemy zalezZnos¢



P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)

Prawdziwe jest wiec twierdzenie.
Twierdzenie: o prawdopodobienstwie sumy dwéch zdarzen

Zalézmy, ze A oraz B sg zdarzeniami ze zbioru zdarzen elementarnych 2. Wtedy
prawdopodobienstwo sumy A U B zdarzen A oraz B wyraza si¢ wzorem

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B),

gdzie A N B to zdarzenie, ktore jest iloczynem (cze$cig wspoélna) zdarzen A, B.
Przyktad 11

Zalozmy, ze w pewnym doswiadczeniu dane sg zdarzenia A i B, przy czym ich prawdopodobienstwa
sa rowne odpowiednio % i 13—1 W tym do$wiadczeniu pewne jest zdarzenie, ze zajdzie zdarzenie A’ lub
zdarzenie B’ (gdzie A’ oraz B’ oznaczajg zdarzenia przeciwne do zdarzen odpowiednio A i B).
Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zajdzie jednoczes$nie zdarzenie A’ i zdarzenie B’.

Obliczamy

N B 9
P(A)=1-PA)=1-2 =2

oraz

3 8
P(B)=1-PB)=1- — = —.
(B’) (B) 1= 11

Z tresci zadania wiemy, ze P(A’ UB’) = 1, a mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A’ N B’.
Korzystajac z twierdzenia o prawdopodobienstwie sumy, zapisujemy

P(A’UB’) = P(A’)+ P(B’) — P(A’NB’). Stad prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zajdzie
jednoczesnie zdarzenie A’ i zdarzenie B’ jest rowne

, ) 5 8 34
P(A’NPB’) = P(A’ PB)-P(A UB)=—+——-1=—.
(A'NB) = P(A") + P(B) — P(4' UB) = -+ = —1= =
Przyktad 12

Wsrod 216 ucznioéw klas maturalnych pewnej szkoty ponadgimnazjalnej przeprowadzono sondaz na
temat poczytnosci dwoch tygodnikow: ,Widoki” oraz ,Rokowania”. Okazato si¢, ze tygodnik ,Widoki”
czytajg 144 osoby, tygodnik ,Rokowania” czytajg 132 osoby, a oba te tygodniki czyta 80 osob.
Obliczymy prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze osoba wybrana losowo z tej grupy nie czyta zadnego
z tych tygodnikow.

Za zdarzenie elementarne przyjmujemy wylosowanie jednej osoby z grupy ankietowanych uczniéw.
Zatem |{2| = 216.

Oznaczmy

« A -zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowana osoba czyta tygodnik ,Widoki”,




« B -zdarzenie, ze wylosowana osoba czyta tygodnik ,Rokowania”.

Z tresci zadania wynika, ze |A| = 144, | B| = 132 oraz |A N B| = 80, zatem liczba | A U B| 0s6b, ktore
czytaja jeden lub drugi tygodnik jest rowna

|AUB| = |A|+ |B|—|ANB| =144 + 132 — 80 = 196
Stad
|2 — |AU B| =216 — 196 = 20

to liczba osob, ktore nie czytajg zadnego z tych tygodnikow.
Oznacza to, ze szukane prawdopodobienstwo jest rowne

_ 20 5
P=%56 51

Zaleznosci miedzy liczbami uczniéow w tym zadaniu mozna przedstawi¢ schematycznie za pomoca
diagramu.

WSZyscy uczniowie - 216

Widoki Rokowania

216 - (64 + 80 + 52) = 216 - 196 = 20

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Whpisali$my w nim po kolei

o liczbe uczniow, ktorzy czytaja oba tygodniki: 80,
o liczbe uczniow, ktorzy czytaja tygodnik ,Widoki” i nie czytaja tygodnika ,Rokowania”:
144 - 80 = 64,
o liczbe uczniow, ktorzy czytajg tygodnik ,Rokowania” i nie czytajg tygodnika ,Widoki™:
132-80 = 52,
o liczbe uczniow, ktorzy nie czytaja zadnego z tych dwoch tygodnikow: 216 — (64 + 80 + 52) = 20.
Przyktad 13

Z pudetka zawierajacego 8 kul ponumerowanych od 1 do 8 losujemy jednoczesnie dwie kule.

Obliczymy prawdopodobienstwo zajécia takiego zdarzenia A, ze suma wylosowanych liczb jest rowna
11.

Przedstawimy dwa sposoby opisu zbioru zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu.



e sposob I

Poniewaz z pudelka zawierajacego 8 kul losujemy jednoczesnie dwie kule, wiec zdarzenie elementarne
zapisujemy jako dwuelementowy podzbior {a, b} zbioru {1, 2, 3,4,5,6, 7, 8}. Zatem zdarzen
elementarnych jest tyle, ile dwuelementowych podzbiorow zbioru oSmioelementowego, stad

8.7
|2 = — =28
2
Zdarzeniu, ze suma wylosowanych liczb jest rowna 11, sprzyjaja nastepujace 3 zdarzenia elementarne:
{3,8}, {4,7}, {5,6}. Wobec tego |A| = 3, co oznacza, ze

e sposob Il

Poniewaz dodawanie jest przemienne, wiec suma nie zmieni sie, kiedy rozroznimy kule ze wzgledu na
kolejnosc¢, w ktorej zostaty wylosowane. Kazde zdarzenie elementarne zapisujemy wtedy jako
dwuelementowy ciag (a, b), gdzie a, b sa roznymi elementami ze zbioru {1, 2, 3,4,5,6,7,8}
numerow kul znajdujgcych sie w pudetku. Wszystkich zdarzen elementarnych jest wigc

2] =87 =56.

Zdarzeniu, ze suma wylosowanych liczb jest rowna 11 sprzyjaja nastepujace zdarzenia elementarne:
(3,8),(4,7),(5,6), (6,5),(7,4), (8,3). Stad |A| = 6, co oznacza, ze

Doswiadczenia dwuetapowe - metoda drzewa
Przyktad 14

Uczniowie trzeciej klasy otrzymali do rozwigzania zestaw 50 zadan powtorzeniowych z matematyki.
Zadania byty ponumerowane od 1 do 50. Pewna ich cze$¢ to zadania kodowane, a pozostate to zadania
zamkniete.

Ania rozwigzata wszystkie te zadania w ciggu dwoch dni. Pierwszego dnia rozwigzata 60 % zadan
zestawu, przy czym potowe tych zadan stanowity zadania kodowane. Wérod zadan rozwigzanych przez
Anie¢ drugiego dnia co pigte bylo kodowane.

Obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze przy losowaniu zadania z tego zestawu
otrzymamy zadanie kodowane.

e sposob I




Za zdarzenie elementarne w opisanym doswiadczeniu przyjmujemy wylosowanie jednego sposrod 50
zadan.
Obliczenia liczby zadan kodowanych przeprowadzimy w dwoch etapach.

1. Obliczymy liczbe zadan rozwigzanych w kazdym dniu przez Ani¢: w pierwszym dniu Ania
rozwigzata 60 % - 50 = 30 zadan, a wiec w drugim dniu Ania rozwigzata 20 zadan (to jest 40 %
wszystkich).

2. Obliczymy liczbe zadan kodowanych rozwigzanych przez dziewczynke pierwszego dnia oraz
drugiego dnia.

Pierwszego dnia dziewczynka rozwigzata 15 zadan kodowanych (jest to potowa z 30 zadan
rozwigzanych w tym dniu), natomiast drugiego dnia Ania rozwigzata % - 20 = 4 zadania kodowane.
Wobec tego wszystkich zadan kodowanych jest w tym zestawie 15 4 4 = 19.

Mamy model klasyczny (zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne), co oznacza, ze szukane
prawdopodobienstwo jest rowne

19
50

e Sposob II

Zauwazmy, ze potowa z % wszystkich zadan to zadania kodowane rozwigzane przez Ani¢ pierwszego
dnia, a % z % wszystkich zadan to zadania kodowane rozwigzane przez Anie drugiego dnia.

Zatem zadania kodowane stanowig % wszystkich zadan (jak to jest pokazane na diagramie), co

oznacza, ze szukane prawdopodobienstwo jest rowne p = %.
(31.93, -1.1)

dzien | dzien Il

zadania kodowane

31, 21 19

P=5275 5~ 50

(48.04, -7.29)
Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przebieg omawianego do$wiadczenia mozna tez przedstawi¢ schematycznie w postaci drzewa.
Rozroznimy dwa etapy: (1) wybor dnia, w ktorym zadanie zostato rozwigzane, (2) wybdr typu zadania
rozwigzanego w danym dniu.

Na rysunku ponizej pogrubiong linig zaznaczyliSmy gatezie odpowiadajace wynikom: wylosowano
zadanie kodowane rozwigzane pierwszego dnia (na niebiesko), wylosowano zadanie kodowane
rozwigzane drugiego dnia (na pomaranczowo).



5 5
dzien | dzien Il
1 1 1
2 2 5 5
kodowane / dzien | testowe / dzien | kodowane / dzien Il testowe / dzien I

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na kazdej gatezi zapisaliSmy tez, jakie jest prawdopodobienstwo wyboru danej opcji na konkretnym
etapie doswiadczenia.

Zbierajac te informacje, zauwazymy zasade, wedtug ktorej obliczamy szukane prawdopodobienstwo,
idac po kazdejz pogrubionych galezi. Obliczamy iloczyn prawdopodobienstw zdarzen z kolejnych
etapow, a nastepnie obliczamy sume uzyskanych iloczynow:

31,21
P=y 975 5
Stad
19
P= %50

W kolejnym przyktadzie pokazemy, jak umiejetnosci zwigzane z obliczaniem prawdopodobienstwa
mozna wykorzysta¢ do analizowania informacji, jakimi jesteSmy zasypywani przez media
wykorzystywane przez reklamodawcow.

Przyktad 15

Statystyki pokazuja, ze w pewnym kraju 1 osoba na 1000 jest nosicielem pewnego groznego wirusa.
Firma XMed oglosila, Ze opracowata badanie pozwalajace skutecznie rozpoznac¢ nosicielstwo tego
wirusa. Przedstawiciele tej firmy przypominajg, ze nosiciel wirusa moze stac si¢ zrodtem zakazenia dla
osoOb przebywajgcych w jego otoczeniu i wrazliwych na infekcje, dlatego tez wykrywanie oraz leczenie
nosicieli wirusow jest spotecznie pozadane. Podano przy tym, Ze po przeprowadzeniu badania
opracowanego przez XMed wirus zostanie prawidtowo wykryty u nosiciela w 99,9 % przypadkow, a w
99 % przypadkow da sie jednoznacznie okresli¢, ze badana osoba nie jest nosicielem wirusa.

Ustalimy, czy na podstawie tych danych jesteSmy w stanie oceni¢ skuteczno$¢ badania opracowanego
przez XMed.

W tym celu obliczymy najpierw, jakie jest prawdopodobienstwo, ze badanie opracowane przez XMed
wykryje nosicielstwo.

Zalozmy, ze wybieramy losowo obywatela tego kraju. Z tresci zadania wynika, ze

» prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy nosiciela wirusa, jest rowne ﬁ,

» prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy osobe, ktora nie jest nosicielem wirusa, jest rowne

999
1000 °



» prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku badania wirus zostanie wykryty u nosiciela, jest rowne

999
1000 °

» prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku badania wirus zostanie wykryty u osoby, ktora nie jest
nosicielem, jest rowne ﬁ.

Zapiszmy te prawdopodobienstwa na drzewku.

999 1
1000 1000
osoba nie jest nosicielem osoba jest nosicielem
b 99 999 1
100 100 1000 1000
nie jest nosicielem / nie jest nosicielem / nosiciel / nosiciel /
badanie pozytywne badanie negatywne badanie pozytywne badanie negatywne

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wobec tego prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze badanie wykryje nosicielstwo, jest rowne

_ 1 . 999 999 . 1 __ 1 . 999 999 . _10 _ 999-(1+10) _ 99911 __ ~
P = Too0 * 1000 T 1000 * T00 — T000 * 1000 T 1000 * T000 — ~1000-1000 — Tooo-ioos — 0-01098...~ 0,011

Zatem o nosicielstwie dowiaduje si¢ po badaniu Srednio jedenascie osob na tysiac.

Postawmy si¢ w sytuacji osoby, ktora po badaniu otrzymata informacje, ze jest nosicielem wirusa.
Ustalimy, na ile ta informacja jest wiarygodna - w tym celu obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze osoba, ktora na podstawie badania zostata uznana za nosiciela, jest rzeczywiscie nosicielem
wirusa.

Zalozmy, ze kraj opisany w treSci zadania ma milion mieszkancow. Wtedy na podstawie danych z tresci
zadania 1000 z nich to nosiciele wirusa, a 999000 to osoby, ktore nie s3 nosicielami.

W wyniku badania przeprowadzonego przez XMed:

999 z 1000 nosicieli dowie sie o tym fakcie (wirus zostanie prawidtowo wykryty u nosiciela w 99,9 %
przypadkow),

9990 sposrod 999000 pozostatych osob rowniez zostanie zdiagnozowanych jako nosiciele wirusa (w
99 % przypadkow da sie jednoznacznie okresli¢, ze badana osoba nie jest nosicielem wirusa), a przeciez
zadna z nich nosicielem nie jest.

Dyskwalifikujaca dla skutecznos$ci tego badania jest jednak proporcja tych dwoch grup osob, ktore
otrzymaty informacje o nosicielstwie: jest wérod nich 10 razy wigcej osob, ktore nie s nosicielami
wirusa!

Wobec tego prawdopodobienstwo zdarzenia, ze osoba, ktora w wyniku badania firmy XMed dowie si¢
o nosicielstwie jest rzeczywiscie nosicielem wirusa, jest rowne ﬁ To zdecydowanie za mato, zeby
uznac to badanie za skuteczne.



Cwiczenie 1

W pewnej klasie jest 3 razy wiecej chtopcow niz dziewczat. Losujemy jedng osobe z tej klasy.
Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy dziewczynke jest réwne
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Cwiczenie 2

Ze zbioru {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} wybieramy losowo jedna liczbe. Oznaczmy przez
p prawdopodobienstwo otrzymania liczby podzielnej przez 5. Wéwczas

O p=+
O p=%
O p<%

1
O pP>x

Cwiczenie 3

Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych losujemy jedng liczbe. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze bedzie
to liczba o sumie cyfr réwnej 16, jest rowne

o O O O



Cwiczenie 4

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienna kostka do gry. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze dwukrotnie
otrzymamy liczbe oczek mniejszg od 3, jest réowne
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Cwiczenie 5

Ze zbioru {1, 2, 3,4,5,6, 7,8} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Oznaczmy przez p
prawdopodobienstwo wylosowania pary liczb, ktérych iloczyn jest podzielny przez 7. Woéwczas

O p=

NP

O p=%
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Cwiczenie 6

Rzucamy 3 razy symetryczna moneta. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia, ze doktadnie raz wyrzucimy
orta, jest réwne

O p=13
O p=4%
O p=1
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00—



Cwiczenie 7

Zatozmy, ze w pewnym doswiadczeniu losowym dane jest zdarzenie A, ponadto A’ jest zdarzeniem
przeciwnym do A oraz zachodzi réwnos$¢ 2 - P(A) = 3 - P(A’). Stad prawdopodobierstwo zajscia
zdarzenia A jest réwne
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Cwiczenie 8

Rzucamy dwa razy symetryczng szeScienng kostka do gry. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia, ze
otrzymamy sume oczek podzielng przez 7 lub przez 11, jest réwne

1
1

2
9

o O O

L
18

O 5

Cwiczenie 9

W kazdym z dziewieciu pojemnikéw znajduje sie para kul: jedna biata, a druga - czerwona. Z kazdego z tych
dziewieciu pojemnikéw losujemy jedna kule. Oznaczmy przez p prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wsréd
wylosowanych kul bedzie tyle samo czerwonych, co biatych. Wéwczas

P> 33

p <

=

o O O O



Cwiczenie 10

W pewnej klasie stosunek liczby dziewczat do liczby chtopcdw jest rowny 7 : 11. Losujemy osiem osdéb z tej
klasy. Prawdopodobienstwo tego, ze dwie z nich urodzity sie w tym samym dniu tygodnia, jest

. 1
réowne
; 1
wigksze od 5
.. 1
mniejsze od
1

rowne 5

o O O O

Cwiczenie 11

W pudetku znajduje sie 17 kul, ponumerowanych od 1 do 17. Z tego pudetka losujemy jedng kule. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania:

1. kuli z numerem podzielnym przez 5
2. kuli z nieparzystym numerem dwucyfrowym
Cwiczenie 12

W pudetku znajduje sie 130 loséw, wsréod ktorych jest pewna liczba wygrywajacych. Prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze wybierajac z tego pudetka jeden los, wyciggniemy los wygrywajacy, jest rowne %. Oblicz, ile
jest loséw pustych w tym pudetku.

Cwiczenie 13

Ze zbioru {1,2,3,...,39,40} dodatnich liczb catkowitych, ktére nie sa wieksze od 40, wybieramy losowo
jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo p otrzymania:

1. liczby mniejszej od 30
2. liczby dwucyfrowej.
3. liczby podzielnej przez 7

4. liczby, ktéra nie dzieli sie przez 4



Cwiczenie 14

W auli pewnej szkoty wszyscy uczniowie klas trzecich bedg pisa¢ prébny egzamin maturalny. Na liscie
egzaminowanych jest: 36 uczniéw klasy 3a, w tym 16 dziewczynek, 35 ucznidéw klasy 3b, w tym 14
dziewczynek, 31 uczniéw klasy 3¢, w tym 12 dziewczynek oraz 38 uczniow klasy 3d, w tym 35 dziewczynek.
Dla kazdego ucznia przygotowano jeden stolik, a stoliki ponumerowano kolejnymi liczbami, zaczynajac od 1.
Przed wejsciem do auli uczniowie majg losowac numer stolika, przy ktérym beda pisali ten prébny egzamin.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze numer 1 wylosuje:

1. osoba z klasy 3a

2. osoba z klasy 3b lub z klasy 3¢

3. dziewczynka z klasy 3d

4. chtopiec

Cwiczenie 15

Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo p
tego, ze

1. wylosujemy liczbe, ktérej iloczyn cyfr jest rowny 24

2. wylosujemy liczbe, ktérej suma cyfr jest mniejsza niz 17

3. wylosujemy liczbe, ktérej suma cyfr jest parzysta

4. wylosujemy liczbe, ktérej iloczyn cyfr jest parzysty

Cwiczenie 16

100 uczniéw klas trzecich brato udziat w balu studniéwkowym. Na poczatku tej imprezy zaplanowane byty
dwa tance: polonez i walc. Poloneza zatanczyto 60 oséb, natomiast walca zatanczyto 90 oséb. Wiadomo tez,
ze oba te tance klasyczne zatanczyty 53 osoby. Oblicz prawdopodobienstwo p zdarzenia, polegajacego na
tym, ze osoba wybrana losowo sposréd uczestnikéw balu nie zatanczyta zadnego z tych dwoch tancow.



Cwiczenie 17

W klasie trzeciej jest 35 uczniow. W kazdy piatek, w dodatkowych zajeciach z matematyki bierze udziat 30
z nich, a w kazdy wtorek 17 uczniéw tej klasy bierze udziat w dodatkowych zajeciach z geografii. Wiadomo
tez, ze 4 sposrdd ucznidw tej klasy nie bierze udziatu w zadnym z tych dwadch dodatkowych rodzajow zajed.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze osoba wybrana losowo sposrdd uczniow tej
klasy bierze udziat zaréwno w dodatkowych zajeciach z geografii, jak i z matematyki.

Cwiczenie 18

W pewnym do$wiadczeniu losowym dane jest zdarzenie A, natomiast A’ jest zdarzeniem przeciwnym do A.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, wiedzac, ze

4.3-P(A)+7-P(A’) =52
Cwiczenie 19

W pewnym doswiadczeniu losowym A i B sg zdarzeniami, A’ jest zdarzeniem przeciwnym do A, B’ jest
zdarzeniem przeciwnym do B.

1. Oblicz P(A U B), wiedzac, e zdarzenia A i B sa roztaczne oraz P(A’) = 3, P(B’) = 0,61.

2. Oblicz P(A N B), wiedzac, 2 P(AU B) = 2, P(A’) = 1, P(B’) =

e

Cwiczenie 20

W kopercie znajduje sie 10 kartek, ponumerowanych od 1 do 10. Z tej koperty losujemy dwa razy po jednej
kartce ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania:

1. dwéch kartek o réznych numerach,

2. takich dwéch kartek, ze iloraz numeru na pierwszej kartce przez numer na drugiej kartce jest liczbg
catkowita.



Cwiczenie 21

Rzucamy dwa razy symetryczng szeScienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze

1. najwieksza wyrzucona liczba oczek jest réwna 1 lub 2, lub 3.

2. najwieksza wyrzucona liczba oczek jest réwna 5.

Cwiczenie 22

Losujemy dwa wierzchotki sposréd wszystkich wierzchotkéw siedmiokata foremnego. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy w ten sposéb korice pewnej przekatnej tego wielokata.

Cwiczenie 23

Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Oblicz
prawdopodobienstwo:

1. zdarzenia A, polegajacego na wylosowaniu dwéch liczb, z ktorych pierwsza jest o 2 lub o 3 mniejsza od
drugiej.

2. zdarzenia B, polegajacego na wylosowaniu dwdch liczb, ktérych iloczyn jest podzielny przez 10.

3. zdarzenia C, polegajacego na wylosowaniu dwéch liczb, ktérych suma jest podzielna przez 7.

4. zdarzenia D, polegajacego na wylosowaniu dwach liczb, ktérych suma kwadratéw jest podzielna przez 3

Cwiczenie 24

Rzucamy dwa razy symetryczng sze$cienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo takiego zdarzenia A,
ze w pierwszym rzucie wypadnie liczba oczek wieksza niz w drugim i iloczyn liczb wyrzuconych oczek bedzie
podzielny przez 4.

Cwiczenie 25

Z pojemnika, w ktérym jest 20 losow: 3 wygrywajace oraz 17 pustych, losujemy dwa razy po jednym losie bez
zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze oba wylosowane losy beda wygrywajace.



Cwiczenie 26

W kopercie jest 15 kartek ponumerowanych liczbami od 1 do 15. Z tej koperty losujemy jednoczes$nie dwie
kartki. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

1. A - iloczyn liczb na wylosowanych kartkach jest nieparzysty,

2. B - suma liczb na wylosowanych kartkach jest nieparzysta.

Cwiczenie 27

W klasie jest 35 ucznidéw, przy czym chtopcéw jest o 3 mniej niz dziewczynek. Losujemy dwie osoby z tej
klasy. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wéréd wylosowanych oséb bedzie co najmniej jedna
dziewczynka.

Cwiczenie 28

W talii 52 kart do brydza jest po 13 kart w kazdym z czterech koloréw: trefl, karo, kier, pik. W kazdym kolorze
jest jeden as, a takze trzy figury: krél, dama, walet oraz 9 kart numerowanych od 2 do 10. Z takiej talii 52 kart
losujemy dwa razy po jednej karcie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze obie
wylosowane karty bedg figurami. Zapisz wynik w postaci utamka nieskracalnego.

Cwiczenie 29

W pudetku znajduja sie kule, przy czym co dziesigta z nich jest biata, a kazda z pozostatych ma kolor
czerwony lub kolor zielony. Przy losowaniu jednej kuli z tego pudetka prawdopodobienstwo wylosowania kuli
czerwonej lub zielonej jest trzy razy wieksze niz prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej lub biatej.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze przy losowaniu jednej kuli z tego pudetka
wylosujemy kule zielona.

Cwiczenie 30

Rzucamy trzy razy symetryczna sze$cienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A -
doktadnie raz wypadnie szdstka.



Cwiczenie 31

W kopercie jest 5 kartek ponumerowanych liczbami naturalnymi od 1 do 5. Losujemy z tej koperty po kolei 5
kartek, a wyniki kolejnych losowan notujemy jeden za drugim, zapisujac w ten sposéb liczbe pieciocyfrowa.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze w wyniku takiego postepowania zapiszemy liczbe, w ktorej:

1. suma kazdych dwadch sasiednich cyfr bedzie nieparzysta,

2. cyfry 1 oraz 2 beda zapisane na sasiednich miejscach.

Cwiczenie 32

Rzucamy trzy razy symetryczng szeScienng kostka do gry. Rozstrzygnij, ktére zdarzenie jest wtedy bardziej
prawdopodobne: A - wypadta suma oczek réwna 11 czy B - wypadta suma oczek rowna 12.

Cwiczenie 33

W pewnej grze losowej zakreslamy 6 liczb wybranych ze zbioru {1, 2, 3, ..., 49}. Wybrane liczby sa
nastepnie poréwnywane z szescioma wylosowanymi z tego samego zbioru przez maszyne losujaca. Oblicz
prawdopodobienstwo p tego, ze zakreslajac 6 liczb trafisz gtéwna wygrana, czyli prawidtowo wytypujesz
wszystkie 6 wylosowanych numeréw.



Klasyczna definicja prawdopodobienstwa (tres¢
rozszerzona)

Definicja: definicja ogélna prawdopodobienstwa
W doswiadczeniu losowym okreslimy zbior zdarzen elementarnych
2 = {w17w2aw37 <o 7wn}’

a zdarzeniom elementarnym w; , we, ws, . . . , W, przypiszemy takie liczby nieujemne
odpowiednio py,p2,P3, ..., Pn, 2€P1 + P2 + D3+ ... +p, = 1. WOwczas
prawdopodobienstwem dowolnego zdarzenia A C {2 nazywamy liczbe P(A), ktora jest
suma prawdopodobienstw przypisanych do zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A.

Przyktad 1

Pokazemy, ze w poprzednim przyktadzie, w drugim sposobie rozwigzania
postepowaliSmy zgodnie z ogélng definicjg prawdopodobienstwa.

PrzyjelisSmy, ze doswiadczenie moze skonczyc¢ sie jednym z czterech mozliwych
wynikow:

w; - zdarzenie, ze wylosujemy zadanie kodowane rozwigzane pierwszego dnia,
wy — zdarzenie, ze wylosujemy zadanie testowe rozwigzane pierwszego dnia,
w3 — zdarzenie, ze wylosujemy zadanie kodowane rozwigzane drugiego dnia,
wy — zdarzenie, ze wylosujemy zadanie testowe rozwigzane drugiego dnia.
Rozpatrujac te wyniki jako zdarzenia elementarne, otrzymujemy zbior zdarzen
elementarnych

2 = {wy, wy, w3, wy}.

Kazdemu ze zdarzen elementarnych przypisali$my prawdopodobienstwo takie , jak
w ponizszej tabeli:
Tabela. Dane
Zdarzenie

wq %) w3
elementarne

1 3 — 2,1 2
"2 10  PB=FF T 35

S[SY

prawdopodobienstwo | p; = % ' % =10 | P2=

Poniewaz spelniony jest warunek p; + ps + p3 + ps = 1, wiec jezeli przez A oznaczymy
zdarzenie, ze wylosowano zadanie kodowane, to A = {w, w3} i prawdopodobienstwo p
zdarzenia A jest rowne




p=pi+p; =1

Otrzymany wynik jest, oczywisScie, zgodny z wynikiem otrzymanym w pierwszym
sposobie rozwigzania (wedtug schematu klasycznego).

Pokazemy formalnie, ze definicja ogodlna jest zgodna z definicja klasyczna
prawdopodobienstwa.

Przyktad 2
Rozpatrzmy do$wiadczenie losowe, w ktorym zbior zdarzen elementarnych to
2= {w17w27w37 oo 7wn}7

przy czym zdarzeniom elementarnym wy, wsy, ws, . . . , W, S3 przypisane takie liczby
nieujemne, odpowiednio

P1,P2,D35- -+, Pn,
ze
pr+p2+ps+... +p, =1
Jezeli przyjmiemy, ze zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne
P1=pP2=P3= ... =DPn

to kazdemu zdarzeniu elementarnemu przypisane jest prawdopodobienstwo rowne %
Poniewaz zbior zdarzen elementarnych liczy n elementow, wiec |£2| = n. Ponadto
dowolnemu zdarzeniu A C {2 sprzyja | A| zdarzen elementarnych, co oznacza, ze P(A)
jest sumg |A| liczb rownych %

Stad P(A4) = |A| -+ = % = %. To wtaénie mieli$my udowodnic.




Stowniczek

Definicja: definicja ogoélna prawdopodobienistwa
W doswiadczeniu losowym okreslimy zbior zdarzen elementarnych
2= {w17w27w37 oo 7wn}7

a zdarzeniom elementarnym wj , we, ws, . . . , W, przypiszemy takie liczby nieujemne
odpowiednio py,p2,P3, .-, Pn, 2€P1 + P2 +p3 + ... +p, = 1. WOwczas
prawdopodobienstwem dowolnego zdarzenia A C {2 nazywamy liczbe P(A), ktora jest
sumg prawdopodobienstw przypisanych do zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A.

Definicja: Dominanta

Dominantg (modg, warto$cig najczestszg) nazywamy te wartos$¢, ktora wystepuje w probie
najczescie;j.

Definicja: Graniastostup prosty

Graniastostup prosty to taki wielo$cian, ktorego dwie przystajgce $ciany (podstawy
graniastostupa) sg potozone w rownolegtych plaszczyznach, a pozostate Sciany sg
prostokgtami.

Definicja: kat nachylenia prostej do ptaszczyzny

Rozpatrzmy plaszczyzne p oraz prosta k, ktora nie jest ani rownolegla, ani prostopadta do
plaszczyzny p. Kgtem nachylenia prostej k do ptaszczyzny p nazywamy kat ostry miedzy
ta prosta i jej rzutem prostokatnym [ na ptaszczyzne p.

<

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego




Kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego (0 < k£ < n) nazywa sie
zwyczajowo k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego.

Twierdzenie: Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Rozpatrzmy doswiadczenie losowe, w ktorym wszystkie zdarzenia elementarne sa
jednakowo prawdopodobne, a {2 jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych.
Prawdopodobienstwem P(A) zdarzenia A C {2 nazywamy wowczas iloraz liczby zdarzen
elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A przez liczbe wszystkich zdarzen
elementarnych:

_ 4]
P(A) = IR
Wiasnos$é: Liczba elementéw sumy n zbioréw roztagcznych

Jezeli zbiory A1, Aa, ..., A, s3 parami roztgczne, to liczba elementow zbioru
A1 UAyU... UA,jestréwna sumie liczb elementéw kazdego ze zbiorow

A1, Az, ... Ap:

A1 U A U ... UA,| = |A1] + |A2]+. .. +]A4x|.

Regule, ktora jest zapisana w powyzszym wzorze, nazywamy regutg dodawania.

Twierdzenie: liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

Liczba <Z) wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n—elementowego jest réwna

Rl — R (k2.1

n! n-(n—1)-(n—2)-....(n—k+1)

Definicja: liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego

Rozpatrzmy zbior A = {a1,az,...,an}, ktéryman (n > 1) elementow.
Symbolem (Z) oznaczamy liczbe jego wszystkich podzbioréw k-elementowych (k > 0

ik<n).

Zapis symboliczny (:) odczytujemy ,n po k”, stad np.:

5 s 2 ”
. (2) czytamy ,pie¢ po dwa’,
7 . : ”
. (1) czytamy ,siedem po jeden”,
(6) y .
. 0 czytamy ,,SZeSC pO zero..

Wiasnosc¢: liczba k-wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elementowego



Liczba wszystkich k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego jest
rowna

n-n—1)-n—2)-... - (n—k+1)

~ -

kczynnikéw
Wiasnosé: liczba k-wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elementowego

Liczba wszystkich k- wyrazowych wariacji z powtoérzeniami zbioru n- elementowego

jest rowna n*.

Definicja: Mediana

Mediang (wartoscig srodkowg) uporzadkowanego w kolejnosci niemalejgcej zbioru n
liczcbz; <z2 <z3 <... <z, jest:

 dla nieparzystejliczby n sSrodkowy wyraz ciggu, czyli wyraz Too
 dla parzystejliczby n Srednia arytmetyczna dwoch srodkowych wyrazow ciagu, czyli
% (:13% + QE%+1).

Definicja: Odchylenie przecietne

Odchyleniem przecietnym liczb 1, z2, ..., Tn nazywamy liczbe
m1—5‘+‘x2—5‘+. s xn—E‘
n
Definicja: Odchylenie standardowe
Odchyleniem standardowym o liczb z1, z2, ..., T, nazywamy liczbe

- \/ (1-2)  (mr-2) o (ma3)’

n

Kwadrat tej wielkoéci nazywamy wariancja i oznaczamy symbolem o2, czyli

2 <x1$>2+<x2:c>2+...+<mnw)2

o =
n

Twierdzenie: o dwodch ptaszczyznach réwnolegtych przecietych ptaszczyzng

Jezeli ptaszczyzna przecina kazdg z dwoch plaszczyzn rownoleglych, to otrzymane
krawedzie przeciecia s prostymi rownoleglymi.

Twierdzenie: o dwoéch réznych ptaszczyznach nierownolegtych



Jezeli dwie rézne plaszczyzny p; i p, maja wspélne dwa rozne punkty A i B, to prosta AB
lezy zarowno w plaszczyznie py, jak i w plaszczyznie po. MOwimy wtedy, ze prosta AB jest
krawedzig przecigcia tych ptaszczyzn.

W przestrzeni istnieja rowniez pary ptaszczyzn, ktore nie majg punktow wspolnych.

Twierdzenie: o prawdopodobienstwie sumy dwéch zdarzen

Zalozmy, ze A oraz B sg zdarzeniami ze zbioru zdarzen elementarnych 2. Wtedy
prawdopodobienstwo sumy A U B zdarzen A oraz B wyraza si¢ wzorem

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),
gdzie A N B to zdarzenie, ktore jest iloczynem (czescig wspolng) zdarzen A, B.
Twierdzenie: o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego

Zalézmy, ze A jest zdarzeniem ze zbioru zdarzen elementarnych {2. Wtedy
prawdopodobienstwo zdarzenia A’, przeciwnego do A, wyraza si¢ wzorem

P(A’) =1- P(A).
Twierdzenie: o prostej prostopadtej do ptaszczyzny

Rozpatrzmy plaszczyzne p oraz dwie zawarte w tej plaszczyZnie proste [ i m, ktore
przecinajg si¢ w punkcie O. Jezeli prosta k przebija ptaszczyzne p w punkcie O tak, ze
jest prostopadta zaréwno do prostej m, jak i do prostejl, to jest ona prostopadia do kazdej
prostejlezacejw plaszczyznie p i przechodzacej przez punkt O.

Definicja: Ostrostup

Ostrostup to taki wieloscian, ktorego podstawa jest dowolny wielokat, a Sciany boczne s3
trojkatami o wspolnym wierzchotku.

Reguta: o trzech prostych prostopadtych

Rozpatrzmy plaszczyzne p oraz prosta k, ktéra przebija t¢ ptaszczyzne w punkcie P.
Oznaczmy przez | prosta, ktora jest rzutem prostokgtnym prostej k na ptaszczyzne p.
Wowczas dowolna prosta m lezgca w plaszczyznie p jest prostopadla do prostej k wtedy
i tylko wtedy, gdy jest prostopadta do prostej .



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dowadd

Rozpatrzmy na prostej k punkt K rézny od P.Jego rzutem prostokatnym jest punkt L,
ktory lezy na proste;j (.

u:Rysunek ptaszczyzny p oraz prostej k, ktéra przebija te ptaszczyzne w punkcie P. Zaznaczono
prosta I, ktora jest rzutem prostokatnym prostej k na ptaszczyzne p oraz prostg m lezaca na tej
ptaszczyznie prostopadtej do prostych ki |. Na prostej k lezy punkt K rézny od punktu P oraz
punkt L, ktory jest rzutem prostokatnym punktu K.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wtedy prosta KL jest prostopadta do ptaszczyzny p, a wiec kazda ptaszczyzna, ktora
zawiera prosta KL, jest prostopadta do p. Jedng z takich plaszczyzn jest ta, ktora
wyznaczaja proste ki [. Nazwijmy te plaszczyzne p’.

Rozpatrzmy prosta n lezaca w plaszczyznie p’, przechodzacg przez punkt P i rownolegla
do KL.

l-:Rysunek ptaszczyzny p oraz prostej k, ktéra przebija te ptaszczyzne w punkcie P. Zaznaczono
prosta |, ktora jest rzutem prostokatnym prostej k na ptaszczyzne p oraz prostg m lezaca na tej
ptaszczyznie prostopadtej do prostych ki . Na prostej k lezy punkt K rézny od punktu P oraz
punkt L, ktory jest rzutem prostokatnym punktu K. Prosta n jest rownolegta do prostej KL.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz prosta n jest prostopadta do ptaszczyzny p, wiec jest rowniez prostopadta do
prostej m.
Zatem:

« jezeli m jest takze prostopadia do k, to jest prostopadta do ptaszczyzny p’ (bo jest
prostopadia do dwoch prostych lezacych w tej plaszczyznie: n oraz k), zatem i do
prostej,



« jezeli m jest takze prostopadta do [, to jest prostopadta do ptaszczyzny p’ (bo jest
prostopadia do dwoch prostych leZzacych w tej ptaszczyznie: n oraz l), zatem i do
prostej k.

Oznacza to, ze prosta m jest prostopadia do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prostopadia do proste;j .
To spostrzezenie konczy dowod.

Definicja: prosta przebijajaca ptaszczyzne

Prosta, ktora nie lezy w plaszczyznie i nie jest do tej plaszczyzny rownolegta, ma
dokladnie jeden punkt wspolny z ta ptaszczyzna. Méwimy, ze prosta przebija ptaszczyzne
w tym punkcie.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: prosta réwnolegta do ptaszczyzny

Prosta, ktora nie lezy w ptaszczyznie i nie ma z tg ptaszczyzng punktow wspolnych, jest
rownolegla do tej ptaszczyzny.

L

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: prostej prostopadtej do ptaszczyzny



Prostg k, przebijajaca ptaszczyzne p w punkcie O nazywamy prostopadia do tej
plaszczyzny, gdy prosta k jest prostopadta do kazdej prostejlezacejw ptaszczyznie p
i przechodzacej przez punkt O.

Definicja: proste skosne w przestrzeni

Dwie proste w przestrzeni, ktore nie lezg w jednej ptaszczyznie, nazywamy prostymi
sko$nymi.

Twierdzenie: Reguta mnozenia

Liczba wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k; sposobow, druga
- na jeden z ks sposobow, trzecia - na jeden z ks sposobow i tak dalej do n—tej czynnosci,
ktora moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k, sposobow, jest rowna

ki-ky-ks-...ky

Powolujac sie na regute mnozenia, mozna pokazac, ze liczba n, ktora w rozkladzie na
czynniki pierwsze daje si¢ zapisa¢ w postaci

Qg

*Pr

. « (6
n=p-p2

gdzie p1, p2, ..., Px S3 réznymi liczbami pierwszymi, a g, as, . . ., ax s3 dodatnimi
liczbami catkowitymi,
ma

(a1+1)(a2—i—1)(ak—|—1)
dodatnich dzielnikow catkowitych.
Definicja: Rézne ptaszczyzny rownolegte

Dwie rozne ptaszczyzny, ktore nie majg punktow wspolnych, nazywamy plaszczyznami
rownoleglymi.

Y41

V%)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Definicja: Stozek

Stozek to bryla, ktora powstata w wyniku obrotu tréjkgta prostokgtnego dookota proste;
zawierajgcej jedna z przyprostokatnych.

Definicja: Srednia arytmetyczna

Srednig arytmetyczng liczb rzeczywistych 1, zs, ..., x, nazywamy liczbe

T1+T2+...+Tn

r — oy

Definicja: Srednia wazona

Srednig wazong liczb 1, z2, ..., Zn, ktorym przyporzadkowane s3 odpowiednio

T10W1+To0Wo+. .. +Tr0W),
w1 twa+. . .+wy,

dodatnie wagi wy, wy, ...,w,, nazywamy liczbe = ,, =
Definicja: Walec

Walec jest to bryla, ktora powstata w wyniku obrotu prostokgta dookota proste;j
zawierajacejjeden z bokow prostokata.

Twierdzenie: Wariancja liczb

Wariancja liczb 1, s, ..., T, jestrowna

2
2 2 2 —_

Przeksztalcajgc wzor z definicji wariancji ,otrzymujemy

; (x1_5>2+(x2_5)2+...+<mn_;)2:

o = n

Dowadd

2 2 2
x%—Zml-E—i—(E) +m§—2x2~5+ (5) +.. .+mi—2mn-5+<5>

n

2
2,2 2 _ n (5)
Ty tTyt. T, 27 T1+Tot. .. Ty +
n n n

2 2 2
2 2 2 i i 2 2 2 i
z24a2+.. 42 z2+a+.. 4z
= " —2 T + |z = m — |z

Definicja: Zdarzenie



Dowolny podzbiér zbioru {2 bedziemy nazywac zdarzeniem, a elementy takiego
podzbioru bedziemy nazywac zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi temu
zdarzeniu.

Zbior pusty, czyli zdarzenie, ktéremu nie sprzyja zadne zdarzenie elementarne,
nazywamy zdarzeniem niemozliwym.

Zbior (2, czyli zdarzenie, ktoremu sprzyja kazde zdarzenie elementarne, nazywamy
zdarzeniem pewnym.

Definicja: zdarzenie przeciwne

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A, nalezgcego do zbioru zdarzen elementarnych
(2, nazywamy takie zdarzenie A’ nalezace do {2, ktéremu sprzyjajg wszystkie zdarzenia
elementarne, ktore nie sprzyjaja zdarzeniu A.

Z tej definicji wynika, Ze rowniez zdarzenie A jest zdarzeniem przeciwnym do A’.



