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Zrodto: dostepny w internecie: OpenClipart-Vectors oT Pixabay, domena publiczna.

W Internecie mozesz znalez¢ instrukcje budowy klasycznego latawca jak na obrazku
ponizej. Fragment jednej z instrukcji brzmi:

1. Wez dwie drewniane listewki. Przytnijlistewki do odpowiedniej dtugosci. Krotsza
z nich powinna mie¢ dtugos¢ rowng % dtugosci dtuzszej listewki.

2. Wyznacz dokladny $rodek krotszej z listewek i zwigz listewki ze sobg sznurkiem na
ksztalt krzyza (pod katem 90°). Kroétsza listwa powinna znajdowac si¢ na wysokosci
okoto % dtuzszejlistewki.

3. Wigzanie wzmocnij za pomocg kleju. Pamietaj, ze musi by¢ zachowany doktadny kat
90° - inaczejlatawiec nie bedzie latal.


https://pixabay.com/bg/users/openclipart-vectors-30363/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=152760
https://pixabay.com/bg/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=152760

Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

Przytoczony fragment instrukcji mowi o tym, jak zbudowac szkielet latawca, ktory bedzie
miat ksztalt deltoidu. Listewki sa wtedy przekgtnymi deltoidu.

W tym materiale omowimy wiasnosci czworokata zwanego deltoidem. W jezyku angielskim
stosuje si¢ te sama nazwe kite dla latawca i dla deltoidu.

Twoje cele

» Zdefiniujesz deltoid.

» Wymienisz wlasnosci deltoidu.

o Wyznaczysz pole i dlugosci bokow deltoidu na podstawie dtugosci przekatnych.
» Zastosujesz wilasnosci deltoidow w problemach praktycznych i zagadnieniach

matematycznych.



Przeczytaj

Na rysunku przedstawiony jest czworokat ABC'D z zaznaczonymi kgtami, bokami
i przekatnymi.

Jesli wierzcholki lezg na jednym boku, to méwimy, ze sg sasiednie, w przeciwnym
przypadku - sg przeciwlegte.

Boki, ktore maja wspolny wierzchotek, nazywamy bokami sgsiednimi; w przeciwnym
przypadku - przeciwleglymi.

Katy «, B, 7, d nazywamy katami wewnetrznymi (lub krocej: katami) czworokata.

Jesli dwa katy majg wspolne ramie¢ (bok czworokata), to s kgtami sgsiednimi; w przeciwnym
przypadku - przeciwleglymi.

Kat jest wypukly, jesli ma miare mniejsza lub rowng 180°.
Czworokat jest wypukly, gdy jego wszystkie cztery katy wewnetrzne sa wypukte.

W czworokgacie wypuklym przekatne przecinajg sie¢ w punkcie lezagcym wewnatrz
czworokata.

Definicja: deltoid


javascript:void(0);

Deltoidem nazywamy wypukly czworokat, ktéry ma dwie pary sgsiednich bokow
rownych.

Na rysunku przedstawiono czworokaty z zaznaczonymi parami bokow réwnych. Niebieskie
czworokaty sg deltoidami, a zielone - nie sg deltoidami.

- 72N

Zielony czworokat deltoidalny ma dwie pary sgsiednich bokoéw réwnych, ale nie jest
wypukty.

Zielony rownolegtobok ma dwie pary bokow réwnych, ale nie s3 to boki sgsiednie.
Zielony trapez ma jedng pare sasiednich bokow rownych.

Romb jest deltoidem, bo ma wszystkie boki rowne. Kwadrat jest deltoidem, bo jest rombem.

WHiasnosci deltoidow

Popatrzmy na rysunek przedstawiajgcy deltoid.
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D

Poniewaz deltoid ma dwie pary sgsiednich bokow rownych, to kazda z par tworzy ramiona
trojkata rownoramiennego o podstawie, ktora jest przekatna AC deltoidu.

Zauwazmy, ze wysokosSci w tych tréjkatach leza na symetralnej podstawy AC' i przekatna
BD deltoidu jest sumg wysokosci tych tréojkgtow.

Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy, ze w deltoidzie:

1. przekatna, ktora dzieli deltoid na tréjkaty rownoramienne, oznaczana jest symbolem dj,
2. przekatna, ktora jest sumg wysokosci tych trojkagtéow rownoramiennych, oznaczana jest
symbolem d,.

Przyktad 1

1. Pokazemy, ze przekatna dj lezy na symetralnej przekatnej d; oraz, ze przekatne
deltoidu przecinajg si¢ pod katem prostym i przekatna d, dzieli przekatna d; na
potowy.

2. Pokazemy, ze przekatna dy w deltoidzie jest dwusieczng katow lezacych przy
wierzchotkach, ktore ona faczy.




Rozwigzanie

Rzeczywiscie, wystarczy zauwazyc, ze w trojkgcie rownoramiennym dwusieczna kata
lezacego naprzeciwko podstawy oraz wysoko$¢ poprowadzona do podstawy leza na
symetralnej podstawy.

Wiasnos¢: Charakteryzacja deltoidu

1. Czworokat wypukty jest deltoidem wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z przekatnych jest
symetralng drugiej przekatne;j.

2. Czworokat wypukly jest deltoidem wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z przekatnych lezy
na dwusiecznej katow przy wierzchotkach, ktore faczy.

3. Czworokat wypukty jest deltoidem wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z przekatnych jest
jego osig symetrii.

Dowéd
1. Jesli czworokat jest deltoidem, to przekatna dy lezy na symetralnej przekatnej d; .
W druga stron¢, odwotajmy si¢ do wiasnos$ci symetralnej odcinka:
Symetralna odcinka jest zbiorem punktow réwnoodleglych od koncow tego odcinka.

Zalézmy, ze jedna przekatna czworokata wypuktego ABC D, na przykiad BD, lezy
na symetralnej przekatnej AC. Z wlasnosci symetralnej wynika, ze |AB| = |BC| i
|AD| = |DC

, wiec czworokat ABCD jest deltoidem.
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2. Jesli czworokat jest deltoidem, to przekatna ds lezy na dwusiecznej katow lezacych
naprzeciwko przekatnejd;.

W druga strong, zat6zmy, ze jedna przekatna czworokgta wypuklego ABC D, na
przyktad BD, jest dwusieczng katow przy wierzchotkach Bi D. Wtedy z cechy
przystawania trojkatow kbk wynika, ze trojkaty ABD i CBD sa przystajace, wiec
majg rowne wysokosci opuszczone na wspolng podstawe BD.

B

D

3. Jesli przekatna lezy na osi symetrii czworokata, to jest dwusieczng katow przy
wierzchotkach bedgcymi koncami tej przekatnej, a stad wiasnos¢ 3 jest prawdziwa.

Przyktad 2

Wskazemy w deltoidzie pary trojkatow przystajacych. Zastosujmy oznaczenia
z powyzszego rysunku i niech S bedzie punktem przeciecia przekatnych deltoidu.
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Rozwigzanie

Trojkaty ABD i CBD sg przystajace na mocy cechy kbk, bo majg wspolny bok BD
i rowne odpowiednie katy lezgce przy tym boku. Réwniez cecha bbb dowodzi
przystawania tych trojkatow.

Trojkaty ABS i CBS s przystajace, zaré6wno na mocy cechy bbb jak i cechy kbk.
Podobnie, trojkaty ADS i CDS sa przystajgce na mocy obu tych cech

Wiasnosé: rownosé katow w deltoidzie

Dwa katy przy wierzchotkach, ktore taczy przekatna d;, sa réwne.

Dowéd
Wlasno$¢ ta wynika wprost z faktu, ze przekatna ds lezy na osi symetrii deltoidu.

Przyktad 3
Powtorzmy fragment instrukcji budowy latawca.

1. Wez dwie drewniane listewki. Przytnijlistewki do odpowiedniej dtugosci. Krotsza
z nich powinna mie¢ dtugos¢ rowna % dtugosci dtuzszej listewki.

2. Wyznacz doktadny srodek krotszej z listewek i zwigz listewki ze soba sznurkiem na
ksztalt krzyza (pod katem 90°). Krotsza listwa powinna znajdowac¢ si¢ na wysokosci
okoto % dtuzszejlistewki.

3. Wiazanie wzmocnij za pomoca kleju. Pamietaj, ze musi by¢ zachowany doktadny kat
90° - inaczejlatawiec nie bedzie latal.



Pokazemy, ze instrukcja ta wskazuje jak zbudowac przekatne deltoidu, ktory nie jest
rombem.

Wyznaczymy tez obwod tego latawca przy zalozeniu, ze dy = 96 cm.
Rozwigzanie

Rzeczywiscie, po pierwsze, krotsza przekatna ma dlugos¢ % dtugosci dtuzszej. Po
drugie, punkt przeciecia jest na wysokosci % dtuzszej przekatneji w potowie krotszej
przekatnej, czyli krotsza przekatna dzieli si¢ w potowie. Ostatecznie, przekatne
przecinajg si¢ pod katem prostym.

Obliczamy d; = %dQ = % = 72 cm. Niech S bedzie punktem przeciecia przekatnych.

D

Wtedy |BS| = % =32 cm, |SD| = %2 = 64 cm,
|AS| = |CS| = 36 cm.

Aby wyznaczy¢ obwod tego deltoidu trzeba wyznaczy¢ dlugosci bokow ABi AD.
Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa.

|AB|” = 362 + 322 = 2320, |AB| = v/2320 = 41/145 cm

|AD|? = 642 + 362 = 5392, |AD| = /5392 = 41/337 cm

Obwod deltoidu jest rowny 8+/145 + 8v/337 centymetrow.

Pole deltoidu



Aby wyznaczy¢ pole deltoidu skorzystamy z umiejetnosci obliczania pol trojkatow
prostokatnych. Przy oznaczeniach z rysunku zauwazamy, ze deltoid jest suma trojkatow
ABC'i ADC, wiec pole deltoidu jest sumg po6l tych trojkatow.

B
A C
D
A JA A .
Pypcp = Papce + Papc = ‘BSU ° 4 |DS‘2| o _ | 20‘ (|[BS| + |DS|) = %

PokazaliSmy w ten sposob nastepujace twierdzenie

Twierdzenie: o polu deltoidu 1

di-ds

Pole deltoidu o przekatnych d; i dz jest rowne P = =5

Przyktad 4
Policzymy pole deltoidu wiedzac, ze jego przekatne maja dtugosci 72 i 96 centymetrow.

Rozwigzanie

P = 2% — 3456 cm’

Zauwazmy, ze deltoid jest rowniez sumg trojkgtow ABD i CBD, wiec pole deltoidu jest
suma pol tych trojkatéow. Wiemy, Ze te trojkaty sg przystajgce, wiec

Pypcp = Papp + Popp = 2Papp



Stad wynika, ze do policzenia pola deltoidu wystarczy znac¢ pole trojkata, ktorego bokiem
,b=|AD| oraz kat «

jest przekatna dy. Jesli znamy dlugosci pozostatych bokow a = |AB
miedzy tymi bokami, to otrzymujemy nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie: o polu deltoidu 2

Pole deltoidu jest rowne P = absin o, gdzie a, b s dlugosciami bokow przy jednym
z wierzchotkow, ktore laczy przekatna d; a kat a jest katem miedzy tymi bokami.

Przyktad 5
Obliczymy pole deltoidu przy zatozeniu, ze o = 120°, |AB| = 5, |AD| = 10

Rozwigzanie

P=5-10-sin120° = 3923 — 25/3,

Poréwnanie wtasnosci deltoidu i wklestego czworokata
deltoidalnego

Czworokat, ktory ma dwie pary sasiednich bokow rownych, ale nie jest wypukty, nazywany
jest wklestym czworokatem deltoidalnym.

Na rysunku przedstawiony jest wklesty czworokat deltoidalny.
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Wiasnosci wspolne dla omawianych czworokatow to:

1. Jedna z przekatnych lezy na symetralnej drugiej przekatne;j.

2.Jedna z przekatnych lezy na dwusiecznejkatow przy wierzchotkach, z ktorych
wychodzi.

3.Jedna z przekatnych lezy na jego osi symetrii.

W ponizszej tabeli zaznaczone s3 réznice miedzy omawianymi czworokatami.

Deltoid Wklesly czworokat deltoidalny
Przekatne przecinajg si¢ Przekatne nie przecinajg si¢
Jedna z przekatnych dzieli druga Linia zawierajgca jedng z przekatnych dzieli
w potowie pod katem prostym druga w potowie pod katem prostym

Jest sumg trojkatow o L ) .
, , Jest roznica trojkatow rownoramiennych
rownoramiennych

Stownik

kat wypukty

kat, ktory ma miare mniejszg lub réwnag 180"

czworokat wypukty

czworokat, ktorego wszystkie cztery katy wewnetrzne sg wypukte
czworokat wklesty

czworokat, ktorego jeden z katéow wewnetrznych jest wklesty

kwadrat
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czworokat, ktory ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy proste
romb

czworokat, ktory ma wszystkie boki rowne

deltoid

czworokat wypukly, ktory ma dwie pary rownych bokéw sasiednich
czworokat deltoidalny

czworokat, ktory ma dwie pary rownych bokow sasiednich
symetralna odcinka

prosta prostopadia do danego odcinka przechodzaca przez jego $rodek
dwusieczna kata

prosta dzielgca ten kat na dwa rowne katy

os symetrii figury

prosta, wzgledem ktorej ta figura jest do siebie osiowo symetryczna



Aplet

Polecenie 1

1. Na ekranie przedstawiony jest deltoid ABC D oraz proste zawierajace przekatne tego
deltoidu.

2. Poruszaj punktami A, B, D, aby uzyska¢ rézne deltoidy i wkleste czworokaty deltoidalne.

3. Poruszajac punktem A zmieniasz figure na podobna do niego (dtugosci bokéw zmieniaja
sie proporcjonalnie) mozesz obrdcic figure.

4. Punkty Bi D mogg poruszac¢ sie wzdtuz prostej BD. Poruszajac tymi punktami mozesz
dostac rozne deltoidy oraz wkleste czworokaty deltoidalne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D11Q6jwtm


https://zpe.gov.pl/a/D11Q6jwtm

Polecenie 2

Ustaw punkty A, B, D tak, by:

1. otrzymana figura byta wklesta

2. otrzymana figura byta deltoidem

3. otrzymana figura byta réwnolegtobokiem

4. otrzymana figura byta kwadratem



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1

Stosujac oznaczenia z rysunku, ocen prawdziwos$¢ zdan.

B
A
D
Zdanie Prawda
Jezeli czworokat ABC D
jest deltoidem i O
|AC| = |BD|, to jest
rombem.

Jezeli czworokat ABC D
jest deltoidem i przekatne

AC'i BD przecinajg sie O
w potowie, to jest rombem.

Jezeli czworokat ABC D
jest deltoidem i przekatne
AC'i BD s3 réwne oraz
przecinaja sie w potowie, to

jest kwadratem.

Jezeli czworokat ABC D
jest deltoidem i
|AB| = |AD|, to jest O
kwadratem.

Fatsz



Cwiczenie 2 @)

Na rysunku ponizej przedstawiono 4 deltoidy i 1 czworokat deltoidalny. Przyporzadkuj cechy
do figur. Przeciagnij w luki wtasciwe zestawienie figur.

O A
<>4

______________

______________

______________

\1,2,3,4,5“1,2,3,4,5”1,2,3,4,5”1,3,4,5H1,2,3,4,5“1,2,3,4,5




Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiony jest deltoid.

D

W podanych zdaniach wpisz wartos$¢ pola deltoidu.

1. Jezeli |DB| = 12,

AC|=T,to P =|

2. Jezeli |DB| = 9, |AS| = 4,to P :‘

3. Jezeli |[DS| =5,

BS| =9,

AS\:3,toP:‘

4. Jezeli |DS| =3, AS|=3,to P :‘

AB| =5,




Cwiczenie 4

Zapoznaj sie z ponizsza ilustracja.

D

Zaznacz prawdziwe stwierdzenia na temat deltoidu.
(] Prosta zawierajaca AC jest osig symetrii deltoidu.
(] Trojkat BC'S jest prostokatny.
(] Prosta zawierajaca DB jest osig symetrii deltoidu.

(] Bok AB jest prostopadty do boku BC.
Wybierz stwierdzenia, ktére nie sg prawdziwe na temat deltoidu.

0 Odlegtos¢ punktu S od boku C'D jest rowna odlegtosci punktu S od boku
CB.

(] Prosta zawierajaca DB jest dwusieczna kata przy wierzchotku D.



(] Odlegtos¢ punktu S od boku C'D jest réwna odlegtosci punktu S od boku
AD.

(] Prosta zawierajaca AC jest dwusieczna kata przy wierzchotku C.

Cwiczenie 5

Dany jest deltoid ABC D, S jest punktem przeciecia jego przekatnych.

B

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Jezeli miara kata SAD wynosi 70° a kata SAB 30°, to miara kata ABC
jest réwna:

O 110°.

O 90°.

O 120°.

O 100°.



Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Jesli przekatne deltoidu sg rowne 21, 16 a jeden z bokéw ma dtugosc¢ 10, to
obwdd tego deltoidu wynosi:

O 441.
O 256.
O 54.

O 37

Cwiczenie 7 @

W deltoidzie dwa sasiednie boki majg dtugosc 21 i 28, odpowiednio. Kat miedzy tymi bokami
jest prosty. Wyznacz pole i dtugosci przekatnych tego deltoidu.

Cwiczenie 8 @

W deltoidzie suma katow, ktorych dwusieczng jest przekatna BD, jest rowna 120° a dtugosci
dwoch bokéw sg rowne 4, 7, odpowiednio. Oblicz pole deltoidu.



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat: Deltoid

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

4. korzysta z wlasnoSci katow i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach;

7. stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznej kata oraz
o kacie miedzy styczng a cieciwg;

12. przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sieg.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje i rozpoznaje deltoidy,

» formuluje i rozpoznaje cechy charakteryzujgce deltoid, w tym wlasnosci bokow
i przekatnych,

 znai potrafi wykorzysta¢c wzory na pole deltoidu,

» uzasadnia, ze romby sg deltoidami i stosuje wiasnosci deltoidow w odniesieniu do
rombow i kwadratow,

» potrafi podac¢ réznice w pojeciach deltoidu i wypuktego czworokata deltoidalnego,



» wykorzystuje wlasnosci deltoidow w rozwigzywaniu zadan.
Strategie nauczania

» konstruktywizm
» konektywizm
e kognitywizm

Metody i techniki nauczania:

e Pogadanka,
» Praca zinteraktywng aplikacja

Formy zaje¢:

e pracaindywidualna,
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

» Komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miata do dyspozycji komputer. Lekcje t¢ mozna przeprowadzic¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel przedstawia temat lekcji. Nawigzuje do budowy klasycznego latawca.
Przedstawia instrukcje budowania latawca.
2. Uczniowie okresSlaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przedstawia definicje i przyktady deltoidow oraz czworokatow, ktore nie sa
deltoidami.

2. Uczniowie formutujg wlasnosci charakteryzujacych deltoidy w powigzaniu
z symetralng, dwusieczng i osig symetrii i ich zwigzkiem z przekgtnymi.

3. Nauczyciel omawia trojkaty przystajagce w deltoidzie. Formuluje wlasnosci katow
w deltoidzie.

4. Uczniowie analizujg przyktady, w ktorych obliczane jest pole deltoidu
z wykorzystaniem wzor6éw na obliczanie pol trapezéw: z wykorzystaniem przekatnych
oraz bokow i kagta miedzy szczego6lnymi bokami.

5. Nauczyciel inicjuje dyskusje na temat roznic w pojeciach deltoidu i wypuktego
czworokata deltoidalnego.



6. Na podsumowanie nauczyciel wyswietla aplet, dzieki ktéremu uczniowie utrwalajg
wlasnosci deltoidow.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie sprawdzajg nabyte umiejetnosci i wiedz¢ wykonujac wskazane ¢wiczenia
sprawdzajace.

2. Nauczyciel podsumowuje lekcje w kontekscie postawionych na poczatku kryteriow
sukcesu.

Praca domowa:

1. Uczniowie wyszukujg w internecie instrukcje budowy latawca na bazie krzyza, opisuja,
dlaczego zbudowany latawiec bedzie deltoidem lub nie.
2. Uczniowie rozwigzujg pozostale ¢wiczenia interaktywne

Materialy pomocnicze

Pole trapezu

Pole rownolegtoboku
Wskazowki metodyczne:
Uczen moze wykorzystac Aplet

e podczas przygotowywania sie do zajec,
» do utrwalania wiedzy,
« jako inspiracja do stworzenia wiasnego samouczka lub prezentaciji.


https://zpe.gov.pl/a/pole-trapezu/DK9TcsQtM
https://zpe.gov.pl/a/pole-rownolegloboku/DZfHLPopk

