Suma wyrazéw ciggu geometrycznego

Twierdzenie o sumie n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego. Animacja:
wyprowadzenie wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego. Przyktady
na wykorzystanie wzoru na sume wyrazow w zadaniach tekstowych.

Stosowanie wzoru na sume¢ n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego. Obliczanie

wyrazow ciggu. Obliczanie liczby wyrazow ciggu. Zasob zawiera zadania z wyjas$nieniami
i rozwigzaniami.

Stosowanie wzoru na sume¢ n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego. Obliczanie

wyrazow ciggu. Obliczanie liczby wyrazow ciggu. Zasob zawiera zadania z wyjas$nieniami
i rozwiazaniami.



Suma wyrazow ciagu geometrycznego

W tym materiale poznasz podstawowe twierdzenie dotyczace sumy n poczgtkowych
wyrazow ciggu geometrycznego. Zamieszczone tu przyklady pokazuja sposoby
rozwigzywania ¢wiczen zwigzanych z tym pojeciem.

Twierdzenie: Twierdzenie o sumie n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

Jezeli (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie ¢, to suma S, jego n poczatkowych
wyrazow jest rowna:

Sp = a1L dlag # lalbo S, = na; dlag = 1.
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Suma wyrazow ciggu geometrycznego. Procent sktadany_animacja_dowod_twierdzenia
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje w jaki sposob obliczy¢ sume n poczgtkowych wyrazow ciggu
geometrycznego.

Przyktad 1

Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,), w ktorym
_ 1 —
a; = 4 orazq = 2.

lloraz ciagu geometrycznego (ay) jest rozny od 1, wiec suma S1o jego dziesieciu
poczatkowych wyrazow jest rowna
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Przyktad 2

Oblicz sume wyrazow od ésmego do dwunastego ciggu geometrycznego (a,, ), w ktorym
a; =3orazq = —2.

Suma, ktorg nalezy obliczy¢, to ag + ag + . .. + aj2. Zrobimy to dwoma sposobami.
e sposob I:

Zauwazmy, ze wystarczy obliczy¢ sumy Sis oraz S;, odpowiednio dwunastu i siedmiu
poczatkowych wyrazow tego ciggu, a nastepnie od pierwszej z obliczonych sum odja¢
druga.

1 g% 1-(—2)" 1212
Spo = a; —4 :3-#:3-—:1—212:1—4096:—4095,
1—gq 1—(-2) 3
1—q7 1—(—2) 1427
S7:a1 g :3#:3 + :1+27:1+128:129.
1—¢ 1—(-2) 3
Zatem
ag+a9—|—...+a122512—S7=—4095—129:—4224.
e sposob II:

Zauwazmy, ze cigg, ktorego kolejnymi wyrazami s3 ag, aq, ..., @12, to pieciowyrazowy cigg
geometryczny, ktorego pierwszym wyrazem jest dsmy wyraz ciggu (a,) i ktorego iloraz
jest taki sam, jak iloraz ciagu (a,) czyli ¢ = —2. Zatem

1—¢° 7 1—¢° 7 1_(_2)5 o
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asg+ag+ ...+ a2 =as-



1+ 2°

— _3.128- — —128-33 = —4224.

Przyktad 3

Dany jest cigg geometryczny (a, ), w ktorym a; = 27 oraz a4 = 1. lle poczatkowych
wyrazow tego ciggu trzeba dodac¢, zeby otrzymac 40%?

Na poczatek obliczmy iloraz tego ciggu. Poniewaz a4 = a1q®, wiec ¢° = Z—‘l‘ = 21—7 Stad

q= % Pozostaje obliczy¢ n, dla ktérego S,, = 40%. Ze wzoru na sume n poczatkowych

wyrazow ciggu geometrycznego otrzymujemy
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Stad n = 5. Zatem nalezy doda¢ pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,).
Przyktad 4



Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu (as,) jest okreslona wzorem S,, = 3" — 3 dla
kazdejliczby catkowitejn > 1.

1. Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,,).
2. Udowodnij, ze ciag (a,,) jest geometryczny oraz oblicz iloraz tego ciagu.

Rozwigzanie:

1. Zauwazmy, ze czwarty wyraz ciggu jest rowny Sy — Ss, czyli
as=(3"-3)—(3"-3)=3"-3"'=3%(3-1) =81-2=162.

2. Wyznaczmy wzor na n—ty wyraz ciagu (a,, ). Postepujemy podobnie jak w punkcie 1.
Dla kazdejliczby catkowitejn > 1 otrzymujemy
ap=298,—S,-1=3"1-3)-(3"-3)=3""1-3"=3"(3-1) =
=2.-3"=6-3"""

To oznacza, ze (ay) jest ciggiem geometrycznym, w ktorym pierwszy wyraz jest rowny
a1 = 6, ailoraz g = 3.
Przyktad 5

Stosunek sumy osmiu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego do sumy jego
czterech poczatkowych wyrazow jest rowny 82. Oblicz iloraz tego ciggu.

Trzeba zauwazy¢ najpierw, ze ¢ # 1. Gdyby ¢ = 1, to Ss = 8a1, S4 = 4a1, wiec

g—j = Z—gi = 2 # 82. Wobec tego ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu

geometrycznego wyznaczamy sume osSmiu i sume czterech jego poczatkowych wyrazow
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q,S4:a1 q.
1—gq 1—gq
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Ich stosunek jest rowny 82, zatem
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Stad ¢* = 81, czyli¢ = 3lubgq = —3.



Cwiczenie 1 @)
Oblicz sume o$miu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,) okreslonego wzorem
a, = 512 - (%)n Uzupetnij luke, wpisujac poprawng wartosc.

Odpowiedz: Suma o$miu poczatkowych wyrazéw wynosi ‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2 @)
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (an), w ktérym
a3 = —4 oraz ag = 32. Uzupetnij luke, wpisujac poprawng wartos¢.

Odpowiedz: Suma dziesieciu poczatkowych wyrazéw wynosi ‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 @
Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych ciggu geometrycznego
(an), w ktéryma; = 3orazq = % Uzupetnij zdanie, przeciggajac w luke odpowiednig liczbe
lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.

______________

2725 4095 2023 3257
2028 2048 2138 4096

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4 3
tamana o dtugosci 1270 mm sktada sie z odcinkéw, z ktorych pierwszy odcinek ma dtugos¢
640 mm, a kazdy nastepny jest dwa razy krotszy od poprzedniego. Uzupetnij luke, wpisujac
poprawng wartosc.

Odpowiedz: tamana sktada sie z odcinkoéw.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5 @

lle wynosi suma 7 wyrazéw ciggu geometrycznego (an), w ktorym a; = % oraz
q= %? Zaznacz prawidtowg odpowiedz.
O 1957
66
O 2059
72
O 2027
69
Q 1849
58
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 6 Q®

Jaka warto$¢ przyjmuje pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (ay) o ilorazie ¢ = \/5 jezeli
suma Sg = 30 + 304/2? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 32
O 2
O 3

O 2v/2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7 P
Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego a, jest rowny (—8), iloraz tego ciagu jest rowny %
oraz suma pierwszych n wyrazéw jest rowna (—15%). Wyznacz n-ty wyraz tego ciagu

geometrycznego. Uzupetnij zdanie, przeciagajac w luke odpowiedni wyraz lub kliknij w luke
i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

..............

ag)=—% || (@) =2 || (@) =—1 | (a) =% || (@) =% || (@) =%

(@) =% || (@) =% || (a5) = -2 |

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8 O
lle wyrazow ciggu geometrycznego a,,, ktory jest dany wzorem ogélnym a,, = (—2)"“,
trzeba zsumowad, zeby otrzymaé (—340)? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 7
O 6
O 9

O 8

Zrodto: Zespo6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 P
W pewnym sze$ciowyrazowym ciggu geometrycznym suma wyrazow stojacych na pozycjach
nieparzystych jest réwna 63, a suma wyrazéw stojgca na pozycjach parzystych jest réwna
126. Jaka wartos$¢ przyjmuje szosty wyraz tego ciggu? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O a6=66
() ag =86
Q 0,6:96

O ag — 30
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 10 O

Oblicz sume wyrazéw od szostego do dziesigtego ciggu geometrycznego (an), w ktérym
a1 = b oraz g = 2. Uzupetnij luke, wpisujac poprawna wartosc.

Odpowiedz: Suma wyrazow od szdstego do dziesigtego wynosi ‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11 Q)

Jaka wartos$¢ moze przyjac piaty wyraz ciggu geometrycznego, jezeli So = 21 oraz S5 = 129?
Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi.

D a5=147
(] as = 882
S

(] a5 = 3888

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12 P
Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o numerach
nieparzystych, w ktérym a; = 7 oraz q = —%. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

5426
Q Se = 884
__ 7855
O SG— 914
9555
O Se = 1024

__ 8752
O Sﬁ — 09928
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 13 O

W pewnym ciagu suma n poczatkowych wyrazéw wyraza sie wzorem S,, = 4" — 4. Wykaz,
ze jest to cigg geometryczny.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14 Q)

Stosunek sumy dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego do sumy pierwszych
pieciu wyrazoéw ciggu geometrycznego jest rowny 33. Oblicz iloraz tego ciggu.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15 @

Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi réwnos¢
(5—3)+(52_32)—|—(53_33)++(5n_3n): %

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 16 @

Uzasadnij, ze suma wszystkich poteg liczby 3 o wyktadnikach naturalnych mniejszych od 10

. . 10_
jest rowna 3 3 L

Zrodto: Zespo6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17 @

Wiedzac, ze w pewnym ciggu geometrycznym pierwszy wyraz jest réwny aq, ostatni wyraz
jest réwny a,, oraz suma wszystkich n wyrazoéw jest réwna S,,, wyznacz sume odwrotnosci
wyrazow tego ciggu.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 18 @

Wykaz, zeréznicaliczb 11...1 — 22...2 i isi j j je2nj k
ykaz, ze rdznica liczb ¥ : , gdzie w zapisie odjemnej wystepuje 2n jedynek,
a w zapisie odjemnika n dwojek, jest kwadratem liczby naturalne;j.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 @

Obliczsume 2 + 22 + 222 + ... + 2... 22, gdzie w zapisie ostatniego sktadnika wystepuje n
n
dwajek.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



