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Na pewno znasz juz pojecie wariacji z powtorzeniami i wariacji bez powtorzen, czyli dwoch
z czterech najwazniejszych dziatan kombinatorycznych. W obu przypadkach tworzymy
pewne ciagi, ztozone z elementow danych zbioréw. W zaleznosSci od rodzaju wariaciji,
otrzymane ciggi posiadaja pewne szczegolne wlasnosci.

W tym materiale porownamy wariacje z powtorzeniami i wariacje bez powtorzen.
Zwroécimy szczegblng uwage na to, jak obecnos¢ powtorzen lub ich brak wptywa naliczbe
wszystkich mozliwych wariaciji.

Twoje cele

e Poznasz réznice, miedzy dwoma rodzajami wariacii,

e Zrozumiesz, w jakich sytuacjach stosowac wariacje z powtorzeniami, a w jakich
wariacje bez powtorzen,

» Wykorzystasz wzory na liczbe wszystkich mozliwych wariacji w zadaniach.




Przeczytaj

Znasz juz zagadnienie wariacji bez powtorzen oraz zagadnienie wariacji z powtorzeniami.
W tym materiale przypomnimy oba te pojecia i porownamy je ze soba.

Wariacja bez powtoérzen

Definicja: k-wyrazowa wariacja bez powtoérzen

k-wyrazowq wariacja bez powtorzen zbioru n-elementowego, gdzie k < n, nazywamy
dowolny k-wyrazowy ciag utworzony z k réoznych elementoéw danego zbioru.
Przyjmujemy, ze liczby k i n s3 liczbami catkowitymi dodatnimi.

Wariacje bez powtorzen stosujemy wtedy, gdy chcemy poznac liczbe mozliwych
konfiguracji elementow danego zbioru, przy czym w kazdej konfiguracji dany element
wystepuje tylko raz. Ponizej kilka przyktadow.

» Naile sposobow mozemy ustawic¢ rozne ros$liny na parapecie?
» Naile sposobéw mozemy ustawic¢ cyfry w ustalonejliczbie, aby byta podzielna przez 5?

» Naile sposoboéw moze wysigsc¢ piec¢ osob z windy w dziesigeciopietrowym budynku, jesli
kazdy wysiada na innym pietrze?

Przyktad 1

Przedstawmy n-elementowy zbior jako worek z piecioma literami: a, b, ¢, d i e. Z naszego
worka wyciggamy kolejno dwie litery i uktadamy je w dwuwyrazowy cigg. Oznacza to, ze
w tym przypadku n = 5 oraz k = 2. W bardzo latwy sposdb mozemy obliczy¢ liczbe
wszystkich takich ciggow.

Pierwszy wyraz ciggu mozemy wybrac¢ na pi¢¢ sposobéw, poniewaz w naszym worku
znajduje sie piec liter. Zalozmy, ze wybraliSmy litere c. To oznacza, ze drugi wyraz
mozemy wybra¢ na cztery sposoby, poniewaz w worku pozostatly tylko cztery litery.
Zalozmy, ze wybraliSmy litere a.

Otrzymany ciag skladajgcy sie z liter ci a jest jednym z 20 wszystkich mozliwych ciggow.
Liczbe 20 otrzymalismy wykonujac dziatanie

5-4 = 20.

SkorzystaliSmy tutaj z reguty mnozenia.
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Mamy zatem 20 wszystkich dwuwyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru
piecioelementowego.

Wazne!

Zanim zapiszemy ten wynik w postaci ogolnego wzoru, warto dokona¢ pewnego
sprytnego przeksztalcenia. Zauwazmy, ze

_ 54321
5-4= 321

To pozwala zmieni¢ wyglad tego wyrazenia, poniewaz

54.3-2.1 __ 5!

3.2-1 Ell

Uzyskany rezultat nie koresponduje z naszymi parametrami. Parametrami naszej wariacji
sq liczby 2 i 5. Przedstawmy zatem liczbe¢ 3 z mianownika jako roznice naszych
parametrow. W ten sposob otrzymaliSmy rownos¢ postaci

5!
20 = 25

Powyzsze rozwazania uzasadniaja ogolny wzor na liczbe k-wyrazowych wariacji bez
powtorzen zbioru n-elementowego.

Definicja: Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elementowego

Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elementowego,
gdzie k < n, wynosi:

Vib=n-(n-1)-...-(n—k+1)= (nf!k)!.

Przyjrzyjmy sie nastepujacemu, prostemu przyktadowi.
Przyktad 2

Pie¢ obcych o0s6b wsiada do pustego wagonu, w ktorym jest dziesie¢ przedziatow. Kazda
z 0sOb chce siedzie¢ sama. Zastanowmy sig, na ile sposobow mozna ulokowac te piec
0s0b w dziesieciu przedziatach.

W naturalny sposob przyporzadkowujemy pieciu osobom numery przedzialow, ktore
beda zajmowali. Mamy zbior z numerami przedzialow i tworzymy z elementow tego
zbioru pigciowyrazowy cigg. Stad wynika, ze nasz parametr k = 5, a parametr n = 10.
Mamy tutaj do czynienia z pieciowyrazowymi wariacjami bez powtorzen zbioru
dziesigcioelementowego.

Oznacza to, ze liczbe sposoboéw na ulokowanie tych pieciu osob, mozna policzy¢ ze
wzoru




5_10.0.8.7./ — 100 _
V1p°=10-9-8-7-6 = 57 = 30240.
Ten iloczyn mozemy otrzymac wprost z reguty mnozenia. Pierwsza osoba moze zaja¢
jeden z dziesieciu przedziatow, druga osoba jeden z dziewieciu przedziatow, itd. Nie ma
zatem koniecznosSci odwotywania sie wprost do wariacji, wystarczy zwykta reguta
mnozenia.

Przyktad 3

Szyfr sktada si¢ z dwoch blokow. Pierwszy blok sktada si¢ z trzech roznych wielkich liter
sposrod 26 liter alfabetu angielskiego, po czym nastepuje blok trzech réznych cyfr
wybranych sposrod wszystkich dziesieciu cyfr. lle roznych szyfréw mozna w ten sposob
stworzyc?

Rozwigzanie

Pierwszy z blokow tego szyfru mozemy utozsamic z trojwyrazowa wariacjg bez powtorzen
zbioru dwudziestoszescioelementowego, a drugi z blokow mozemy utozsamic

z tréjwyrazowq wariacja bez powtorzen zbioru dziesiecioelementowego. Aby otrzymac
liczbe wszystkich mozliwych szyfrow, nalezy pomnozy¢ liczby tych wariacji, zgodnie

z regula mnozenia.

Liczbe szyfrow wyliczamy ze wzoru:
Vae® - Vip®> =26 -25-24-10-9 - 8 = 11232000.

Odpowiedz

Mozna w ten sposob utworzy¢ 11232000 takich szyfrow.

Wariacje z powtorzeniami
Definicja: Wariacja z powtoérzeniami

k-wyrazowq wariacjg z powtoérzeniami zbioru n-elementowego nazywamy kazdy k-
wyrazowy cigg elementow z tego zbioru, w ktorym elementy moga sie powtarzac¢ (mogg
wystapi¢ co najwyzej k razy). Liczbe wariacji z powtorzeniami obliczamy ze wzoru

Wk = nk,

n

Wariacje z powtorzeniami stosujemy wtedy, kiedy chcemy pozna¢ mozliwg liczbe
konfiguracji elementow zbioru, przy czym pojedyncze elementy moga wystepowac w danej
konfiguracji wielokrotnie. Ponizej kilka przyktadow.

« Ile jest mozliwych konfiguracji wyrzucenia orta i reszki w pietnastu rzutach
symetryczng moneta?
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o Ile jest wszystkich konfiguracji rzutu trzema identycznymi kostkami do gry?

o Ile jest mozliwych ustawien szeSciu roéznych cyfr na czterech pozycjach, jesli moga sie
one powtarzac?

Przyktad 4
Obliczymy, ile mozna utworzy¢ liczb trzycyfrowych z cyfr ze zbioru {1, 2, 3, 5, 6, 8, 9}.
Rozwigzanie

Mamy do wyboru siedem cyfr, zatem nasz zbior jest siedmioelementowy. Cigg jest z kolei
trzyelementowy, a cyfry mogg si¢ w nim powtarzac¢. Nie mamy w zbiorze zera, zatem nie
mamy ograniczen co do ustawienia cyfr w liczbie.

Przyktady liczb: 222, 369, 522.

Zatem:
nF = 7% = 343,

Przyktad 5

Gracz rzuca w jednej turze trzema réoznymi kostkami k20 (kostkami
dwudziestoSciennymi): bialg, czarng i zielona. Ile jest mozliwych wynikow takiego rzutu?

Rozwigzanie

Oczywiscie istnieje mozliwos¢, aby na wszystkich kostkach wypadta taka sama liczba
oczek.

Przyktady wynikow: (18, 19, 10), (12, 10, 17), (6, 6, 6).

Zatem mamy:
n - liczba oczek: {1, 2, ..., 20},
k - liczba kostek: 3.

Zatem podstawiamy liczby do wzoru.
n* = 20% = 8000.
Przyktad 6

Joanna postanowita narysowac¢ dwie figury. Zatozyla, Ze beda to dwa m-katy foremne dla
m € {3, 4, ..., 30}. Pierwszg figure Joanna narysuje czerwonym atramentem z lewej
strony kartki, a drugg zielonym z prawej. Konfiguracje bryt s dowolne. Ile par figur moze
narysowac Joanna?

Rozwigzanie



OkresSlmy najpierw przyktady mozliwych konfiguraciji figur na rysunku. W zwigzku z tym,
ze nie mamy zadnych ograniczen, przyjmujemy, ze figury na rysunku moga by¢ zarowno
m-katami o roznejliczbie wierzchotkow, jak i wielokatami o rownejliczbie wierzchotkow.
Joanna moze zatem narysowac na przyktad takie pary figur: (3, 10), (30, 12), (6, 6),
gdzie liczby w ciggu oznaczajg liczbe wierzchotkéw wybranego m-kata, a kolejno$¢ figur
wskazuje na umieszczenie figur na kartce oraz na ich kolor. Zauwazmy, ze para (4, 5)
oraz (5, 4) sg rozrdéznialne, poniewaz pierwsza para sklada sie z czerwonego kwadratu
narysowanego po lewej stronie kartki i zielonego pieciokgta po prawej stronie kartki.
Druga para z kolei sklada si¢ z czerwonego pieciokata narysowanego po lewej stronie
kartki i z zielonego kwadratu po prawej stronie kartki.

Mamy zatem nastepujgce wartoSci:
n - liczba wartosci przyjmowanych przez parametr m w kazdym ze zbiorow: 28,
k - liczba wylosowanych figur: 2.

Zatem podstawiamy liczby do wzoru.

n* = 287 = 784.

Przyktad 7

Ile mozna stworzy¢ réznych pieciocyfrowych liczb z cyfr ze zbioru {1, 2}?
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze mamy znalez¢ rozne liczby. Czy zatem nie mozemy skorzysta¢ ze wzoru na
liczbe wariacji bez powtorzen, skoro liczby nie mogg sie¢ powtarzac¢? Ot6z nie. Brak
mozliwosci powtorzen dotyczy powstatych liczb, a nie cyfr w obrebie danejliczby. Cyfry
moga sie powtarzac. Beda to zatem wariacje z powtéorzeniami.

Przyklady liczb: 11221, 22112, 11111.

Mamy zatem nastepujgce wartoSci:
n - liczba o0sob: 2,
k - liczba kostek: 5.

Zatem podstawiamy liczby do wzoru.

nk = 25 = 32.

Porownanie

Przyjrzyjmy sie teraz kilku przyktadom, w ktorych spojrzymy na dang sytuacje w dwojaki
sposob, to znaczy zmienimy warunki zadania tak, aby wykorzysta¢ raz wariacje bez
powtorzen, a raz z powtorzeniami.



Przyktad 8

Ile liczb szesciocyfrowych mozemy skonstruowac, uzywajac cyfr ze zbioru
{1, 2, 3, 5, 7, 8}, jezeli

a. cyfry w liczbach nie moga si¢ powtarzac,
b. cyfry w liczbach mogg sie powtarzac?

Rozwigzanie

a. Okreslmy jakie liczby mozemy utworzy¢, nie powtarzajac cyfr.
Przyklady liczb: 123578, 328751, 813257.
Mamy wiec taka sytuacje: jako cyfre setek tysiecy w liczbie mozemy uzy¢ dowolna
z sze$ciu cyfr. Jako dziesigtek tysiecy dowolng z pigciu, poniewaz jedna zostata
wykorzystana. Jako cyfre tysiecy mozemy ustawic jedna z czterech cyfr i tak dale;j.
Zatem, korzystajac z reguly mnozenia, zapiszmy
6-5-4-3-2-1=6!=720.
Mozemy rowniez skorzystac ze wzoru na liczbe wariacji bez powtorzen, przy czym
n - liczba cyfr w zbiorze: 6,
k - liczba cyfr w liczbie szeSciocyfrowe;j: 6.

Podstawiamy liczby do wzoru.
! 6! 720 _ 720 _
- - =720

n—k)! — (-6 — 0o

b. Okreslmy, jakie liczby mozemy utworzy¢, jesli cyfry w liczbie moga si¢ powtarzac.
Przyklady liczb: 123578, 323151, 555555.
Mamy wiec taka sytuacje: jako cyfre setek tysiecy w liczbie mozemy uzy¢ dowolna

z szeSciu cyfr. Jako dziesiatek tysiecy dowolng z sze$ciu, poniewaz cyfry mogg si¢
powtarzac. Jako cyfre tysiecy mozemy ustawic jedng z szeSciu cyfr i tak dalej. Zatem,
korzystajac z reguty mnozenia, zapiszmy

6-6-6-6-6-6=46656.

Mozemy rowniez skorzystac ze wzoru na liczbe wariacji z powtorzeniami, przy czym
n - liczba cyfr w zbiorze: 6,

k - liczba cyfr w liczbie szeSciocyfrowej: 6.

Podstawiamy liczby do wzoru.

n* = 6% = 46656

Jak widzimy, roznica w przypadku (a) i (b) jest znaczna.
Przyktad 9

Janek kupit zapigcie rowerowe na czterocyfrowy szyfr. lle moze ustawi¢ konfiguracji
szyfru przy zalozeniu, ze

a. cyfry nie moga sie powtarzac,
b. cyfry mogg sie powtarzac?



Rozwigzanie

a. Okreslmy jakie konfiguracje szyfru moze utworzy¢ Janek, nie powtarzajgc cyfr.
Przyktady szyfrow: 1563, 0872, 5467.
Mamy wiec taka sytuacje: jako pierwszg cyfre szyfru Janek moze uzy¢ dowolna
z dziesieciu cyfr. Jako drugg cyfre, moze uzy¢ dowolna z dziewieciu, poniewaz jedna
zostata wykorzystana. Jako trzecig cyfre moze ustawic¢ jedng z o$miu cyfr, a jako
czwarty, jedna z siedmiu. Zatem, korzystajac z reguty mnozenia, zapiszmy
10-9-8-7- = 5040.
Mozemy rowniez skorzysta¢ ze wzoru na liczbe wariacji bez powtorzen, przy czym
n - liczba cyfr w zbiorze: 10,
k - liczba cyfr szyfru: 4.

Podstawiamy liczby do wzoru.

nl 10!  __ 10! _ 78910 __
mn—k)! — @o-4or — 6 — 1 5040

b. Okreslmy jakie konfiguracje szyfru moze utworzyc¢ Janek, jesli zatozymy, ze cyfry

moga sie powtarzac.

Przyktady szyfrow: 1563, 0802, 7777.

Mamy wiec taka sytuacje: jako pierwszg cyfre szyfru Janek moze uzy¢ dowolna

z dziesieciu cyfr. Jako drugg cyfre, moze uzy¢ dowolna z dziesieciu, poniewaz cyfry
moga sie powtarzac. Jako trzecia cyfre moze ustawi¢ jedna z dziesieciu cyfr i jako
czwarty, jedna z dziesieciu. Zatem, korzystajgc z reguty mnozenia, zapiszmy
10-10-10 - 10- = 10000.

Mozemy rowniez skorzysta¢ ze wzoru na liczbe wariacji z powtoérzeniami, przy czym
n - liczba cyfr w zbiorze: 10,

k - liczba cyfr w kodzie szyfru: 4.

Podstawiamy liczby do wzoru.

n* = 10" = 10000

Przyktad 10

TrzydzieScioro najlepszych uczniow wzigto udziatl w loterii zorganizowanej przez szkote.
Kazdej z osob przydzielono pewng liczb¢ od jeden do trzydziestu zgodnie z kolejnoscig
alfabetyczng. Kazdy z uczniow wrzucit do urny karteczke z liczba mu przydzielona.

W loterii sg trzy tury losowania nagrod, przy czym kazda z nich jest inna.

a. lle istnieje mozliwosci wylosowania trzech zwyciezcow przy zatozeniu, ze jedna
osoba moze wygrac nie wiecej, niz jedng nagrode?
(Podpowiedz: po wylosowaniu danego losu, odktadamy go na bok.)

b. Ile istnieje mozliwosci wylosowania trzech zwyciezcow przy zatozeniu, ze jedna
osoba moze wygrac¢ wiecej, niz jedng nagrode?
(Podpowiedz: po wylosowaniu danego losu, wrzucamy go z powrotem do puli.)

Rozwigzanie



W poleceniu podano informacje, ze kazda z nagrod jest inna. Czy jest to istotne? Otoz,
gdyby$my mieli trzy identyczne nagrody, to ciagi, np.: (1, 5, 12), (5, 1, 12)i (12, 1, 5)
byly tozsame, gdyz kolejnoS¢ wyrazow nie miataby znaczenia, bo kazda z wygranych osob
wygrataby to samo. W przypadku roznych nagrod kolejnos¢ ma znaczenie, co wbrew
pozorom utatwia nam obliczenia, poniewaz, nie majac tozsamych ciggoéw, nie musimy ich
odejmowac od wyniku.

a. Okreslmy przyktadowe konfiguracje wygranych losow przy zatozeniu, ze po
losowaniu odktadamy wygrany los na bok.
Przyktady wygranych: (1, 2, 3), (5, 30, 12), (10, 11, 29).
Mamy wiec taka sytuacje: pierwszym wyrazem ciggu moze by¢ dowolna liczba
sposrod trzydziestu zapisanych na losach. Drugim wyrazem ciggu moze by¢ juz jedna
z dwudziestu dziewigciu liczb, poniewaz los pierwszej wygranej osoby zostat
odlozony. Trzecim wyrazem ciggu moze by¢ jedna z dwudziestu o$miu liczb. Zatem,
korzystajac z reguty mnozenia, zapiszmy
30 - 29 - 28 = 24360.
Mozemy rowniez skorzystac ze wzoru na liczbe wariacji bez powtorzen, przy czym
n - liczba oso6b w grupie: 30,
k - liczba wygranych: 3.

Podstawiamy liczby do wzoru.

n! __ __ _ 300 __ 30! __ 282930 __
BT = @3 — e — o1 = 24360

b. Okreslmy przykladowe konfiguracje wygranych losow przy zatozeniu, ze jedna osoba

moze wygrac wszystkie trzy nagrody. To oznacza, ze los wygranej osoby wraca do
puli loséw po kazdym losowaniu.

Przyklady wygranych: (1, 2, 3), (5, 12, 12), (10, 10, 10).

Mamy wiec takg sytuacje: pierwszym wyrazem ciggu moze by¢ dowolna liczba
sposrod trzydziestu zapisanych na losach. Drugim wyrazem ciggu moze by¢ jedna
z trzydziestu liczb, poniewaz los pierwszej wygranej osoby wrocit do puli. Trzecim
wyrazem ciggu moze by¢ rowniez jedna z trzydziestu liczb. Zatem, korzystajac

z reguty mnozenia, zapiszmy

30 - 30 - 30 = 27000.

Mozemy rowniez skorzystac ze wzoru na liczbe wariacji z powtorzeniami, przy czym
n - liczba osob w grupie: 30,

k - liczba wygranych: 3.

Podstawiamy liczby do wzoru.

n* = 30% = 27000

Stownik

reguta mnozenia



regule mnozenia (zasade¢ mnozenia) wykorzystujemy do zliczenia zdarzen
elementarnych dla doswiadczen losowych, ktoére mozna podzieli¢ na etapy; jesli
doswiadczenie losowe mozemy podzieli¢ na dwa etapy i pierwszy etap mozemy wykonac
na x sposobow, zas drugi na y sposobow, to cala czynno$¢ mozemy wykona¢ na x - y
Sposobow

symetryczna moneta

moneta nieobcigzona ani ze strony reszki, ani ze strony orta, prawdopodobienstwo

wyrzucenia orla taka monetg jest rowne prawdopodobienstwu wyrzucenia reszki

. .1
i wynosi 5



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem dotyczacym wykorzystania wariacji bez powtorzen.
Poréwnaj informacje zawarte w filmie z informacjami z filmu w Poleceniu 2.

Film dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D99aA05pl

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy wariancji bez powtérzen.

Polecenie 2

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem dotyczacym wykorzystania wariacji z powtoérzeniami.

Film dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D92aA05pl

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy wariancji z powtérzeniami.



https://zpe.gov.pl/a/D99aA05pl
https://zpe.gov.pl/a/D99aA05pl

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Potacz w pary dziatania oraz odpowiadajgce im wyniki.

41 . 2! 36
3!- 3! 9
= 1
2! 3! 24
5! 1! 72
% 12
= 120
i 48
Cwiczenie 2 ®

lle istnieje czterocyfrowych kodéw sktadajacych sie z réznych cyfr? Zaznacz prawidtowa
odpowiedz.

VS = 1% = 151200

V) =% = 3024

Vio = 4 = 5040

o O O O

Ve = 9 = 60480




Cwiczenie 3 @

lle istnieje liczb trzycyfrowych, sktadajacych sie z cyfr ze zbioru {2, 3, 4, 5, 6}? Zaktadmy,
ze cyfry mogg sie powtarzaé. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O W2=5"=25
O Wi=5"=625
O W =6°=216

O W3 =5=125

Cwiczenie 4
Ocen prawdziwosé ponizszych zdan. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Liczba tréjwyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru szescioelementowego jest o
(] 96 mniejsza niz liczba tréjwyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru
szescioelementowego.

Liczba czterowyrazowych wariacji bez powtoérzen zbioru siedmioelementowego jest
(] 11 razy mniejsza niz liczba czterowyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru
siedmioelementowego.

Wszystkich liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach ze zbioru
(] {1, 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9} jest tyle samo co wszystkich liczb trzycyfrowych
sktadajacych sie z cyfr ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.

Wszystkich liczb pieciocyfrowych jest wiecej niz liczb pieciocyfrowych ztozonych
z roznych cyfr.

Liczba jednowyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru piecioelementowego jest
(] réwna liczbie jednowyrazowych wariacji z powtdérzeniami zbioru
piecioelementowego.



Cwiczenie 5

lle istnieje czterocyfrowych liczb ztozonych z réznych cyfr? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() 4336

(O 5200

() 4536

() 5040

Cwiczenie 6

Oblicz liczbe wszystkich mozliwych kodéw w podanych przypadkach, a nastepnie uporzadkuj
je w kolejnosci rosnacej.

Kod moze sktadac sie z trzech dowolnych cyfr, ale cyfry nie moga sie powtarzac. =

Kod moze sktadac sie z czterech cyfr od 7 do 9 i cyfry mogg sie powtarzac. =
Kod moze sktadac sie z czterech parzystych cyfr i cyfry moga sie powtarzad. =
Kod moze sktadac sie z trzech cyfr od 1 do 7 i cyfry mogg sie powtarzac. =



Cwiczenie 7

Uzupetnij ponizsze zdania tak, aby byty zdaniami prawdziwymi. Kliknij w luke, aby rozwing¢
liste i wybierz wtasciwa odpowiedz.
*Zaktadamy, ze stowo to cigg liter majacy sens lub nie.

Z szesciu roznych liter mozemy, przy zatozeniu, ze w stowie nie moze by¢ dwadch takich

______________

\125”256”36“300”48”100“56”360”128”144”42”120”512]




Cwiczenie 8

Szyfr do sejfu sktada sie z dwoch blokow. Pierwszy blok sktada sie z trzech liter ze zbioru
{a, b, ¢, d, e, f, g, h}, adrugizczterech cyfr ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Odpowiedz
na ponizsze pytania.

a. lle wszystkich takich szyfrow mozna utozyc, gdy litery i cyfry nie moga sie powtarzac?
b. lle wszystkich takich szyfrow mozna utozy¢, gdy litery i cyfry mogg sie powtarzac?

c. lle wszystkich takich szyfrow mozna utozyc, gdy litery nie moga sie powtarzaé, a cyfry
moga3 sie powtarzac?

Cwiczenie 9 @
Oblicz, ile istnieje parzystych liczb pieciocyfrowych, ktére sg podzielne przez 5:

a. jezeli cyfry w tej liczbie nie mogg sie powtarzac,

b. jezeli cyfry w tej liczbie mogg sie powtarzac,

c. jezeli cyfry w tej liczbie nie mogg sie powtarzac oraz liczba ta jest mniejsza niz 5000.



Dla nauczyciela

Autor: Adam Jackowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wariacje bez powtorzen i z powtorzeniami - poréwnanie

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

XlI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajacych okreslone kryteria,

z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzoréw na liczbe: permutacji,
kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych rozwazenia ztozonego modelu
zliczania elementoéw;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje w zakresie wielojezycznosci;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

 opisuje roznice pomiedzy dwoma rodzajami wariaciji,

 rozroznia sytuacje, w jakich nalezy stosowac¢ wariacje z powtorzeniami, a w jakich
wariacje bez powtorzen,

» wykorzystuje wzory na liczbe wszystkich mozliwych wariacji w zadaniach.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja,



e burza mozgow,
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem medium bazowego i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do internetu, stuchawki;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg zajeé:

Faza wstepna

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna

1. Nauczyciel dzieli uczniow na dwie grupy. Grupa pierwsza analizuje materiat dotyczacy
wariacji z powtorzeniami. Druga grupa analizuje materiat dotyczacy wariacji bez
powtorzen. Grupy positkuja sie¢ odpowiadajacymi zakresowi materialu animacjami.

2. Nastepnie z kazdej grup wybierani sa dwaj eksperci, ktorzy referuja zagadnienie na
forum klasy, wyjasniajg watpliwosci cztonkom grupy przeciwnej, odpowiadaja na
pytania.

3. Eksperci prezentujg przyklady 8, 9 oraz 10 zwracajagc uwage na roznice pomiedzy
wariacjami. Nauczyciel uzupelnia w razie potrzeby wyjasnienia ekspertow.

4. Uczniowie w parach przy wsparciu ekspertow rozwiazuja ¢wiczenia 3-7 w sekcii
»Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy, ktore pojawity sie podczas rozwiazywania
¢wiczen interaktywnych.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, w tym prace ekspertow.

Praca domowa:
Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 1, 2, 8, 9 w sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:



» Liczba wszystkich k-elementowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego
» Wariacje bez powtorzen

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje na lekcjach poswieconych wariacjom.


https://zpe.gov.pl/a/wprowadzenie/DHyPikJyV
https://zpe.gov.pl/a/wprowadzenie/D1LHbNPxQ

