Wielokaty na powierzchni kuli

« Wprowadzenie
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Na globusie ukiad rownoleznikow i potudnikow tworzy siatke, ktorej elementami sg
wielokaty. Na pilce noznejlub innych kulistych przedmiotach tez mozemy dostrzec
wielokaty, jak na ponizszych zdjeciach.
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Zrédto: Konstantin Evdokimov, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

Czy tworzac wielokaty na sferze mozemy postugiwac sie wiedzg o wielokatach na
plaszczyznie?

Podczas tejlekcji zajmiemy si¢ wielokatami na powierzchni kuli. Material zawarty w tej
lekcji jest materialem nadobowigzkowym, wiec jesli nie interesuje Cie ta tematyka, mozesz
po prostu lekcje pomingc.

Twoje cele

Przypomnisz wiadomosci o wielokatach na plaszczyznie.

Narysujesz wybrane wielokaty na sferze i zbadasz ich wtasnosci.

Poréwnasz wlasnosci niektorych znanych Ci wielokatow na ptaszczyznie i na sferze.
Odkryjesz nowe dla siebie figury, z ktérymi nie spotkates sie na lekcjach planimetrii.




Przeczytaj

Przypomnijmy sobie podstawowe wiadomosci o wielokatach na ptaszczyznie.

Wielokat to figura ptaska ograniczona linig famang zamknieta, zazwyczaj jest to tamana
zwyczajna (czyli taka, ktorej odcinki nie przecinajq sig, to znaczy nie majg punktow
wspolnych poza wierzchotkami). Boki tej tamanej nazywamy bokami wielokata, zas jej
wierzchotki nazywamy wierzchotkami wielokata.

Przykladami wielokatow sg trojkaty, kwadraty, prostokaty, wielokaty foremne, wielokaty
nieforemne.

Krotko przypomnijmy podstawowe wiasnosci o trojkgtach i czworokatach.

Trojkat
Przyktad 1

Trojkat to najmniejsza figura wypukta i domknieta, zawierajagca pewne trzy ustalone
i niewspolliniowe punkty ptaszczyzny.

Odcinki tworzace tamang nazywamy bokami, punkty wspolne sgsiednich bokow
nazywamy wierzchotkami trojkgta. Kazdy trojkat jest jednoznacznie wyznaczony przez
swoje wierzchotki.

a. Jakie znamy klasyfikacje trojkatow?
b. Jakie znamy podstawowe wiasnosci trojkgta?

Rozwigzanie:

a. Ze wzgledu na boki trojkaty dzielimy na: rownoboczne, rownoramienne
i roznoboczne.
Ze wzgledu na katy trojkaty dzielimy na: ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne.
b. W kazdym trojkacie suma miar kgtow wewnetrznych miedzy bokami jest rowna 180°
. Boki kazdego trojkata spetniajg tzw. nierdwnos¢ trojkata, ktora mowi, ze suma
dtugosci dwoch dowolnych bokéw trojkata jest wieksza od dlugosci trzeciego boku.

Czworokat

Przyktad 2
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Czworokat to wielokat ptaski o czterech bokach. Czworokat posiada dwie przekatne - sa

to odcinki, z ktorych kazdy tgczy dwa niesgsiednie wierzchotki czworokata.

a. Jakie czworokaty znamy?

b. Jakie wlasnosci wymienionych czworokatéw znamy?

Rozwigzanie:

a. Wérod czworokgtow najczesciej mowimy o kwadratach, prostokatach,

rownoleglobokach, rombach, trapezach, rzadziej o deltoidach i czworokatach,

w ktorych nie widac¢ zadnej regularnosci.

b. Suma miar katow wewnetrznych w kazdym czworokacie jest réwna 360°.

W ponizszej tabeli zebrane sa podstawowe wtasno$ci wymienionych czworokatow:

czworokat

kwadrat

prostokat

rownoleglobok

romb

trapez

przeciwlegle przeciwlegle

boki

rowne
i rownolegte

rowne
i rownolegte

rowne
i rownolegte

rowne
i rownolegte

przynajmniej
jedna para
bokow
rownolegtych

katy

rowne

rowne

rowne

rowne

rozne

przekatne

rowne, przecinaja
sie pod katem
prostym, dzielg si¢
na potowy

rowne, punkt
przeciecia dzieli je
na potowy

punkt przeciecia
dzieli je na potowy

przecinajg sie pod
katem prostym,
dzielg sie na potowy

brak cech
charakterystycznych

inne wlasno$

wszystkie boki
rowne,
wszystkie katy
proste

wszystkie katy
proste

suma katow
przylegtych dc
jednego boku
jest rowna 180

wszystkie boki
rowne, suma
katow
przylegtych dc
jednego boku
jest rowna 180

suma katow
przylegtych dc
kazdego

z bokow
nieréownolegly
jest rowna 180
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czworokat przemw.eg € przeciwlegle przekatne inne wlasnos
boki katy
dwa przecinajg sie pod .
. ) , katem prostym, dwie pary
, rozne, nie s3 | rowne, o Lo
deltoid , punkt przeciecia sasiednich
rownolegle dwa o . .
. dzieli jedng z nich bokow rownyc
rozne
na potowy
Wielokat foremny
Przyktad 3

Wielokat foremny to wielokat, ktory ma wszystkie katy wewnetrzne rowne i wszystkie
boki rownej dlugosci.

Jakie wlasnosci wielokatow foremnych znamy?
Rozwigzanie:

Suma miar katow wewnetrznych w wielokacie foremnym o n bokach jest rowna
180° - (n — 2). Miare kagta wewnetrznego wielokgta foremnego o n bokach mozna
obliczy¢ dzielac sume miar katow wewnetrznych przez liczbe tych katow n.

Przed przystgpieniem do dalszej pracy postawmy nastepujace problemy:

Czy na powierzchni kuli mozna skonstruowac wszystkie z wymienionych wielokatow?
Jakie majg wlasnosci?

Badaniem tych zagadnien zajmiemy sie podczas tejlekciji. W tej lekcji nie ma gotowych
przykladow dotyczacych wielokatéw na sferze. Wiedze odkryjesz prowadzac wlasng prace
badawcza z roznymi narzedziami badawczymi.

Stownik

wielokat

figura plaska ograniczona linig tamang zamknietg, zazwyczaj jest to lamana zwyczajna
trojkat

wielokat o trzech bokach

czworokat
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wielokat ptaski o czterech bokach

wielokat foremny

wielokat, ktory ma wszystkie katy wewnetrzne rowne i wszystkie boki rownej dtugosci

sfera

powierzchnia kuli



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem edukacyjnym, a nastepnie rozwigz postawione w nim problemy.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DOYIXYguf

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejwielokatow na powierzchni kuli.

Polecenie 2

Zaznacz na powierzchni swojej kuli trzy punkty tak, aby nie lezaty one na tym samym okregu
wielkim oraz aby zadne dwa z nich nie byty punktami biegunowymi dla jakiego$ okregu
wielkiego. Potacz je odcinkami sferycznymi, czyli tukami zawartymi w sferycznych prostych.

Czy otrzymana figura jest wielokagtem?

Dlaczego tak lub dlaczego nie?

lle ma bokoéw?

Jak mozesz nazwac te figure uwzgledniajac liczbe bokéw?

Uzasadnij uzycie wybranej przez Ciebie nazwy.

Wskaz wnetrze i zewnetrze figury. Co powiesz o tych obszarach?


https://zpe.gov.pl/a/DOYIXYguf

Polecenie 3

A co powiesz o takim potaczeniu trzech punktéw na powierzchni kuli?

a. Uzyskaj taka figure postugujac sie swoja kula, zapoznaj sie z nig ze wszystkich stron
i odpowiedz na pytanie: Czy otrzymana figura jest tréjkagtem? Dlaczego tak lub dlaczego
nie? Wskaz wnetrze tego wielokata, a takze jego katy wewnetrzne.

b. Zastanow sie: czy to mozliwe, aby te same trzy wierzchotki wyznaczaty dwa rézne
trojkaty sferyczne? A czy jest to mozliwe na ptaszczyznie?

Zapamietaj:

Aby unikna¢ niejednoznacznosci w obliczeniach (np. przy wyznaczaniu sumy miar katow
wewnetrznych trojkata sferycznego), rozwigzujgc problemy, rozwazamy zawsze tzw. trojkaty
Eulera, czyli takie, w ktérych miary katoéw sa nie wieksze niz 180°.



Polecenie 4

1. Zbuduj na sferze trzy trojkaty: niech pierwszy bedzie zawarty w drugim, a drugi w trzecim.

2. Przy pomocy swojego ,katomierza” oszacuj miary katow wewnetrznych wszystkich
trojkatow i oblicz sumy tych miar dla kazdego z trojkatéw. Poréwnaj wyniki obliczen.

3. Sprobuj wyjasni¢, dlaczego masz takie wtasnie wyniki swojego doswiadczenia.

4. Jak myslisz, jaka jest najmniejsza suma miar katéw wewnetrznych tréjkata sferycznego?
Jaka najwieksza? Uzasadnij swoje stwierdzenia.

Zapamietaj odkrytg przez siebie wiedze:

1. suma miar katow wewnetrznych w trojkacie sferycznym nie jest stata,
2. suma miar katow wewnetrznych w trojkacie sferycznym jest wieksza od 180°.

Polecenie 5
Zbuduj na swojej sferze czworokat, ktéry posiada wszystkie wtasnosci, jakie posiada kwadrat

na ptaszczyznie. Pamietaj, ze wierzchotki czworokata powinny by¢ potaczone tukami, ktére sa
krotszymi fragmentami okregéw wielkich. Opisz swoj sposob konstrukgji.

Czy przeciwlegte boki skonstruowanego czworokata sg rownolegte? Uzasadnij swoja
odpowiedz.

Zmierz katy skonstruowanego czworokata. Czy wszystkie katy sg proste? Czy moga by¢
proste? Odpowiedz uzasadnij.

Zapamietaj odkrytg przez siebie wiedze:
Na sferze nie mozna skonstruowac¢ kwadratu, ale mozna skonstruowac czworokat foremny
o wszystkich bokach réwnych i wszystkich katach rownych, ale nie prostych.

Polecenie 6

Zmierz przekatne skonstruowanego czworokata i katy, pod jakimi przekatne przecinajg sie. Na
jakie czesci dzieli kazda z przekatnych punkt ich przeciecia?




Polecenie 7

Skonstruuj na kartce papieru dwie potproste o wspdlnym poczatku. Czy te dwie potproste
“spotkaja sie” w jakim$ innym punkcie, jesli bedziesz przedtuzac je w nieskoriczonosc¢?

Dwie potproste o wspdlnym poczatku dzielg ptaszczyzne na dwie czesci. Opisz “ksztatty”
i “rozmiary” tych czesci.

Mozna powiedzie¢ jezykiem potocznym, ze wielokat to “zamknieta” figura, a jej bokami sg
odcinki. Wyjasnij, czy mozliwe jest skonstruowanie na ptaszczyznie wielokata o dwoch
bokach.

Polecenie 8

Zaznacz na sferze punkt i skonstruuj zaczynajace sie w tym punkcie dowolne tuki dwéch
réznych okregéw wielkich. Przedtuz skonstruowane tuki. Czy “spotkaja sie” one ponownie
w jakim$ punkcie?

Y (S
|

Dwa tuki o wspdélnym poczatku dzielg sfere na dwie czesci. Opisz “ksztatty” i “rozmiary” tych

czesci. Czy ktoéras z czesci, na ktore skonstruowane tuki podzielity sfere, jest wielokgtem? Jesli

tak, to jak mozna nazwac ten wielokat?

Polecenie 9

Zmierz katy dwukata i opisz ich wtasnosci. Zmierz boki dwukata i opisz ich wtasnosci.

Zapamietaj odkrytg przez siebie wiedze:
Na sferze istniejg figury geometryczne, ktore nie istnieja na plaszczyznie. Jedng z takich
figur jest dwukat.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Czy na sferze mozna zbudowac tréjkat o dwoch katach prostych? A o trzech katach prostych?

Uzasadnij swojg odpowiedz, podajac przyktady takich tréjkatéw lub wykazujac, ze nie mozna
ich zbudowac.

Cwiczenie 2 @)

Juz wiemy z poprzednio wykonanych doswiadczen, ze na sferze nie mozna skonstruowac
kwadratu, ale mozna skonstruowac czworokat foremny. Zastanéw sie nad mozliwoscia
skonstruowania na sferze innych znanych Ci czworokatéw i uzupetnij ponizszy tekst:

Prostokat ! by¢ skonstruowany na sferze, poniewaz: , a
Romb | by¢ skonstruowany na sferze, poniewaz ,
Trapez | by¢ skonstruowany na sferze, poniewaz: ,a

__________________________________________

moze ’ ‘ moze ’ ‘ nie moze ’ ‘ posiada wszystkie boki réwne ’

na sferze nie istnieje réwnolegtosc ’ ‘ nie moze ’ ‘ na sferze nie istnieje réwnolegtosc

ma wszystkie katy proste ’ ‘ na sferze nie istnieje réwnolegtos¢ ’

posiada dwie pary bokéw réwnolegtych ’ ‘ moze ’ ‘ nie moze ’

posiada dwie pary bokéw réwnolegtych ’

posiada przynajmniej jedng pare bokéw réwnolegtych ’




Cwiczenie 3 @

Wykonaj odpowiednie do$wiadczenia i przyporzadkuj kazdemu z ponizszych zdan wartosc
Prawda lub Fatsz:

Zdanie Prawda Fatsz

Mozna skonstruowac
czworokat sferyczny, ktéry
ma doktadnie trzy katy O O
proste.

Nie mozna skonstruowac
czworokata sferycznego,
ktéry ma doktadnie dwa O O
katy proste, a pozostate
dwa katy sa przystajace.

Nie mozna skonstruowac
czworokata sferycznego,
, O O
ktory ma cztery katy
o mierze 120° kazdy?

Cwiczenie 4

Zbadaj, jaka jest suma katéw wewnetrznych w sferycznym czworokacie foremnym i wskaz
wszystkie prawidtowe odpowiedzi:

(] jest mniejsza od 360°
[ ] niejest stata
(] zawiera sie w przedziale (360°, 720°)

[ ] jestwieksza od 360°

Cwiczenie 5

Narysuj na sferze dwa okregi wielkie. lle roztgcznych dwukatéw powstato? Ustal, czy ktéres
z utworzonych dwukatow sg przystajace. Czy mozesz narysowac takie dwa okregi wielkie, aby
wszystkie powstate dwukaty byty przystajace?



Cwiczenie 6

Wielokat jest wielokgtem foremnym, jesli wszystkie jego boki majg te samg dtugosé i wszystkie
jego katy maja te samg miare. Czy dwukat sferyczny jest wielokgtem foremnym? Uzasadnij
swoj wniosek.

Cwiczenie 7 @

Zbadaj na ptaszczyznie i na sferze nastepujgce zagadnienie: Czy trojkat i czworokat mogg miec
taka sama sume katéw wewnetrznych? Swojg odpowiedz uzasadnij.



Cwiczenie 8 @

Zbadaj na ptaszczyznie i na sferze nastepujace zagadnienie: Dany jest wielokat foremny,
ktorego kazdy kat ma miare 120°. Jaki to moze by¢ wielokat?
Przeciagnij w odpowiednie miejsca nazwy odpowiednich wielokatéw, pogrupuj je.

Wielokat foremny, ktérego kazdy kat ma miare 120°:

Na ptaszczyznie

pieciokat foremny sferyczny

osmiokat foremny na
ptaszczyznie

Na sferze pieciokat foremny na

ptaszczyznie

osmiokat foremny sferyczny ’

trojkat rownoboczny na
Nie istnieje ptaszczyznie

szesciokat foremny sferyczny ’

dwukat

szeSciokat foremny na
ptaszczyznie

kwadrat na ptaszczyznie ’

czworokat foremny sferyczny ’

trojkat rownoboczny sferyczny ’

Cwiczenie 9 @
(dla 0s6éb o zamitowaniach artystycznych)

Mowimy, ze mozliwe jest pokrycie powierzchni dang figura, jesli figura i jej kopie pokrywaja
cata powierzchnie nie pokrywajac sie wzajemnie w zadnym fragmencie i nie pozostawiajac
obszaréw pustych. Takie pokrycie nazywane jest mozaika. Jesli figura jest wielokatem
foremnym, mozaike nazywamy regularna. Wykorzystaj swojg wiedze o wielokatach, aby
znalez¢ regularne mozaiki na sferze.



Dla nauczyciela

Autor: Anna Rybak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wielokaty na powierzchni kuli

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne;

3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wiasnosci;

4) korzysta z wlasnosci katow i przekatnych w prostokatach, rownolegtobokach, rombach
i trapezach.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» poglebia wiadomosci o wielokgtach na plaszczyznie;

» bada wtasnosci wielokatow na sferze;

» porownuje wlasnosci wielokatow na ptaszczyznie i na sferze;

» odkrywa wielokaty, ktore istnieja na sferze, a nie istniejg na ptaszczyznie.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
e strategia czynnoSciowego nauczania matematyki;



strategia poroOwnawcza.

Metody i techniki nauczania:

metoda problemowa;
burza mozgow;
dyskusja;
eksperyment;
¢wiczenia.

Formy pracy:

praca indywidualna;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputer z dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

kulki styropianowe, owoce kuliste, zakretki do butelek, wykataczki, igty lub szpilki.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Wielokaty na powierzchni kuli”, wskazuje

cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z materiatem z sekcji ,,Przeczytaj’, przypominajac wiadomosci

o wielokgtach na ptaszczyznie.

2. Uczniowie ogladaja film z sekciji ,Film edukacyjny”, na podstawie ktorego uczg sie

tworzy¢ wielokaty na powierzchni kuli i przygotowuja przyrzad do mierzenia katow na
sferze.

3. Nastepnie wykonuja polecenia z tej sekcji, wykonujac eksperymenty i odkrywajac nowg

dla siebie wiedze dotyczacg trojkatow i czworokatow sferycznych i odkrywajac dwukat
na sferze. Dyskutujg o swoich odkryciach.

4. Uczniowie samodzielnie wykonuja ¢wiczenia z sekcji Sprawdz sie (z wyjatkiem

Cwiczenia 9), a nastepnie w dyskusji podsumowuja swoje wyniki.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytania: Co byto w lekcji trudne? Co byto w lekcii

interesujace? Odnosi sie do elementow wskazanych jako trudne.



2. Uczniowie krotko podsumowuja swoje osiagniecia, rozwijajac zdanie: Na dzisiejszych
zajeciach najwazniejsze dla mnie byto...

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja Cwiczenie 9 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

o Wielokaty, ich wtasnosci i rodzaje
» Wielokaty foremne
» Rodzaje czworokatow i ich wlasnosci

Wskazowki metodyczne:

» Najwazniejsza w tejlekcii jest praca wlasna uczniow z réoznymi (w tym manualnymi)
pomocami dydaktycznymi), formutowanie przez nich wnioskow i argumentowanie
poprawnosci tych wnioskow - zgodnie ze strategia czynnoSciowego nauczania
matematyki. Rola nauczyciela ogranicza si¢ do inspirowania uczniéw do prowadzenia
pracy badawczeji odkrywania wiedzy oraz wspierania w momentach dla uczniow
trudnych. Najwieksza wartoscig tejlekcji bedzie samodzielne odkrycie przez uczniow
nowejwiedzy.

« film edukacyjny mozna wykorzystac jako przyktad w kazdej sytuaciji, gdy chcemy
zachecic¢ uczniow do przygotowywania nietypowych pomocy dydaktycznych, ktore
beda im stuzyly jako narzedzia ich pracy badawcze;j.
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