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Zrédto: Jingming Pan, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Graniastostup prawidlowy czworokatny jest brylg czesto wykorzystywana w zyciu
codziennym.

Czy jego ksztatt moze mie¢ akwarium, szafa, albo pokdj w ktorym przebywasz?
Ile wazy pudelko, w ktore bedziemy mogli zapakowac¢ dany przedmiot?

Jakie rozmiary ma kilogramowa sztabka ztota, ktérej krawedz podstawy jest trzy razy
dtuzsza od krawedzi bocznej?

Ile wazy powietrze zamkniete w szafie?
To tylko niektore z pytan, na ktore odpowiedz skrywa ten temat.

Twoje cele

» Wykorzystasz wiedz¢ o graniastostupie prawidlowym czworokatnym do
rozwigzywania zadan z kontekstem realistycznym.

e Przeanalizujesz tre$¢ zadania z kontekstem realistycznym i zbudujesz do niego
matematyczny model.




Przeczytaj

Na poczatku przypomnijmy definicje, wlasnosci i wzory, ktore beda przydatne podczas
rozwigzywania zadan w tym materiale.

Definicja: Graniastostup prawidtowy czworokatny

Graniastostup prawidlowy czworokatny to graniastostup prosty, ktérego podstawq jest
czworokat foremny, czyli kwadrat.

Ma szes$¢ Scian, osiem wierzchotkow oraz dwanascie krawedzi.

Dla graniastostupa prawidtowego czworokatnego o dtugosci krawedzi podstawy a oraz
wysokoS$ci h prawdziwe sa nastepujace wzory:

Objetosc
V =a’h
Pole powierzchni catkowietej
P. = 2a® + 4ah
Pole powierzchni bocznej
P, = 4ah

Dtugos¢ przekatnej graniastostupa
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Dlugosc¢ przekatnej podstawy
p=av2

W zadaniach z kontekstem praktycznym mamy czesto do czynienia z takimi wielkosciami
jak gestos¢ materiatu, gramatura papieru czy wydajno$¢ urzadzenia. Niezawodnym
sposobem na wydedukowanie tego, jakim wzorem obliczana jest dana wielkoS¢, jest
zwrocenie uwagi na jednostke, w jakiej jest wyrazana. I tak, jezeli wydajnos¢ wentylatora
podana jest w [ng} oznacza to, ze aby jg wyliczy¢, nalezy podzieli¢ objeto$¢ pomieszczenia
(w metrach szeSciennych) przez czas, w ktorym zostanie wymienione cate powietrze z tego
pomieszczenia (w godzinach).

Przyktad 1

Projekt hali sportowej zaktada, ze bedzie ona graniastostupem prawidtowym
czworokatnym o krawedzi podstawy 80 m i wysokosci 20 m. Planowane jest
zamontowanie 20 wentylatorow, ktore wymienig powietrze w catejhali w ciggu 40 minut.
Jaka musi by¢ wydajno$¢ takich wentylatoréw wyrazona w metrach sze$ciennych na
godzing?

Rozwiazanie
Objetos¢ tej hali wynosi V' = 80 - 80 - 20 = 128000 [m?].

Na jeden wentylator przypada %800 = 6400 [m?’] powietrza.

Chcemy, aby jeden wentylator wymienit 6400 [m?’] w ciggu 40 minut czyli % h.

Jego wydajnos¢ musi wynosié #£0 = 6400 § = 9600 {mT]

Odpowiedz
Wydajnosc¢ jednego wentylatora musi wynosi¢ 9600 mT3
Przyktad 2

Jakie wymiary ma jednokilogramowa sztabka czystego ztota w ksztalcie graniastostupa
prawidlowego czworokatnego, ktorego krawedz podstawy jest trzy razy dtuzsza od
wysokosci? Wykonaj obliczenia wiedzgc, ze gestosS¢ ztota wynosi 19300 %. Wynik

przybliz do catosci milimetrow.

Rozwigzanie
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7 gestoéci ztota dowiadujemy sie, ze 1 m® tego kruszcu wazy ponad 19 ton. Chcac
obliczy¢ wymiary jednokilogramowej sztabki, zamieniamy jednostke na kilogram na
milimetr szeScienny.

= 19300 <% = 19,3 —£- = 10,0193 - = 0,0000193 =+
Z definicji gestosci wynika, ze: V- = 2.
Obliczamy objetos¢ jednokilogramowej sztabki ztota
V = Gxoootes ~ 51813 [mm?].

Objetosc¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi podstawy 3z
i wysokosci « wyraza sie wzorem 3z - 3z - x = 9>, zatem:

92° ~ 51812 [mm®
z® ~ 5757 [mm?]

z ~ 18 [mm)]

3z ~ 54 [mm].
Odpowiedz

Jednokilogramowa sztabka czystego ztota opisana w zadaniu po przyblizeniu do calosci
milimetrow ma wymiary 54 mm X 54 mm x 18 mm.

Przyktad 3

Do pudetka w ksztalcie graniastostupa prawidtowego czworokgtnego o wysokosci 4 cm,
po przekatnej chcemy zapakowac otowek o dtugosci 12 cm. Ile wazy takie pudetko
zbudowane z papieru o gramaturze 300 %?

Rozwigzanie

Szukamy takiej dtugosci a krawedzi podstawy, dla ktorej zachodzi rownos¢
12 = /2a® + 42,

Rozwigzujac to rbwnanie, otrzymujemy:

144 = 2a* + 16

a’® = 64

a = 8 [cm].



Nastepnym krokiem jest obliczenie pola powierzchni catkowitejtego pudetka:
P.=2-8+4-8-4=128+128 = 256 [cm?],

256 cm? = 0,0256 m?.

Waga tego pudetka bedzie wynosita

300 - 0,0256 = 7,68 [g].

Odpowiedz:

Opisane pudetko wazy 7, 68 g.

Przyktad 4

Pan Adam dysponuje pretem o dtugosci 280 cm. Planuje caly ten pret pocig¢ na czesci
tak, aby otrzymac wszystkie dwanascie krawedzi potrzebnych do zbudowania stelazu
szafki w ksztalcie graniastostupa prawidlowego czworokgtnego. Dodatkowo obliczyl, ze,
aby szafka miata odpowiednia wage, kazda jej Sciana boczna musi mie¢ pole powierzchni
rowne 500 cm?. Jakie wymiary bedzie miata szafka zbudowana przez pana Adama? Czy
jest tylko jeden zestaw wymiaroéw spetniajacy zadane warunki?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez a dlugos¢ krawedzi podstawy garniastostupa prawidtowego
czworokatnego, natomiast przez h dlugo$¢ krawedzi bocznej. Wtedy, korzystajac

z danych z zadania otrzymujemy dwie zaleznoS$ci. Sg to dwa réwnania z dwiema
niewiadomymi, zatem mozemy polgczyc¢ je w uktad rownan, a nastepnie rozwigzac go.

{ah = 500

4h + 8a = 280

Z drugiego rownania wyznaczamy jedng zmienng
4h = 280 — 8a

h =170 —2a

i podstawiamy ja do pierwszego réwnania:

a(70 — 2a) = 500.

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe z jedng niewiadomg a. Warto w tym momencie
wyznaczy¢ dziedzine dla a. Z jednej strony dtugos¢ krawedzi podstawy musi by¢ liczbg
dodatnia. Z drugiej strony nie moze by¢ zbyt duza, poniewaz po odcieciu oSmiu



krawedzi podstawy musi zostac jeszcze dodatnia czeS¢ preta na krawedzie boczne.
Ograniczenie od gory wyznaczamy rozwiazujac nier6wnosc:

h>0

70 —2a >0

a < 35.

Zatem dziedzing rownania jest zbior (0, 35).
Wré¢my do rozwigzywania rownania:

70a — 24 = 500

a’ — 35a + 250 = 0

A= (—35)7—4-1-250 =225

ay = 3525 _ 95

35—v225 __
5.1 = 10.

a9 —

Obie liczby nalezg do wczesniej wyznaczonej dziedziny, a wiec mamy dwa zestawy
wymiarow spetniajagce warunki zadania:

a=25orazh=70—-2-25=20
lub
a=10orazh =70 —2-10 = 50.
Odpowiedz:

Szafka spelniajgca warunki postawione przez pana Adama ma wymiary
25 cm x 25 cm X 20 cm lub 10 cm X 10 cm x 50 cm.

Stownik
graniastostup prosty

graniastostup, w ktorym wszystkie krawedzie boczne sg prostopadie do podstaw, a wiec
wszystkie Sciany boczne sg prostokgtami

gestosc

stosunek masy pewnejiloSci substancji do zajmowanej przez nig objetosci:
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gramatura papieru

masa wyrobu papierniczego wyrazona w gramach na metr kwadratowy



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem edukacyjnym, a nastepnie rozwigz ponizsze zadania.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D5AsptRWt

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej graniastostupow.

Polecenie 2

Z drewnianych stupkéw w ksztatcie graniastostupow prawidtowych czworokatnych
o krawedzi podstawy 2 cm zbito stelaz wiekszego graniastostupa prawidtowego
czworokatnego o wymiarach zewnetrznych 15 cm x 15 cm x 30 cm. Gestosé uzytego

materiatu wynosi 650 %. Oblicz wage catej konstrukgciji.
Polecenie 3

Marek planuje zbudowac¢ akwarium w ksztatcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego.
Chce, aby zmiescito sie w nim 200 litréw wody i aby zuzy¢ na nie 185 dm? tafli szkta.
Akwarium ma cztery szklane sciany i podstawe, od gory jest otwarte. Oblicz, jakie wymiary

w decymetrach ma takie akwarium wiedzac, ze sg one liczbami wymiernymi.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

O

Dopasuj wielko$¢ zwigzang z graniastostupem prawidtowym czworokatnym, ktérej uzyjesz
rozwigzujac zadanie do podanego kontekstu praktycznego.

llos¢ farby potrzebnej do pomalowania
$cian w pokoju.

Najdtuzszy kij wtozony do szafy.

llos¢ powietrza w pomieszczeniu.

taczna dtugosé listewek potrzebnych
na stelaz szafki.

llos¢ kartonu potrzebnego do
zbudowania pudetka.

Suma dtugosci krawedzi S = 4h + 8a

Pole powierzchni bocznej P, = 4ah

Dtugos¢ przekatnej graniastostupa
d = /2a® + h?

Pole powierzchni catkowitej
P. = 2a% + 4ah

Objetoé¢ V = a2h



Cwiczenie 2 @)

lle wazy powietrze znajdujace sie w szafie w ksztatcie graniastostupa prawidtowego
czworokatnego o podstawie 60 cm i wysokos$ci 2 m? Na poziomie morza w temperaturze

20° C powietrze suche ma gestos¢ okoto 1, 2 %gg'. Zatézmy, ze powietrze i umiejscowienie
szafy spetnia warunki z poprzedniego zdania.

O 6kg
O 0,864 kg
() 8,64 kg

O 0,6 kg

Cwiczenie 3

Janek planuje zbudowac karmnik dla ptakéw w ksztatcie graniastostupa prawidtowego
czworokatnego o wysokosci 30 cm. Zaczyna od zbudowania stelaza z listewek - wszystkich
dwunastu krawedzi bryty, ktére w nastepnej kolejnosci obije deskami. Jest w posiadaniu 3
metréw biezacych listewki, ktérej musi wystarczy¢ na wszystkie krawedzie, ale nie musi
catosci wykorzystaé. Jakie moze byc pole podstawy tego karmnika? Zaznacz wszystkie
poprawne odpowiedzi.

(] 300 cm?
(] 625 cm?
10000 cm?
900 cm?

400 cm?

O o o o

484 cm?



Cwiczenie 4

Ania ma pokodj w ksztatcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego metraz
podtogi wynosi 16 m?. Planuje pomalowa¢ do pewnej réwnej wysokosci wszystkie $ciany

w swoim pokoju zaczynajac malowanie od dotu. Posiada 2 litry farby o wydajnosci 12 mT2 Na
jaka maksymalng wysokos¢ Ania zdota pomalowac $ciany?

O 1,5m

O 0,375m

() 0,6m

() 0,75 m

Cwiczenie 5

Jacek ma pudto z papieru w ksztatcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego
o wymiarach 15 cm X 15 cm x 40 cm, ktére wazy 71, 25 g. Jaka jest gramatura papieru,
z ktérego pudto zostato wykonane?

Cwiczenie 6

Czy pret o dtugosci 5,8 dm zmiesci sie do zamykanego pudetka w ksztatcie graniastostupa
prawidtowego czworokatnego o wysokosci 2 dm i polu powierzchni catkowitej rownej
64 dm?? Odpowiedz uzasadnij.

Cwiczenie 7 @

Pracownicy ZOO planujg wykonanie szklanego pomieszczenia dla jaszczurek w ksztatcie
graniastostupa prawidtowego czworokatnego. Przez przekatng catego pomieszczenia chca
przeprowadzi¢ prosty kij dtugosci 9 m, aby zwierzaki mogty swobodnie sie po nim
przechadza¢. Dodatkowo obliczyli, ze wytrzymatosé szkta przy planowanej grubosci bedzie
odpowiednia, jezeli pole powierzchni jednej éciany bocznej bedzie réwne 18 m?. Aby
pomieszczenie byto wygodne w uzyciu, dtugos$¢ krawedzi podstawy powinna by¢ wieksza niz
dtugosc¢ krawedzi bocznej. Jakie wymiary bedzie miato pomieszczenie?



Cwiczenie 8 @

Pan Cezary dysponuje cienka listewka o dtugosci 52 cm. Planuje catj te listewke pocigé na
czesci tak, aby otrzymac wszystkie dwanascie krawedzi potrzebnych do stelaza pudetka

w ksztatcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego. Chce, aby pudetko miato objetosé
63 cm?®, a krawedz podstawy byta mniejsza niz 5 cm. Jakie wymiary bedzie miato pudetko
zbudowane przez pana Adama? Czy jest tylko jeden zestaw wymiaréw spetniajgcy zadane
warunki?



Dla nauczyciela

Autor: Bartlomiej Cymbalista

Przedmiot: Matematyka

Temat: Graniastoslup prawidlowy czworokatny - zadania z kontekstem realistycznym
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemow
praktycznych i teoretycznych.

X. Stereometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca,stozka i kuli,
rowniez z wykorzysaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wiedz¢ o graniastostupie prawidtowym czworokatnym do rozwigzywania
zadan z kontekstem realistycznym;

« analizuje tres¢ zadania z kontekstem realistycznym i buduje do niego matematyczny
model.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;



o konektywizm.
Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e rozZmMOwa nauczajaca;
o dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja

» Uczniowie przed lekcjg przypominajg sobie wiadomosci o graniastostupie
prawidtowym czworokgtnym, definicje oraz wzor na objetoSc¢, pole powierzchni

b}

catkowiteji dtugosc przekatnej prostopadiosScianu. Zapoznaja si¢ z sekcjg ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,,Graniastostup prawidtowy czworokatny -
zadania z kontekstem realistycznym”, wskazuje cele zajec.

2. Nauczyciel prosi uczniow o podanie przykladoéw problemoéw realistycznych,
w rozwiazaniu ktorych przydatne sg wiadomosci o objetosci, polu powierzchni,
dtugosci odcinkow w prostopadtosScianie.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja ¢wiczenia 2-5 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
pyta wybranych uczniéw o odpowiedzi i rozwigzania, pozostali uczniowie dyskutujg
nad poprawno$cig przedstawionych rozwigzan. W razie potrzeby, koryguja je.

2. Uczniowie ogladajg film edukacyjny. Indywidualnie rozwigzuja Polecenia 2-3
znajdujace sie pod filmem, nastepnie zostaja podzieleni na 4-osobowe grupy.

W obrebie grupy sprawdzajg wzajemnie rozwigzania i dyskutuja nad wyborem ich
zdaniem poprawnego sposobu. Jeden z uczniéw przedstawia poprawne rozwigzania na
tablicy.



3. Uczniowie pozostajg w podziale na grupy. Rozwigzujg ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Wskazani przez nauczyciela uczniowie przedstawiaja rozwigzania na tablicy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
2. Nauczyciel wyswietla na ekranie Cwiczenie 1z sekcji sprawdz sie, a uczniowie
wspolnym frontem rozwiazuja je.
Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenie 1 z sekcji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:

» Graniastostup prosty i jego wiasnosci. Zwigzki miarowe w graniastostupach
e Zadania na projektowanie - prostopadtoScian

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze zaplanowac¢ wspolne obejrzenie filmu z zaktadki Film edukacyjny przez
calg klase oraz poprosi¢ chetnych ucznidow do rozwigzania polecen pod filmem na tablicy.
Moze oceni¢ prace tych uczniow.
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