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Zastosowanie wiadomosci o funkcji homograficzne;j

w zadaniach

Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Zapoznajac si¢ z tym materialem warto wiedzie¢, jak na podstawie wzoru wyznaczac
dziedzing¢ funkcji homograficznej, jej zbior warto$ci, miejsca zerowe, monotonicznosc,
rownania asymptot. Trzeba tez umie¢ naszkicowac¢ wykres funkcji homograficzne;.

W tym materiale nauczymy sie, jak na podstawie wlasnosci funkcji homograficznej
wyznaczy¢ wspotczynniki wystepujace w jej wzorze. Zauwazymy, jak wazne jest
odpowiednie zinterpretowanie podanych wtasnosci funkgciji.

Twoje cele

e Wyznaczysz wzor funkcji homograficznejna podstawie znanych jej wlasnosci.
e Znajdziesz zwigzek miedzy wlasnosciami funkcji homograficzneja wspotczynnikami
wystepujacymi we wzorze funkcij.

e Zinterpretujesz poszczegolne wiasnosci funkcji homograficznej oraz jej wykres.



Przeczytaj

Juz wiesz

azr+b

Funkcje wymierng postaci f(x) = 457,

gdzie ¢ # 0iad — cb # 0 nazywamy funkcja
homograficzna.
Dziedzing funkcji homograficznejjest zbior R \ {—% :

k
z—p

Wzor funkcji f(z) = % mozna przeksztalci¢ do postaci f(z) =

postac kanoniczna funkcji homograficzne;.

+ g - jest to

Niektore wilasnosci funkcji tatwiej wyznacza si¢ z postaci kanonicznej funkciji, a niektore
latwiej ze wzoru funkciji zapisanejjako iloraz dwoch wielomianow.

Analogicznie - na podstawie znanych witasnosci funkcji, mozemy wyznaczy¢ wzor funkcji
w postaci kanonicznejlub funkcji zapisanejw postaci ilorazu dwoch wielomianow.

Przyktad 1

—4x—2m

Wyznaczymy warto$¢ parametru m we wzorze funkcji f(z) = —— wiedzac, ze

miejscem zerowym funkcji jest liczba (—3).
Rozwigzanie

Liczba (—3) jest miejscem zerowym funkciji, jesli f(—3) = 0.

Zatem:
_—4(-3)-2
0= —57—
m =6
Przyktad 2
Wyznaczymy warto$ci parametrow b i d we wzorze funkcji homograficznej f(z) = ;—iﬁ’i

wiedzac, ze miejscem zerowym funkciji jest liczba (—4) oraz funkcja jest malejaca
w kazdym z przedziatow: (—o0;2); (2; 00).

Rozwigzanie
Liczba (—4) jest miejscem zerowym funkciji, jesli f(—4) = 0.

Zatem:



javascript:void(0);

_ —44b
0= —4+d

Ze wzgledu na mianownik musimy zatozy¢, ze d # 4.
Patrzac na licznik otrzymujemy, ze b = 4.

Aby wyznaczy¢ parametr d nalezy wykorzysta¢ informacje dotyczacq monotonicznoSci.
Funkcja jest malejagca w kazdym z przedziatow (—oo; 2); (2; 00), czyli funkcja nie jest
okreslona dla = 2. Oznacza to, Ze * = 2 jest miejscem zerowym mianownika ulamka
opisujgcego funkcje f(x).

0=2+d
d= -2
Odpowiedz:
b=4;d= -2

Przyktad 3

azr+b
z+d

Wyznaczymy wspotczynniki a, b oraz d funkcji homograficznej f(z) = na

podstawie jej wykresu:

Rozwigzanie

Najpierw przeksztatcimy wzor funkcji do postaci kanoniczne;j:

. am—'—b o a(x+d)+b—ad . b—ad
fle) =57 = z+d =a+ 53




azx+b
“z+d

o o wektor v = [—d;al.

Wynika z tego, ze wykres funkcji f(z) = powstal w wyniku przesuniecia

réwnolegtego wykresu funkcji g(z) =
Z wykresu odczytujemy wektor przesunigcia v = [1;2]
czylid =—1,a =2

Wzér funkcji ma posta¢ f(z) = 22 dla z # 1.

Nastepnie z rysunku odczytujemy punkt nalezgcy do wykresu funkcji: A = (2;5).
Podstawiamy wsporzedne punktu do wzoru funkciji:

2:24b
5= 2-1

zatemb =1

Odpowiedz:

Przyktad 4
Wyznaczymy wspotczynniki a, b oraz d funkcji homograficznej f(z) = ‘”"+db wiedzac, ze
asymptotami wykresu sg proste o rownaniach: y = —3, £ = —2 oraz wykres funkciji
przechodzi przez punkt A = (0; 2).
Rozwigzanie
Najpierw przeksztatcimy wzor funkcji do postaci kanoniczne;j:
az a(z+d)+b—ad —a
fla) = 2 = S0 —ar 1Y
Wynika z tego, ze wykres funkcji f(z) = a”b powstat w wyniku przesuniecia
rownoleglego wykresu funkciji g(z) = &= ;al.
Na podstawie rownan asymptot wyznaczamy wektor przesuniecia v = [—2; —3]

czylid =2,a = -3
Wzér funkcji ma postaé: f(x) = %dla x # —2.

Nastepnie podstawiamy wspoélrzedne punktu A = (0; 2) do wzoru funkcii:

__ —3-0+b
2= 0+2

zatem b = 4


javascript:void(0);

Odpowiedz:
a=-3,b=4,d=2

Przyktad 5

ax+T7

Wyznaczymy wspoétczynniki a oraz d funkcji homograficznej f(z) = rd

wiedzac, ze

$rodkiem symetrii wykresu funkcji jest punkt S = (—4;2).
Rozwigzanie

Najpierw przeksztatcimy wzor funkcji do postaci kanoniczne;j:

- ar+7 . a(m+d)+7—ad . T—ad
f(.CC)— z+d z+d =a-+ z+d

Wynika z tego, ze wykres funkcji f(x ) = “"‘” powstal w wyniku przesuniecia

réwnolegtego wykresu funkciji f(z) = 2=%¢ o wektor v = [—d; al.

Jesli srodkiem symetrii wykresu funkcji jest punkt S = (—4;2), to w tym punkcie
przecinaja si¢ asymptoty wykresu funkcji.

Zatem rownania asymptot to: ¢ = —4, y = 2.

Na podstawie rowanan asymptot wyznaczamy wektor przesuniecia v = [—4; 2]
czylid =4,a = 2.

Przyktad 6

Rozwigzemy graficznie rOwnanie % = —z + 3, gdzie z # 0.

Rozwigzanie

Narysujemy wykresy funkcji f(z) = 2 i g(z) = —z + 3 i odczytamy punkty przeciecia
tych wykresow.


javascript:void(0);

YA

=3

Rozwigzaniem réwnania sg liczcbyx = 1ix = 2.
Przyktad 7

Sprawdzimy, ktory z punktow A(1,3), B(—5,0) i C(—1, —1) nalezy do wykresu funkcj

f(z) = ?:»chr_51
Rozwigzanie
A) Poniewaz f(1) = % = % # 3, wiec punkt A nie nalezy do wykresu funkciji f.

B) Punkt B nie nalezy do wykresu funkcji f, gdyz £ = —5 nie nalezy do dziedziny funkcji
f.

C) Poniewaz f(—1) = == = —1, wiec punkt C nalezy do wykresu funkcji f.

Przyktad 8
Rozwigzemy graficznie nierownos¢ 2;’—;“31 > x — 1, gdzie z # —3.

Rozwigzanie

Narysujemy wykresy funkcji f(z) = 2241 i g(z) = = — 11 odczytamy zbior rozwigzan.

Aby narysowa¢ wykres funkcji f przeksztatcimy wzor funkciji z postaci ogoélnej do postaci

kanoniczne;j:
_ 2241 _ 2246-5 _ -5
fz) =353 = T3 = o5 +2



Yl

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior (—oo, —3) U (-2, 2)

Stownik
asymptota

prosta jest asymptotg danej krzywej, jesli dla punktu oddalajgcego si¢ nieograniczenie
wzdhuz krzywej odlegtos¢ tego punktu od prostej dazy do zera; asymptota funkciji to
asymptota krzywej stanowigcej wykres funkcji

funkcja wymierna
funkcja, ktora jest ilorazem dwoch wielomianow

srodek symetrii figury

jest to punkt wzgledem ktorego figura jest do siebie srodkowosymetryczna; figura taka,
gdy zostanie obrocona o 180 stopni wokot swojego srodka symetrii, natozy si¢ na siebie




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja oraz rozwigz zadania w niej zawarte, a nastepnie - na jej podstawie -
wykonaj polecenia 2 3.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DeJJPBNg4

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacej zastosowania wiadomosci o funkcii
homograficznejw zadaniach.

Polecenie 2
Punkt A = (—1; 3) nalezy do wykresu funkcji f(z) = _29?—44_'23’" Wyznacz m oraz miejsce
zerowe funkcji.
-
miejsce zerowe funkcji:
1
105][3][45]] 3
Polecenie 3
Miejscem zerowym funkcji f(z) = ‘;i‘g jest liczba 5. Funkcja f jest rosnaca w kazdym

z przedziatow: (—oo; —2), (—2; 00). Wyznacz wartosci parametréw a i b.



https://zpe.gov.pl/a/DeJJPBNq4

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
2x—5
r+m

Funkcja homograniczna okreslona jest wzorem f(z) =
D = R\{—7}. Z tego wynika, ze

, a jej dziedzing jest zbior

Cwiczenie 2 @)
Dziedzina funkcji f(z) = £ jest zbior D = R\{—1}, a zbiorem wartosci jest zbior
ZW = R\{1}. Zatem:

O m=1n=-1
() m=-1;n=-1

(O m=3;n=1

Cwiczenie 3 3

Dziedzina funkcji f(z) = ’f—;s?’ jest zbiér D = R\{—2}, a zbiorem wartosci jest zbiér

ZW = R\{5}. Zatem:

() k=-5;s5=2
() k=5;s8=2
() k=5;s=-2

() k=-5;s=-2




Cwiczenie 4

. . . . . . . —2r—
Potacz w pary prawdziwe stwierdzenia dotyczace liczby rozwigzan réwnania %26 =m
w zaleznosci od parametru m

1 rozwigzanie dodatnie me (—3; —2)

brak rozwigzan
1 rozwigzanie ujemne
Cwiczenie 5

W punkcie S = (3; — 2) przecinaja sie asymptoty wykresu funkcji homograficznej
f(z) = %. Oblicz d®. Podaj trzy cyfry po przecinku otrzymanego wyniku.

Odp.:‘ ’




Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji homograficznej f(z) = —‘;ﬁ:ib. Korzystajac
z rysunku wybierz prawidtowg odpowiedz.
i V?A ~(0,4)
: 4
—a
-
-
E y=f(z)
-6 5 4 -3 -2 J:1 0 1 2 3 e
.
______________________ E--=2.___________________-
s
E -4
-
—

() a=-2;b=4;d=-1

() a=-2;b=—-4;d= -1

() a=-2;b=4;d=1

Cwiczenie 7

Wyznacz wspdtczynniki a, p oraz g we wzorze funkcji f(z) = % + ¢, jedli Dy = R\ {4},

ZW; =R\ {3} oraz miejscem zerowym funkgji jest liczba 5.



Cwiczenie 8 @
Asymptotami wykresu funkcji f(x) = % sq proste o réwnaniach: t = —4 orazy = —2.

Wiedzac dodatkowo, Ze punkt przeciecia wykresu funkcji z osig Y ma wspotrzedne (0; —3)
wskaz wzor funkcji w postaci ogdlnej.

O flz) =22
O flz) = 222

O fle) =57

Cwiczenie 9 @

Wykres funkcji f(:v) = mfp + q jest symetryczny wzgledem punktu (1; 3). Wiedzac, ze
miejscem zerowym funkcji jest liczba (—%) wyznacz wartosci wspotczynnikow s, pi q.

Przeksztaté funkcje do postaci f(z) = %. Podaj wartosci wspétczynnikow a, b, ¢, d.

SRS
I

Q, o
I




Dla nauczyciela

Autor: Gabriela Pendyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wiadomosci o funkcji homograficznej w zadaniach

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

13) Uczen postuguje sie funkcja f(x) = 2%, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji

zagadnien zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez

w zastosowaniach praktycznych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:
« wykorzystuje wiedze na temat wzoru funkcji f(z) = wfp + q;
 wykorzystuje wiedze na temat wzoru funkcji f(z) = —gjfjf; ;

a
T—p

wyznacza wspotczynniki a, p, g we wzorze funkciji f(z) = + g na podstawie

wlasnosci funkciji;

azr+b
cx+d

wyznacza wspotczynniki a, b, ¢, d we wzorze funkcji f(z) = na podstawie

wiasnosci funkciji.

Strategie nauczania:

konstruktywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja,
e analiza przypadku.

Formy pracy:

e pracaw parach,

» pracaindywidualna,

e pracaw grupach,

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do internetu dla uczniow,
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji:

Przed lekcja:

Uczniowie zapoznajg sie z modutem ,Wprowadzenie” oraz ,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.
2. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
wiasnosci funkcji homograficznej oraz przeksztatcen wykresu funkcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach. Kazda z par zapoznaje si¢ z poleceniami zawartymi
w module ,Animacja”.

2. Uczniowie wspolnie wykonuja polecenia.

3. Nastepnie w grupach 4-osobowych rozwigzujg ¢wiczenia 1-8 z modutu ,,Sprawdz si¢”
Rozwigzania przedstawiajg wspolnie podczas rozmowy z calg klasa. Nauczyciel
komentuje rozwigzania, pozostali uczniowie zglaszajg ewentualne uwagi.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel prosi wskazanych uczniéw o podanie, czego dotyczyla lekcja oraz jakie
umiejetnosci zdobyli podczas nie;j.

Praca domowa:



Uczniowie maja stworzy¢ zadanie dotyczace wyznaczenia wzoru funkcji homograficznejna
podstawie jej wlasnoSci; na nastepnejlekcji uczniowie wymienig si¢ zadaniami do
rozwigzania.

Materialy pomocnicze:

o Wykresy funkcji f(z) = &

e Przesunigcia wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspotrzednych

Wskazowki metodyczne:

« Animacj¢ mozna wykorzystac¢ podczas realizacji lekcji ,Funkcja homograficzna”
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