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Zrodto: dostepny w internecie: PIRO4D z Pixabay, domena publiczna.

Figury geometryczne sktadajg si¢ z punktoéw. Tam, gdzie geometria znajduje zastosowanie
(na przykiad przy tworzeniu map czy planow) punkty mogg reprezentowac rozne obiekty,
na przykiad miejscowosci czy szczyty gorskie. Wazne jest wowczas mierzenie odlegtosci
pomiedzy punktami.

Jednak oprocz map i planow postugujemy sie tez globusem, zwlaszcza gdy chcemy
obserwowac rozne fragmenty kuli ziemskiej jednoczesnie. Na globusie punkty tez
reprezentuja rozne obiekty geograficzne i dzieje si¢ to na powierzchni kuli, a nie na
plaszczyznie.

Dalekie rejsy statkow i loty samolotow rowniez odbywaja sie w skali globalnej, a nie lokalne;j,
a wiec na powierzchni sferycznej. Tak wiec mierzenie odlegtosci na sferze jest bardzo
potrzebne.

Podczas tejlekcji zbadamy, czy odleglosci na ptaszczyznie i na sferze mierzymy tak samo.
Materiat zawarty w tejlekcji jest materialem wykraczajacym poza podstawe programowa,
wiec jesli nie interesuje Cig ta tematyka, mozesz po prostu lekcje pomingc.

Twoje cele

» Przypomnisz sobie sposoby mierzenia odlegtosci na ptaszczyznie.


https://pixabay.com/pl/users/piro4d-2707530/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1639898
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1639898

o Okreslisz sposoby mierzenia odlegtosci na sferze.
o Okreslisz jednostki odlegltosci na sferze.
» Porownasz sposoby mierzenia odleglosci na ptaszczyznie i na sferze.



Przeczytaj

Podczas lekcji geometrii mierzymy raczejniewielkie odlegtosci miedzy punktami. Uzywamy
do tego zwykle linijki z podziatkg, prawdopodobnie tez czesto po prostu ,liczymy kratki”
w zeszycie, zeby przynajmniej oszacowac potrzebna odlegtosc.

Do mierzenia wigkszych odleglo$ci mamy teraz wyspecjalizowane przyrzady
i oprogramowanie, a w przypadku szukania odlegto$ci pomiedzy miastami mogg nam
pomoc ,kalkulatory odlegtosci”, z ktorych mozemy skorzystac¢ online.

Nas jednak w tym materiale interesuje matematyczna strona mierzenia odlegtosci na
plaszczyznie i na sferze.

Przypomnijmy sobie informacje o prostejna ptaszczyznie i prostejsferyczne;j.
Przyktad 1

Na ptaszczyznie znajdujg sie dwa punkty A i B. Zmieniajgc potozenie punktu B
zaobserwujemy jak zmienia si¢ odlegto$¢ pomiedzy obydwoma punktami.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DJyrhGK4o

Odpowiedzmy na pytania:

a) Czy istnieje najmniejsza odlegto$¢ miedzy dwoma punktami na ptaszczyznie?
A najwigksza?



javascript:void(0);
javascript:void(0);
https://zpe.gov.pl/a/DJyrhGK4o

b) W jakich jednostkach mierzymy odlegtosci na ptaszczyznie?
Odpowiedz

a) Najmniejsza odleglo$¢ miedzy punktami na plaszczyznie jest rowna 0 jednostek
(wowczas te punkty pokrywaja sie), najwigksza nie istnieje, poniewaz plaszczyzna jest
nieskonczona.

b) Przyktadowe jednostki to metr i jego pochodne (milimetr, centymetr itd.), cale, stopy,
jardy, mile.

W dalszej czesci zajmiemy si¢ zagadnieniem mierzenia odlegtosci na powierzchni kuli
w poréwnaniu z mierzeniem odleglosci na ptaszczyznie.

Przyktad 2
Korzystajgc z kuli styropianowej, globusu lub innego kulistego przedmiotu zbadamy:

a) lle jest drog (wzdtuz prostej/sferycznej prostej) prowadzacych od punktu A do punktu
B na plaszczyznie/na sferze?

b) Jak inaczej mozemy sformulowac pytanie postawione w punkcie a)?
Odpowiedz

a) Na ptaszczyznie jedna, na sferze to zalezy od wyboru punktéw. Jesli punkty nie sa
biegunami, to sg dwie drogi, jesli sg biegunami, to nieskonczenie wiele.

Zrédto: Gromar, licencja: CC BY-SA 3.0.

b) Wzdtuz ilu odcinkow/odcinkow sferycznych mozna mierzy¢ odleglos¢ pomiedzy
punktami na plaszczyznie/na sferze? Odpowiedz na to pytanie jest zawarta
w odpowiedzi na pytanie postawione w punkcie a)



javascript:void(0);

Przyktad 3

Korzystajac z kuli styropianowej, globusu lub innego kulistego przedmiotu zbadamy
ponizsze zagadnienia.

Zaznaczymy na powierzchni kuli dwa rézne punkty. Nazwijmy je A i B. Zmierzymy
odlegto$¢ miedzy nimi. Jak to zrobimy? Jakich przyrzadow uzyjemy? W jakich
jednostkach wyrazimy te odlegto$c¢?

Odpowiedz

Mozemy uzy¢ np. centymetra krawieckiego i zmierzy¢ odlegto$¢ pomiedzy punktami A
i Bw jednostkach liniowych (milimetrach, centymetrach, decymetrach itd.). Mozemy
tez uzy¢ nitki, ktorg potaczymy dwa punkty, a potem zmierzymy dtugo$¢ odpowiedniego
odcinka tejnitki. Oczywiscie najwieksza mozliwa odleglo$¢ pomiedzy punktami na
powierzchni kuli bedzie wtedy zalezna od wielkosci tej kuli.

Przyktad 4

Mozemy zmierzy¢ dtugosc¢ okregu wielkiego (czyli sferycznej prostej), przyja¢ otrzymang
wielkos¢ za jednostke dlugosci, a nastepnie odlegtos¢ dwoch punktow wyrazi¢ jako
utamek tej jednostki. Juz w starozytnosci Babilonczycy stwierdzili, ze wygodnie jest
przyjac 3%—0 czeS¢ okregu wielkiego za sferyczng jednostke dlugosci. Zastanéwmy sie
dlaczego?

Z czym kojarzymy pomiary odlegtosci w stopniach?
Odpowiedz

Babilonczycy zaproponowali te metode, poniewaz dlugos¢ okregu wielkiego jest rowna
360°. Jest to dobrze nam znany 1°!

Odleglosci w stopniach podaje sie w geografii: dtugosc¢ i szerokos¢ geograficzna.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DJyrhGK4o0

Przyktad 5

Jaka jest najmniejsza odleglo$¢ miedzy dwoma punktami na plaszczyZnie? Jaka jest
najmniejsza odlegto$¢ miedzy dwoma punktami na sferze?

Jaka jest najwieksza odleglo$¢ miedzy dwoma punktami na ptaszczyznie? Jaka jest
najwieksza odlegtos¢ miedzy dwoma punktami na sferze?

Odpowiedz
Na obu powierzchniach najmniejsza odlegtos¢ to 0 jednostek.

Na ptaszczyznie najwigksza odlegtos¢ miedzy dwoma punktami nie istnieje, na sferze jest
rowna 180" - jest to na przyklad odleglo$¢ miedzy biegunami, polowa okregu wielkiego.

Stownik

sfera

powierzchnia kuli
odlegtosc na ptaszczyznie

odlegtos¢ euklidesowa miedzy dwoma punktami jest rowna dtugosci odcinka tgczacego
te punkty

odlegtosc na sferze



https://zpe.gov.pl/a/DJyrhGK4o

odlegtosc¢ sferyczna miedzy dwoma punktami na sferze jest rowna dlugosci odcinka
sferycznego (tuku zawartego w prostej sferycznej, czyli okregu wielkim) taczacego te
punkty



Mapa mysli

Polecenie 1

Zapoznaj sie z mapa mysli dotyczaca mierzenia odlegtosci na ptaszczyznie, a nastepnie
wykonaj Polecenie 2.

Polecenie 2

Zbuduj mape mysli dotyczaca mierzenia odlegtosci na sferze uwzgledniajgc zagadnienia:

W jakich jednostkach mierzymy odlegtos¢ pomiedzy dwoma punktami?

o Jaka jest najwieksza odlegtos¢ miedzy dwoma punktami?

e Jaka jest najmniejsza odlegtos¢ miedzy dwoma punktami?

e lloma prostoliniowymi (w sensie ,prostoliniowosci sferycznej”) drogami mozna dotrzeé
z jednego punktu do drugiego? W zwiazku z tym, na ile sposobéw mozna zmierzy¢
odlegtos¢ pomiedzy dwoma punktami? Czy w zwiagzku z tym nie ma tutaj jakiejs
niejednoznacznosci? Jak proponujesz rozwigzaé problem jednoznacznego okreslania
odlegtosci pomiedzy punktami na sferze?

e Inne spostrzezenia.

o odlegtosci na sferze

» jednostki

najmniejsza odlegtos¢

najwieksza odlegtos¢

na ile sposobow mozna zmierzy¢ odlegtos¢ miedzy dwoma punktami

inne spostrzezenia



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Uzupetnij ponizsze zdanie wyszukujac w dowolnych zrédtach potrzebne informacje

i wykonujac potrzebne obliczenia, a nastepnie wpisujac wyniki (przyblizenia z niedomiarem do
1 km) w odpowiednich miejscach:

Réwnik Ziemi ma dtugosé ‘ ’ km. Jest to jednoczesnie okrag wielki kuli
ziemskiej, ktorego dtugosc to‘ ’ °. Odlegtos$é rowna 1° to okoto

’km.
Cwiczenie 2 ®

Popatrz na globus i odpowiedz na postawione pytanie:
jaki jest stosunek “wymiarow” Afryki pétnoc-potudnie do wschod-zachéd wyrazony
w procentach? Wskaz odpowiedz najblizsza Twoim przypuszczeniom:

O 200%
O 300%
O 7%
O 100%
Cwiczenie 3 ©)

Odlegtos¢ bieguna od réwnika na kuli ziemskiej (a od punktu biegunowego do

______________

mniej niz 90° ] \ 20000 km ] \ 90°

\ 180°




Cwiczenie 4

Rozwazmy odlegtosci pomiedzy Warszawg a miastami: Nowy Jork, Los Angeles, Tokio, Sydney.
Obserwujac globus, postugujac sie np. nitkg w celu dokonania oszacowan, okresl odlegtosci od
Warszawy do tych miast w podanych kategoriach i przeciggnij poszczegdlne elementy do
odpowiednich miejsc tabeli:

Nowy Jork, Los Angeles, Tokio, Sydney

Miasto Odlegtos¢ od Warszawy

Nowy Jork

Los Angeles

Tokio

Sydney

Cwiczenie 5

Uporzadkuj miasta Nowy Jork, Los Angeles, Tokio, Sydney w kolejnosSci narastajgcej odlegtosci
od Warszawy.

Tokio =
Sydney =
Nowy Jork =
Los Angeles =



Cwiczenie 6

Mapa, ktérg widzisz ponizej, przedstawia wyobrazenia o Swiecie sprzed wypraw Kolumba; lady
wedtug wyobrazen z tamtych czaséw s oznaczone bragzowym kolorem:

ATLANTIC OCEAN, TOSCANELLI, 1474
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Mapa Toscanelliego, 1474

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Kolumb myslat, ze Japonia (zwana wéwczas Cipangu) potozona jest tak, jak to wida¢ na mapie.
Gdyby miat racje, jakg dtugos$¢ miatby rownik? Opisz swoéj sposdb rozumowania i wykonane
obliczenia.



Cwiczenie 7

Popatrz na mape Ksiezyca:

MARE FRIGORIS

Morze Zimna
Platon (krater)
MARE IMBRIUM

Morze Deszczéw

Kopernik
(krater)

W (na Ksiezycu)

E (na niebie)
OCEANUS

PROCELLARUM

Ocean Burz

MARE HUMORUM
Morze Wilgoci

MARE NUBIUM

Morze Chmur

Tycho (krater)

Mapa Ksiezyca

MARE SERENITATIS

Morze Jasnosci

MARE TRANQUILLITATIS
Morze Spokoju

MARE CRISIUM

Morze Przesilef

# B E (na Ksiezycu)
W (na niebie)

y MARE FOECUNDITATIS
Morze Obfitosci

MARE NECTARIS
Morze Nektaru

MARE YAPORUM

Morze Oparéw

Zrédto: Pz, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.

Na Ksiezycu mozna okresli¢ system wspotrzednych geograficznych podobnie jak na kuli
ziemskiej. Potozenie krateru Platon to 51,6° N i 9,4° W, za$ krateru Kopernik to 9, 7° IV i

20,1°W.

Jaka jest odlegtos¢ miedzy nimi w stopniach i w kilometrach? Dtugos$¢ réwnika ksiezycowego

jest rowna okoto 11000 km.

Cwiczenie 8

@

Czy na ptaszczyznie mozesz znalez¢ trzy takie punkty, ze odlegtos¢ kazdych dwoch od siebie

jest taka sama? Czy mozesz takie samo zadanie wykonac na sferze? Jesli tak, to podaj

przyktady takich punktow.

Cwiczenie 9

@

Czy na ptaszczyznie mozesz znalez¢ cztery takie punkty, ze odlegtos¢ kazdych dwéch od siebie
jest taka sama? Czy mozesz takie samo zadanie wykonac na sferze? Jesli tak, to podaj

przyktady takich punktow.



Dla nauczyciela

Autor: Anna Rybak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Mierzenie odlegloSci na powierzchni kuli

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktéw w ukladzie wspotrzednych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych;
» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:

poglebia wiadomosci o mierzeniu odlegtosci na ptaszczyznie;

okresla sposoby mierzenia odlegltosci na sferze;

okresla jednostki odlegtosci na sferze;

porownuje sposoby mierzenia odlegtosci na ptaszczyznie i na sferze.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e strategia czynnoSciowego nauczania matematyki;
e strategia porownawcza.

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
o dyskusja;



» eksperyment;
e Cwiczenia.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputer z dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

 globusy, kulki styropianowe, wykataczki, gumki recepturki, nitki.

Przebieg zajeé:
Faza wstepna:

» Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Mierzenie odlegtoSci na powierzchni kuli”,
wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajqg si¢ z materiatem z sekcji ,,Przeczytaj’, analizujg przyktady,
przypominajg wiadomosci o mierzeniu odlegtosci na ptaszczyznie oraz zapoznaja si¢ ze
sposobami mierzenia odlegtosci na powierzchni kuli.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z mapg mysli z sekcji ,Mapa mysli” stanowigcg podsumowanie
wiadomosci o mierzeniu odleglosci na ptaszczyznie, a nastepnie wykonujg
indywidualnie mape mysli stanowigcq podsumowanie wiadomosci o mierzeniu
odleglosci na sferze.

3. Uczniowie wykonujg wspélnie Cwiczenie 1z sekcji ,Sprawdz sie”, nastepnie w parach —
korzystajac z globusow — Cwiczenia 2 - 5. Omawiaja wspolnie swoje rozwigzania,
uzasadniajac odpowiedzi.

4. Podczas burzy mozgow uczniowie generujg pomysty na wykonanie Cwiczen 61 7.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytania: Co byto w lekcji trudne? Co byto w lekcii
interesujace? Odnosi si¢ do elementoéw wskazanych jako trudne.

2. Uczniowie krotko podsumowuja swoje osiggniecia, rozwijajac zdanie: Na dzisiejszych
zajeciach najwazniejsze dla mnie byto...

Praca domowa



Wykona¢ obliczenia do Cwiczen 6 i 7 oraz Cwiczenia 8 i 9 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

» Pojecie odleglosci
o Wspolrzedne geograficzne

Wskazowki metodyczne:

» W tejlekcji znowu wystepuje strategia czynnos$ciowego nauczania matematyki
i strategia porbwnawcza.

» Najwazniejsza w lekciji jest wlasna praca badawcza ucznioéw i samodzielne odkrywanie
przez nich wiedzy.

e Medium (pierwsza mape mysli) mozna tez wykorzysta¢ do powtorzenia wiadomosci
o mierzeniu odleglo$ci na ptaszczyznie podczas lekcji, ktore nie sa zwigzane
z geometrig na powierzchni kuli. Mozna tez wykorzysta¢ te mape mysli podczas lekcii
podsumowujgcej wiadomosci o kuli (podczas realizacji dziatu Stereometria), aby
zainspirowac uczniow do krotkiej dyskusji o porownaniu metod mierzenia odlegtosci
na ptaszczyznie i na sferze oraz do tworzenia korelacji pomiedzy matematyka
a geografig (mapa jako ptaszczyzna i mierzenie odlegtosSci na nich, globus jako kula
i mierzenie odlegtosci na nich).


https://epodreczniki.pl/b/pojecie-odleglosci/P6GlGDrxa
https://epodreczniki.pl/a/wspolrzedne-geograficzne/D19UAs8Ag

