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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale przypomnimy pojecie funkcji okresowejw odniesieniu do funkcii
trygonometrycznych. Zaczniemy jednak od zaobserwowania pewnych wilasnosci funkcji
trygonometrycznych wynikajacych wprost z ich definicji dla kata dowolnego. Przyjrzymy
sie miedzy innymi miejscom zerowym, monotonicznosci, maksimom i minimom tych
funkciji. Wszystkie wspomniane obiekty i wlasnos$ci maja Scisty zwigzek z okresowoscig
funkciji trygonometrycznych, co bedziesz mogl zauwazy¢ w tejlekcji. Nieco inaczej
spojrzysz na te zagadnienia, kiedy poznasz juz wykresy tych funkciji, ale sama definicja daje
nam sporo mozliwosci.

Twoje cele

» Zastosujesz wlasnosci funkcji okresowych.
o Wyznaczysz okresy funkciji ztozonych z funkcjami trygonometrycznymi.
 Zastosujesz okresowos$¢ funkciji trygonometrycznych.




Przeczytaj

Zacznijmy od przypomnienia definicji funkcji okresowe;.
Definicja: funkcja okresowa

Mowimy, ze funkcija f ze zbioru X w zbidr Y jest okresowa, jesli istnieje liczba T r6zna od
zera taka, ze dla kazdego z ze zbioru X zachodza nastepujace warunki:

1. z + T rowniez nalezy do zbioru X

2. f(z +T) = f(x)

Liczbe T nazywamy okresem funkcji f.Jesli istnieje najmniejsza dodatnia liczba T, ktora
spetnia warunki (1) i (2) powyzszej definicji, to nazywamy ja okresem zasadniczym lub

podstawowym funkcji f.

Rozwazmy kat o mierze o umieszczony w potozeniu standardowym w ukladzie
wspotrzednych. Na drugim ramieniu tego kata wybieramy punkt M (zpz, ypr) 0 promieniu
wodzacym rownym 1. Wowczas:
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Pierwsza obserwacja jest taka, ze po obrocie drugiego ramienia o kat o oraz o kat o + 27
ramie¢ to znajduje sie w tym samym miejscu, zatem w kazdym z tych przypadkow do
zdefiniowania funkcji trygonometrycznych tych katow mozemy na drugich ramionach tych
katow wybra¢ dokladnie te same punkty (o takich samych wspotrzednych). Czyli dla
dowolnego kata a zachodza rownosci sin(27 + ) = sin o, cos(2m + ) = cos a,

tg (27 + a) =tg . Stad mozemy wyciggnac¢ wniosek, ze funkcje sinus, cosinus oraz
tangens sg okresowe - ich okresem jest na pewno liczba 2.

Miejsca zerowe funkcji trygonometrycznych

Zauwazmy, ze funkcja sin(z) przyjmuje warto$¢ zero doktadnie wtedy, gdy druga
wspotrzedna wybranego punktu M jest rowna 0, co ma miejsce dla

ze{...,—m0,7, 27, 37, ...}. Ostatni warunek mozna zapisa¢ w postaci = k - m, gdzie
ke Z.

Funkcja cos(x) przyjmuje warto$¢ zero doktadnie wtedy, gdy pierwsza wspétrzedna

_@x m 31 57w }
2)2072 0 2
Ostatni warunek mozna zapisa¢ w postaci z = 4 + k - w, gdzie k € Z.

wybranego punktu M jest rowna 0, co ma miejsce dla x € { ey

Funkcja tg(z) przyjmuje warto$¢ zero dokladnie wtedy, gdy druga wspotrzedna wybranego
punktu M jest rowna 0, co ma miejsce dlaz € {..., —m, 0, m, 2m, 37, .. .}. Ostatni warunek
mozna zapisa¢ w postaci * = k - 7, gdzie k € Z.

Okres zasadniczy funkcji trygonometrycznych

Wykazemy teraz, ze liczba 27 jest okresem zasadniczym funkciji sinus, za$ liczba  jest
okresem zasadniczym funkciji tangens.

Twierdzenie: o okresie zasadniczym funkcji sinus

Liczba 27 jest okresem zasadniczym funkcji sinus

Dowad

Zalozmy, ze liczba T jest rozna od zera oraz dla dowolnejliczby  zachodzi rownos¢
sin(z + T') = sin z. Poniewaz rownos$¢ zachodzi dla dowolnego z, to w szczegdlnosci
zachodzi dla z = 0, co oznaczasin(0 + T') = sin0 = 0, czyli sinT = 0. Zatem T = k - ,
gdzie k jest liczba catkowita. Gdyby liczba k byla nieparzysta, wowczas k = 2m + 1 dla
pewnej catkowitejliczby m oraz

sin(x + T') = sin(z + k7) = sin[z + (2m + 1)71] = sin(x + 27m + ) =

= sin(x + ) = —sinz, zatem T' = k - 7, gdzie k jest liczba nieparzystg nie jest okresem
funkciji sinus. Jesli k jest parzyste, to k = 2m dla pewnejliczby catkowitejm oraz

sin(z + T') = sin(z + kr) = sin(x + 2mn) = sin z. Stad kazdy okres funkciji sinus jest
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postaci 2mm, gdzie m jest liczbg catkowita. Najmniejsza dodatnia liczba postaci 2m to
2m, jest to wiec okres zasadniczy funkciji sinus. Co nalezato wykazac.

Twierdzenie: o okresie zasadniczym funkcji tangens

Liczba 7 jest okresem zasadniczym funkcji tangens.

Dowadd

Zatozmy, ze liczba T jest rozna zera oraz dla dowolnejliczby x # 5 +mm,m € Z
zachodzi rownosc tg (x + T') =tg x. Poniewaz réownos¢ zachodzi dla dowolnego z, to
w szczegolnosci zachodzi dla z = 0, co oznacza tg (0 + 1) =tg 0 = 0, czyli tg T' = 0.
Zatem T = k - m, gdzie k jest liczba catkowita. Stad kazdy okres funkcji tangens jest
postaci km, gdzie k jest liczba catkowitg. Najmniejsza dodatnia liczba postaci k7 to .
Ponadto ze wzoréw redukcyjnych wiemy, ze dla kazdego « # 4 + mm, m € Z zachodzi
réwnos¢ tg (x + m) =tg x. Zatem liczba 7 jest okresem zasadniczym funkcji tangens. Co
konczy dowod.

Dowod faktu, ze okresem zasadniczym funkcji cosinus jest liczba 27 pozostawiamy jako
¢wiczenie.

Przyktad 1

Wyznaczymy okres zasadniczy funkciji:

a. f(z) = sin(2z),
b. f(w) cos(m )
f(2) =tg (5 +1).

Przypomnijmy, ze okresem zasadniczym funkcji f nazywamy najmniejsza dodatnig liczbe
T), dla ktorej dla dowolnego z nalezacego do dziedziny funkcji f zachodzi rowno$¢

f(z +To) = f(=).

a. Niech Ty > 0. Rozwazmy f(z + Tp). Wowcezas f(x + Tp) = sin(2x + 2Tp). Poniewaz
szukamy takiego Tp > 0, aby f(z + Tp) = f(x) dla kazdego x z dziedziny funkciji f,
zatem sin(2x + 27Tp) = sin(2x) dla kazdego z nalezacego do dziedziny funkcii f.
Poniewaz okresem zasadniczym funkcji sinus jest liczba 27, wigec najmniejsze
dodatnie Tj otrzymamy rozwigzujac rownanie 27y = 2m. Stad T = .

b. Niech Ty > 0. Rozwazmy f(x + Tp). Wowczas
f(z + To) = cosm(x + To) = cos(mx + ©1p). Poniewaz szukamy takiego Tp > 0, aby
f(z + To) = f(x) dla kazdego z z dziedziny funkcji f, zatem
cos(mx + 7Tp) = cos(mzx) dla kazdego x nalezacego do dziedziny funkciji f.
Poniewaz okresem zasadniczym funkcji tangens jest liczba 27, wiec najmniejsze
dodatnie Tj otrzymamy rozwigzujac rownanie 71y = 2. Stad Tp = 2.
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c. Niech Ty > 0. Rozwazmy f(x + Tp). Woéwczas
flx +To) =tg (%T” + 1) =tg (=+ Doy 1). Poniewaz szukamy takiego Ty > 0,
aby f(z + Ty) = f(z) dla kazdego x z dziedziny funkcji f, zatem
tg (% + % + 1) =tg (% + 1) dla kazdego = nalezacego do dziedziny funkcii f.

Poniewaz okresem zasadniczym funkcji tangens jest liczba 7, wiec najmniejsze

dodatnie Tj otrzymamy rozwigzujac rownanie % = 7. Stad Ty = 72,

Przyktad 2
Obliczymy warto$ci wyrazen: sin(—330°), cos 690°, tg (—1035°).
Mamy kolejno:

sin(—330°) = (z nieparzystosci funkcji sinus)
= —sin330° = —sin(—30° + 360°) = (z okresowosci funkciji sinus)
= —sin(—30") (ponownie z nieparzystosci funkcji sinus) = —(— 3 ) = 1.

cos 690° = cos(720° —30°) = cos(2-360° —30°) =
(z okresowosci funkcji cosinus)

mﬁ

= cos(—30°) = (z parzystosci funkcji cosinus) = cos(30°) =

tg (—1035°) = (z nieparzystosci funkcji tangens)

— _tg1035° =

= —tg (3-360° —45") = (z okresowosci funkcji tangens)
= — tg (—45") (z nieparzystosc funkcji tangens)

= (- tg (45)) = ~(-1) = 1

Monotonicznos¢ funkcji trygonometrycznych

Rozwazmy najpierw katy o miarach z przedziatu (0, % ). Na drugim ramieniu kata
wybierzmy dodatkowo taki punkt IV, ktorego pierwsza wspolrzedna jest rowna 1. Na
rysunku ponizejzaznaczone s3 odcinki, ktorych dtugosci sa rowne sin «, cos a oraz tg a.

Zwro6c¢ uwage, ze wraz ze wzrostem rozwartosci kata a rosng dtugosci odcinkow MM oraz
NN ,jednoczes$nie odcinek OM si¢ skraca. Oznacza to, ze w przedziale (O, %) funkcje

sinus i tangens rosna, za$ funkcja cosinus maleje.
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Dla katéw o miarach z przedziatu (%, 7r) dtugosci odcinkow MM, NN oraz OM’ nie
zawsze s3 rowne wartosciom funkcji trygonometrycznych - czasami majg dtugosci rowne
ich wartoSciom bezwzglednym.

Jesli kgt ma miare z przedziatu (% , 7r), to sytuacja wyglada jak na rysunkach ponize;j.
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Mozna zauwazy¢, ze dla katow o miarach z przedziatu (% , 77) zachodzg nastepujace
zaleznosci:

o odcinek OM’ ma dtugo$¢ |cos a| = — cosa (bo cosa < 0)

« im wieksza miara kata «, tym dtuzszy jest odcinek OM’

e im dluzszy odcinek OM’, tym wieksza wartos¢ liczby — cos o
» im wieksza wartos¢ liczby — cos o, tym mniejsza wartosc¢ liczby cos a.

Z powyzszego wynika, ze im wieksza miara kata «, tym mniejsza wartosc¢ liczby cos «, co

oznacza, ze funkcja cos a jest malejgca na przedziale (%, 7r).



Analogicznie:

o odcinek MM ma dtugoéé |sin a| = sin a (bo sina > 0)
o im wieksza miara kata o, tym krotszy jest odcinek MM’
e im krotszy odcinek MM, tym mniejsza wartoé¢ liczby sin a.

Z powyzszego wynika, ze im wieksza miara kata o, tym mniejsza wartos$¢ liczby sin a;, co
oznacza, ze funkcja sin « jest malejaca na przedziale (%, 7r).

Ponadto:

 odcinek NN ma dhugos¢ [tga| = —tga (botg a < 0)

o im wigksza miara kata «, tym krotszy jest odcinek NN’

e im krotszy odcinek NN’, tym mniejsza warto$¢ liczby — tg o

e im mniejsza warto$c liczby — tg a, tym wigksza wartosc¢ liczby tg a.

Z powyzszego wynika, ze im wigksza miara kata «, tym wieksza wartos¢ liczby tg a, co
oznacza, ze funkcja tg o jest rosnaca na przedziale (%, 7r).

Jesli kgt ma miare z przedziatu (7r, % ), to sytuacja wyglada jak na rysunkach ponize;j.

Y

|cosa| = —cosa

=Y

(cos a, sin @)
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Mozna zauwazy¢, ze dla katéw o miarach z przedzialu (7r, 37”) zachodzg nastepujace

zaleznosSci:

o odcinek OM’ ma dtugo$¢ |cos a| = — cos a (bo cos a < 0)

o im wieksza miara kata o, tym krotszy jest odcinek OM’

o im krotszy odcinek OM ', tym mniejsza warto$¢ liczby — cos a

» im mniejsza wartoSc¢ liczby — cos a, tym wieksza warto$¢ liczby cos a.

Z powyzszego wynika, ze im wigksza miara kata «, tym wieksza warto$¢ liczby cos «, co

oznacza, ze funkcja cos a jest rosngca na przedziale (7r, % )

Analogicznie:

o odcinek MM ma dtugoé¢ |sina| = — sina (bo sin a < 0),

o im wieksza miara kata o, tym dtuzszy jest odcinek MM

o im dtuzszy odcinek MM, tym wieksza warto$¢ liczby — sin a,

» im wieksza wartos¢ liczby — sin o, tym mniejsza warto$c¢ liczby sin a.

Z powyzszego wynika, ze im wieksza miara kata o, tym mniejsza wartos¢ liczby sin a;, co
oznacza, ze funkcja sin o jest malejgca na przedziale (71', % )

Ponadto:

o odcinek NN ma dlugos¢ [tg a| =tg a (botg a > 0),
o im wieksza miara kata «, tym dluzszy jest odcinek NN,
e im dluzszy odcinek NN, tym wieksza wartoéé liczby tg a.



Z powyzszego wynika, ze im wigksza miara kata «, tym wieksza wartosc liczby tg a, co

oznacza, ze funkcja tg a jest rosngca na przedziale (7r, % )

Jesli kgt ma miare z przedziatu (%, 27r), to sytuacja wyglada jak na rysunkach ponize;j.
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Mozna zauwazy¢, ze dla katow o miarach z przedzialu (%, 27r) zachodza nastepujace
zaleznosci:

o odcinek OM ma dtugos¢ |cos a| = cos a (bo cos o > 0),
o im wieksza miara kata a, tym dtuzszy jest odcinek OM



e im dtuzszy odcinek OM, tym wieksza wartoé¢ liczby cos a.

Z powyzszego wynika, ze im wieksza miara kata o, tym wieksza wartos¢ liczby cos a, co
oznacza, ze funkcja cos « jest rosngca na przedziale (32—”, 27r).

Analogicznie:

 odcinek MM ma dtugoé¢ |sin a| = — sin a (bo sin a < 0),

o im wieksza miara kata o, tym krotszy jest odcinek MM,

o im krotszy odcinek MM, tym mniejsza warto$¢ liczby — sin o,

e im mniejsza warto$¢ liczby — sin «, tym wigksza wartos$¢ liczby sin a.

Z powyzszego wynika, ze im wigeksza miara kata o, tym wieksza wartoSc¢ liczby sin o, co
oznacza, ze funkcja sin o jest rosnaca na przedziale (3£, 2r).

Ponadto:

o odcinek NN ma dlugoéé |tg a| = — tg a (botg a < 0),

o im wieksza miara kata a, tym krotszy jest odcinek NN,

e im krotszy odcinek NN, tym mniejsza wartoé¢ liczby — tg a,

« im mniejsza wartosc¢ liczby — tg «, tym wigksza wartos¢ liczby tg a.

Z powyzszego wynika, ze im wigksza miara kata «, tym wieksza wartosc liczby tg a, co
oznacza, ze funkcja tg o jest rosngca na przedziale (32—”, 27r).

Podsumujmy powyzsze rozwazania:

1. Funkcija sinus jest rosngca na przedziale (0, %) oraz na przedziale (32—”, 271'). Jest tez
R
na zbiorze liczb rzeczywistych, to jej monotoniczno$¢ mozemy opisa¢ nastepujaco: sinus

malejgca na kazdym z przedziatow ( 7r) oraz (7r, 32—” ) Poniewaz funkcja sinus jest ciggla

s
DR
jest okresowa o okresie zasadniczym 27, to mozemy powiedzie¢, ze rosnie na kazdym

ro$nie na przedziale (— %, 3 ), maleje za$ na przedziale (%, 3T ). Poniewaz funkcja sinus
z przedziatow postaci (— 5 + 2km, 5 + 2km), gdzie k € Z, oraz maleje na kazdym
z przedziatow postaci <% + 2k, % + 2k7r>, gdzie k € Z.

2. Funkcja cosinus jest rosngca na przedziale (7r, %) oraz na przedziale (% , 271'). Jest tez
malejaca na kazdym z przedziatow (0, %) oraz (5, ) Poniewaz funkcja cosinus jest ciggta
na zbiorze liczb rzeczywistych, to jej monotoniczno$¢ mozemy opisa¢ nastepujaco: cosinus
ro$nie na przedziale (r, 27), maleje za$ na przedziale (0, 7). Poniewaz funkcja cosinus jest
okresowa o okresie zasadniczym 27, to mozemy powiedziec¢, ze ro$nie na kazdym

z przedziatéow postaci (w + 2km, 27 + 2kn), gdzie k € 7, oraz maleje na kazdym

z przedziatéow postaci (0 + 2km, m + 2kn) = (2knw, ™ + 2km), gdzie k € Z.

3. Funkcja tangens jest rosngca na kazdym z przedziatow (0, %), (%, 7r), (7r, %), (32—”, 27r).

Jest nieokres$lona dla liczby & oraz wszystkich liczb postaci 4 + km, gdzie k € Z i ciggta dla
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liczb postaci km, gdzie k € Z (miejsca zerowe funkcji tangens). Poniewaz funkcja tangens
jest ciggta na kazdym z przedzialow postaci (—% + km, 5 + k7r), gdzie k € Z, to jej
monotoniczno$¢ mozemy opisac nastepujaco: tangens rosnie na przedziale (—%, %)
Poniewaz funkcja tangens jest okresowa o okresie zasadniczym 7, to mozemy powiedziec,

ze roSnie na kazdym z przedziatéw postaci (—% + km, 5 + k:7r), gdzie k € Z.

Wartosci najwieksze i wartosci najmniejsze funkcji
trygonometrycznych

Analizujgc przedzialy monotonicznosci funkcji trygonometrycznych, mozemy zauwazyc, ze
funkcija sinus przyjmuje wartos¢ najwieksza (skadingd wiadomo, ze jest ona réwna 1, dla
argumentow postaci x = 5 + 2km, gdzie k € Z, oraz warto$¢ najmniejszg dla argumentow
postaci z = % + 2km, gdzie k € Z (ktora skadinad jest rowna (—1)). Funkcja cosinus
przyjmuje warto$¢ najwiekszg (réwna 1) dla argumentéw postaci ¢ = 2k, gdzie k € Z, oraz
warto$¢ najmniejszg (rowna (—1)) dla argumentéw postaci ¢ = w + 2k, gdzie k € Z.
Funkcja tangens jest rosngca na kazdym z przedziatow, na ktorym jest okreslona. Ponadto
przedzialy okreslonoSci funkcji tangens sg obustronnie otwarte, zatem funkcja tangens nie
przyjmuje ani warto$ci najmniejszej, ani wartosci najwieksze;.

Stownik

funkcja okresowa

mowimy, ze funkcja f jest okresowa, jesli istnieje dodatnia liczba T" spelniajaca warunki: 1)
jesli « nalezy do dziedziny funkciji f, to  + T roéwniez nalezy do dziedziny funkciji f, oraz
2) dla kazdego argumentu x zachodzi rowno$¢ f(z + T') = f(x)

okres funkcji

okresem funkcji f nazywamy taka dodatnia liczbe 7' dla ktérej spetnione sg dwa warunki
(1) i (2) z definicji funkcji okresowej

okres podstawowy/zasadniczy funkcji
najmniejsza dodatnia liczba, ktéra jest okresem danej funkcji okresowej
okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych

funkcje sinus, cosinus oraz tangens sg okresowe przy czym okresem zasadniczym funkcj
sinus i funkcji cosinus jest liczba 27, za$ okresem zasadniczym funkcji tangens jest liczba

™
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Infografika

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje zawarte w ponizszej infografice. Na ich podstawie rozwiaz test.



Polecenie 2

Rozwiaz test wielokrotnego wyboru. Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. (Uwaga!
Pamietaj, ze w pytaniach moze pojawic sie rowniez tylko jedna prawidtowa odpowiedz.)

Okresem funkcji sinus jest liczba:

(] 10m.
(] 2m

(] 5w

Okresem zasadniczym funkcji tangens jest liczba:

) =«
(] 2«
(] —m
Wszystkie miejsca zerowe funkcji sinus:

(] doktadnie pokrywaja sie z miejscami zerowymi funkcji tangens.

doktadnie pokrywajg sie z liczbami, dla ktérych funkcja tangens ma asymptoty
U pionowe.

0 doktadnie pokrywaija sie z argumentami, dla ktérych funkcja cosinus przyjmuje
wartos¢ najwieksza.

Wszystkie miejsca zerowe funkcji cosinus:

0 doktadnie pokrywajg sie z argumentami, dla ktérych funkcja sinus przyjmuje
wartos¢ najwieksza.



doktadnie pokrywajg sie z liczbami, dla ktérych funkcja tangens ma asymptoty
U pionowe.

(] doktadnie pokrywaja sie z miejscami zerowymi funkcji tangens.
Mozna powiedzie¢, ze:

0 zbiér miejsc zerowych funkgcji sinus jest réowny zbiorowi argumentoéw, dla ktérych
funkcja cosinus przyjmuje warto$¢ 1 lub wartos¢ (—1).

0 funkcja sinus ma dwa razy wiecej miejsc zerowych niz argumentoéw, ktérych
przyjmuje wartos$¢ 1.

0 miejsca zerowe funkcji sinus sg rozmieszczone na osi liczbowej dwa razy gesciej niz
argumenty, dla ktérych przyjmuje ona wartos¢ 1.

Wartos¢ wyrazenia cos % jest rowna wartosci wyrazenia:

11
(] cos=E.

-9
(] cos =~.

6
(] cos .



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Rozwiaz test.

Dokoncz zdanie, wybierajac poprawne odpowiedzi.
Okres zasadniczy funkcji sinus jest réwny:

(] okresowi zasadniczemu funkgcji cosinus.

(]

(] 2m

Cwiczenie 2
Wyznacz okresy podstawowe funkcji o podanych wzorach.
a. f(x) =sin3x

b. f(z) = cos ¢




Cwiczenie 3

Przyporzadkuj wzory funkcji ich okresom zasadniczym. Przeciagnij i upus$¢ kazdy element do

odpowiedniej grupy.

Wozory funkcji o okresie zasadniczym Ty = 7

f(z) = sin 27z ’

f(z) = cos4x ’ ‘ f(z) =tg 2z ’

x) =tg x) = sindx

Wzory funkcji o okresie zasadniczym Ty = 27 flz) ~te H f(@) ’

f(z) = cos2zx ’

f(z) = cos2rmx ’ ‘ f(z) =tg &

f(z) =tg mx ’ ‘ f(z) =sinz ’
Wzory funkcji o okresie zasadniczym Ty = 4

f(z) = cosx ’ ‘ f(z) = sin 2z ’
Wozory funkcji o okresie zasadniczym 1Ty = 1

Cwiczenie 4

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Wartos¢ tg 35° nie jest rowna wartosci wyrazenia:

() tg215°

() tg145°

() —tg145°




Cwiczenie 5

Rozwiaz test wielokrotnego wyboru.

Dokoncz zdanie, wybierajac poprawne odpowiedzi.

V3

Liczba —-5~ jest rowna warto$ci wyrazenia:

(] cos510°.

(] cos480°.

(] cos(—210).

Cwiczenie 6

Potacz w pary wyrazenie trygonometryczne z jego wartoscia liczbowa.
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sin 437 V3
tg 5" 3
tg 227 3
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Cwiczenie 7

Uporzadkuj podane wyrazenia od tych, ktérych wartos$¢ liczbowa jest najmniejsza, do tych

o najwiekszej wartosci liczbowej. Ztap element i przesun go w goére lub w dot.
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Cwiczenie 8 @

Okresl monotonicznos¢ funkcji trygonometrycznych na podanych przedziatach postugujac sie
okresowoscia. Przeciagnij i upusc kazdy element do odpowiedniej grupy.

sinus rosnie

5.5 | (-%,-3)

(m, 2m) ‘brak (Ir, 92

sinus maleje

(=2m,—m) || (3£, 28

3m  5m <13_7r
272 2772

(—3m,—27) || (~,0) |

cosinus rosnie

cosinus maleje

tangens rosnie

tangens maleje




Cwiczenie 9

Korzystajac z okresowosci funkcji trygonometrycznych, podaj rozwigzania ponizszych
nieréwnosci elementarnych. Potagcz w pary nieréwnosci z ich rozwigzaniem.

cosz >0 (% +2km, 3 +2kn), k€ Z
tgx >0 (%—l—kﬂ,ﬂ—i—kw),kez
tgz <0 (=% +2km, 5 + 2kn), k€ Z
cosz <0 (2km,m + 2km), k € Z
sinz > 0 (kw,% +k7r),k €7

sinz <0 (m + 2km, 27 + 2km), k € Z
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