Walec opisany na graniastostupie
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Prezentowany materiatl porusza zagadnienia dotyczace walca opisanego na graniastostupie.
Sprobujemy odpowiedzie¢ na pytania: czy kazdy graniastostup prosty mozna zapakowac do
pudelka w ksztalcie walca? Jakie powinny by¢ wymiary tego pudetka, aby miato ono jak
najmniejsza powierzchnie? Jakg objetoS¢ materiatu stracimy, jesli z klocka w ksztalcie walca
zechcemy wycig¢ graniastostup? W odpowiedzi na te wszystkie pytania pomogg nam
wiadomosci dotyczgce wlasnosci wielokatow wpisanych w okrag.

Zagadnienia dotyczgce bryly wpisanejw bryle wykraczajg poza podstawe programowa.
Twoje cele

» Poznasz wlasno$ci graniastostupow wpisanych w walec.
 Zastosujesz wzory na pole powierzchni i objetos¢ bryt oraz znane twierdzenia

z geometrii ptaskie;.



Przeczytaj

Walec opisany na graniastostupie a graniastostup wpisany
w walec
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Graniastostup jest wpisany w walec jesli jego podstawy sg wielokgtami wpisanymi

\
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w podstawy walca. Zauwazmy, ze wysoko$¢ graniastostupa jest taka sama jak wysokos¢
walca.

Podstawa graniastostupa musi by¢ wielokat, na ktérym mozna opisa¢ okrag. To kryterium
speiniaja wszystkie wielokaty foremne, a zatem na kazdym graniastostupie prawidtowym
mozna opisa¢ walec.

Przypomnijmy podstawowe wzory dotyczgce walca:

« objetos¢ walca o promieniu R i wysokoéci H wyraza sie wzorem V = mR2H
» pole powierzchni walca o promieniu R i wysoko$ci H wyraza si¢ wzorem
P=2rR*+2rR-H

Przyktad 1

Rozwazmy graniastostup prawidtowy szeSciokatny, ktorego wszystkie krawedzie maja
dtugos¢ a. Obliczymy powierzchni¢ catkowita i objetosS¢ walca opisanego na tym
graniastostupie.

Rozwigzanie:

Poniewaz wszystkie krawedzie graniastostupa sa tej samej dtugosci, to oznacza, ze
promien podstawy walca i jego wysoko$¢ rowniez sg rowne a.
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AzatemV = - a? - a = ma® oraz P, = 27a? + 27a - a = 4mwa®.

Przyktad 2

Objetosc¢ walca jest rowna 24m. Wysokos$¢ walca jest 3 razy wieksza od promienia jego
podstawy. Obliczymy objeto$¢ graniastostupa prawidlowego trojkatnego wpisanego
w ten walec.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez R promien podstawy walca. Stad H = 3R. Korzystajac z informacii
o objetosci walca otrzymujemy réwnanie:

mR? - 3R = 24r
R}=38

R=2
Stad H = 6.

Z zaleznosci miedzy bokiem trojkgta rownobocznego, a promieniem okregu opisanego na
tym trojkacie, otrzymujemy rownanie

av'3
5 = 2,
a= 2\/§
2v3)'v3
Stad V = %-6:18\/5.
Przyktad 3

Przekatna przekroju osiowego walca, rowna 20, nachylona jest do ptaszczyzny podstawy
walca pod katem 60°. Obliczymy objetos¢ graniastostupa prawidlowego czworokatnego
wpisanego w ten walec.

Rozwigzanie:

W rozwigzaniu postuzymy sie przekrojem osiowym walca, ktory jest prostokgtem
obokach Hi2R.
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Z wlasnosci trojkata o katach 30°,60°,90° mamy 2R = 10, czyli R = 5 oraz H = 10+/3.

Srednica podstawy walca jest przekatng podstawy graniastostupa, czyli kwadratu, czyli
d = 10.

Otrzymujemy V = < . H = 50 - 10v/3 = 500/3.

Zauwazmy, ze na kazdym trojkacie rowniez mozna opisac okrag, zatem walec da si¢ opisac
na dowolnym graniastostupie prostym trojkgtnym.

Przyktad 4

Podstawa graniastostupa prostego jest trojkagt rownoramienny o bokach 13, 13 i 10.
Wysokos¢ tego graniastostupa jest rowna 8. Obliczymy dlugos¢ promienia walca
opisanego na tym graniastostupie.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy, Ze podstawa tego graniastostupa jest trojkat ABC, jak na rysunku.
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13 13

Obliczymy promien okregu opisanego na tym trojkacie korzystajac ze wzoru
R — [ABLIBClAC|
4Pspc )

A zatem z twierdzenia Pitagorasa w tréjkgcie BDC mamy:
|cD|* + |BD|* = |BC|

ICD|? + 5% = 13

|CD|?* = 144

|CD| = 12

Stad Papc = 5 - 10 - 12 = 60.

|AB|:|BC|-|AC| _ 13-13-10 __ 169
4PaBc 460 T 24

Otrzymujemy R =
Przyktad 5

Z walca o wysokosci 12 i promieniu podstawy 5 wycieto prostopadtoscian, ktorego
krawedzie podstawy r6znig si¢ o 2. Obliczymy objetos¢ prostopadtoscianu.

Rozwigzanie:

Wykonajmy odpowiedni rysunek.



Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy rownanie:

22 + (z +2)* = 10°

222 + 4z — 96 = 0

Dodatnim rozwigzaniem tego rownania jest z = 6. Stad = + 2 = 8.

Zauwazmy, ze wysokoS¢ prostopadtoscianu jest taka sama jak wysokos¢ walca. Zatem
objetos¢ prostopadtoscianu jest rowna:

V=z-(2+2)-12=6-8-12 = 576.

Wezory, ktore mogg Ci si¢ przydac:

Promien okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym
dlugos¢ promienia okregu opisanego na trojkgcie prostokatnym o przeciwprostokatne;j
dtugos$ci c wyraza si¢ wzorem: R = 5

Promien okregu opisanego na trojkgcie rownobocznym

dlugos¢ promienia okregu opisanego na trojkgcie rownobocznym o boku diugosci a,

aV3
3

wyraza si¢ wzorem: R =

Promien okregu opisanego na dowolnym trojkacie

dlugos¢ promienia okregu opisanego na dowolnym trojkacie wyraza si¢ wzorem: R = f]liz :

gdzie P, - pole tréjkata, a, bi ¢ - dlugosci bokéw tego trojkata



Pole kwadratu

. /s s . _d?
pole kwadratu o przekatnej dtugosci d wyraza si¢ wzorem: P = 5~

Stownik
graniastostup prawidtowy
graniastostup prosty, ktorego postawami sg wielokaty foremne

graniastostup prosty

graniastostup, ktorego Sciany boczne sg prostokgtami



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Prezentacja multimedialna przedstawia wielokaty, ktére mogg by¢ podstawami graniastostupa
wpisanego w walec. Zapoznaj sie z jej trescia, a nastepnie odpowiedz na pytania zawarte

w poleceniach ponizej.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D7I8nVILB

Polecenie 2

Na podstawie informacji zawartych w prezentacji ocen prawdziwos¢ zdan. Walec mozna
opisac na graniastostupie prostym, ktérego podstawg jest:

Zdanie Prawda Fatsz
kwadrat o boku dtugosci 5 cm
dowolny romb o boku dtugosci 5 cm

trapez o bokach dtugos$ci 5 cm, 5 cm, 6 cm, 10 cm

O|0|0|0O
O|0|0|0O

czworokat o katach wewnetrznych 40°, 120°, 50°, 150°



https://zpe.gov.pl/a/D7I8nVILB

Polecenie 3

Przypomnij sobie wtasnosci wielokagtéw foremnych i odpowiedz na pytanie. Kliknij
w odpowiednie pole wyboru.

Tak Nie

Czy na kazdym graniastostupie prawidtowym mozna O O
opisac walec?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Graniastostup prawidtowy czworokatny o przekatnej podstawy réwnej 6 i wysokosci 8 jest
wpisany w walec. Objetos¢ tego walca jest réwna:

(O 24rw
O 727
() 167

(O 48w

Cwiczenie 2 ¢

Objetos$¢ walca opisanego na sze$cianie o przekatnej 6 jest rowna:

O 187/3

O 97v/3




Cwiczenie 3 ¢
Na prostopadtoscianie o przekatnej dtugosci 17 c¢cm opisano walec o promieniu 4 cm.
Wysokos$¢ tego walca jest réwna:

() 12 cm

(O 13 cm

O\/2_73cm

() 15 cm

Cwiczenie 4
Graniastostup prawidtowy szesciokatny o krawedzi podstawy rownej 5 i wysokosci 12 jest
wpisany w walec. Ocen prawdziwos$¢ nastepujacych zdan.

Zdanie Prawda Fatsz
Promien podstawy walca jest réwny 5. O O
Promien podstawy walca jest rowny 57\/3 O O
Pole powierzchni bocznej walca jest rowne 1207. O O

Cwiczenie 5

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest kwadratem o boku 16. Oblicz objetos¢

graniastostupa prawidtowego trojkatnego wpisanego w ten walec. Podaj cyfre setek,
22

dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku. Przyjmij m = ==.

Cyfra Odpowiedz

cyfra setek

cyfra dziesigtek

cyfra jednosci




Cwiczenie 6

Z kawatka drewna w ksztatcie walca, o wysokosci dwa razy dtuzszej niz promien podstawy
i objetosci 4327 dm? mamy wykona¢ klocek w ksztatcie graniastostupa prawidtowego
szesciokatnego. Podstawy graniastostupa maja by¢ wpisane w podstawy walca. Oblicz
objetos$¢ jaka zajmujg odpady. Wartosé podaj z doktadnoscia do 1 dm?.

Cwiczenie 7 @

Graniastostup trojkatny jest wpisany w walec. Jeden z bokéw podstawy graniastostupa ma
dtugos¢ 10, a katy przylegajace do tego boku majg miary 10° i 20°. Oblicz wysoko$¢ tego
walca, wiedzac, ze jego objetos¢ jest rowna 200.

Cwiczenie 8 @

Podstawg graniastostupa o wysokosci 2a jest trapez réwnoramienny o bokach dtugosci a, a, a
i 2a. Oblicz objeto$¢ walca opisanego na tym graniastostupie.



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Kantor - Szcze$niak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Walec opisany na graniastostupie

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, poziom rozszerzony.
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetos¢ i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka, kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,
kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» zna wiasnosci graniastostupa wpisanego w walec,
 stosuje wzory na pola powierzchni i objeto$¢ graniastostupow oraz walca.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e koszyk pomystow,
e pokaz multimedialny.



Formy pracy:

e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
» projektor multimedialny/ tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

7

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekciji ,Przeczytaj
oraz przypomnienie wiadomosci o objetosci graniastostupa i walca oraz okregu
opisanym na trojkgcie rownobocznym, prostokatnym i dowolnym.

Faza wstepna:

1. Uczniowie w parach, metodg koszyka pomystow, przygotowuja 5 kartek, na ktorych
zapisujg zwigzane z graniastostupem, walcem, okregiem opisanym na wielokgcie,
poznane wzory i definicje. Kartki wrzucaja do kosza, z ktorego bedzie mozna je
pobierac, szukajgc inspiracji do rozwigzania zadan. Uczniowie na tym etapie
powtarzania wiadomosci moga korzystac z zeszytow, komputera, ksigzek.

2. Nauczyciel podaje temat: ,Walec opisany na graniastostupie” i cele zaje¢. Wspolnie
z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla prezentacje multimedialng. Wybrani uczniowie rozwigzujg
polecenia pod prezentacja.

2. Uczniowie pracujg w parach. Ich zadaniem jest samodzielne rozwigzanie przyktadow
przedstawionych w sekciji ,Przeczytaj”. Uczniowie czytaja dane polecenie, probujg
rozwigzac problem. W razie watpliwosci mogg zajrze¢ do koszyka pomystow i odnalez¢
potrzebng informacje. Swoje rozwigzania porownuja z tymi, zawartymi w sekcji
LPrzeczytaj’.

3. Nauczyciel dzieli klase na 6 grup. Kazda grupa otrzymuje do rozwigzania jedno
¢wiczenie z posrod ¢wiczen 1 -6 w czesci ,,Sprawdz sie”

4. Wyznaczony przez nauczyciela uczen omawia rozwigzanie zadania na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.



2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Po dzisiejszej lekcii
powinienem/ powinnam zapamietac, ze .....

Praca domowa:
Uczniowie dobieraja si¢ w pary i rozwigzuja ¢wiczenia 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:
» Bryly obrotowe
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze przed lekcja poprosi¢ o przypomnienie wzoréw na pola powierzchni
i objetosci bryt oraz wlasnosci trojkatéw i czworokgtow.
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