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Poznamy teraz jeden z bardzo waznych ciggéw liczbowych - cigg geometryczny. Cigg ten
znany byt juz Babilonii i starozytnym Egipcie, ktorzy podobno zaczerpneli wiedze o nim

z sumeryjskich glinianych tabliczek. Dokladniejsze wiadomosci o tym ciggu zawdzigeczamy
Grekom, ktorzy rozpropagowali kilka podstawowych wiasnosci tego ciagu.

Na pewno zdarzylo Ci si¢ styszec, ze cos ro$nie (lub maleje) ,w postepie geometrycznym” -
to powiedzenie wigze si¢ bezposrednio z atrybutem wyrazow ciggu geometrycznego -
mog3 bardzo szybko rosna¢ lub malec.

Twoje cele

e Rozpoznasz wérod innych ciggdw cigg geometryczny.

o Podasz przyklad ciggu geometrycznego.

e W danym ciggu geometrycznym okreslisz pierwszy wyraz i iloraz ciggu.

o Udowodnisz, ze dany ciag jest geometryczny.

e Majgc pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego, okreslisz kilka wyrazow ciggu.

e Znajgc wzor ciggu geometrycznego okreslisz jego pierwszy wyraz, iloraz ciagu,
konkretny wyraz ciagu.



https://pixabay.com/pl/users/thedigitalartist-202249/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=702863
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Przeczytaj

COVID-19 to ostra choroba zakazna uktadu oddechowego wywotana zakazeniem wirusem
SARS-CoV-2. Glowna droga rozprzestrzeniania si¢ wirusa SARS jest przenoszenie si¢
z cztowieka na cztowieka w postaci kropelkowe;.

Pewna osoba nie wiedziala, ze jest zarazona wirusem SARS i rozmawiajac z dwoma
przyjaciotmi kichneta (nie zakrywajgc ust), zarazila te osoby. Zat6zmy, ze kazda z tych oso6b
nim dowiedziala sig, ze jest chorai nastepnego dnia robwniez zarazita dwie osoby.
Zakladajgc, ze ten model bedzie si¢ powtarzat i kazda chora osoba zarazi dwie inne,
mozemy przebieg rozprzestrzeniania si¢ wirusa zobrazowac¢ na wykresie.
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Liczby opisujgce ilos¢ zakazanych osob w kolejnych dniach mozemy zapisa¢ nastepujaco:

1,2, 4,8, 16, ...

Zauwaz, ze liczby te tworzg pewien cigg, w ktorym kolejne wyrazy powstaja z poprzednich
poprzez pomnozenie przez 2. Jest to przykiad ciggu (postepu) zwanego geometrycznym.
Na podstawie powyzszego schematu powiemy, ze wirus SARS rozprzestrzenia si¢

w postepie geometrycznym.

Zapiszmy teraz kilka kolejnych naturalnych poteg liczby 3.

30, 31, 32,33 3% 3% ...



W tym przypadku kolejne wyrazy utworzonego ciggu (oprocz pierwszego) powstajg poprzez
pomnozenie wyrazu poprzedniego przez 3. Jest to rowniez przyklad ciggu
geometrycznego.

Ciggi geometryczne mogg by¢ ciggami nieskonczonymi badz skonczonymi. Ale aby
stwierdzi¢ czy dany cigg jest geometryczny, ten cigg musi mie¢ co najmniej trzy wyrazy.

Definicja: Ciag geometryczny

Ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy,
w ktorym kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu
poprzedniego przez liczbe g, zwang ilorazem ciagu.

Przyktad 1

Cigg (1, 5, 10) nie jest ciggiem geometrycznym, bo drugi wyraz powstaje z pierwszego
poprzez pomnozenie przez 5, ale trzeci wyraz powstaje z drugiego poprzez pomnozenie
przez 2.

Cigg geometryczny zwykle okreslany jest poprzez pierwszy wyraz ciggu i iloraz ciggu.

Przyktad 2

Przyklady ciagéw geometrycznych nieskonczonych

Kolejne poczatkowe wyrazy ciggu Plerwszy Iloraz ciaggu
wyraz

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... 1 2

10, 50, 250, 1250, 6250, ... 10 5

—64, —16, —4, —1, — 4, — 1=, ... —64 .

—81, —54, —36, —24, —16, — 32, ...  -81 =

V2,2, 2v2, 4, 42,8, 8V2, ... V2 V2
0,0,0,0,0,0, ... 0 Dowolna liczba

rzeczywista

W powyzszych przyktadach ilorazem ciggu byla liczba dodatnia (za wyjatkiem ciggu

o wyrazach rownych 0, ktorego ilorazem moze by¢ dowolna liczba rzeczywista). Ale iloraz
moze by¢ tez liczbg ujemng. Woéwczas uzyskany cigg (o wyrazach niezerowych), jest
ciggiem naprzemiennym, to znaczy wystepuja w nim na przemian wyrazy dodatnie

i ujemne.

Przyktad 3

Przyklady ciaggéw naprzemiennych skonczonych



javascript:void(0);

Przyklady ciggéw naprzemiennych skonczonych
Kolejne poczatkowe wyrazy ciggu Pierwszy wyraz Iloraz ciagu
1, -1,1, —-1,1, —1 1 -1
—5, 25, — 125, 625, — 3125 —5 -5
iz 1 1 1 1 1 1
3 6 127 247 48 3 2

Ciekawym rodzajem ciggu geometrycznego jest cigg staty. To znaczy taki, ktorego iloraz jest

rowny 1.
Przyktad 4
Przyklady ciaggéw stalych
Kolejne poczatkowe wyrazy ciggu Pierwszy wyraz Iloraz ciggu
-1, -1, -1, -1, -1, —1, ... —1 1
5,5,5,5,5, ... 5 1
1 1 1 1 1 1
303 3 3 By 3 1

Z okreSlenia ciggu geometrycznego wynika, ze iloraz uzyskany poprzez podzielenie wyrazu
nastepnego przez poprzedni, jest dla danego ciggu liczbg statg. Wiec jesli mamy pierwszy
wyraz i iloraz ciggu, to mozemy wyznaczy¢ kilka poczatkowych wyrazow tego ciggu.

Wazne!

Jezeli (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g, to dla dowolnej liczby naturalnej
n > 0 prawdziwa jest rownos$¢:

Qpy1 = ap - g
Przyktad 5

Wyznaczymy wyrazy piecioelementowego ciggu geometrycznego (a,,) wiedzac, ze jego
pierwszy wyraz jest rowny 120, a iloraz jest rowny 0, 5.

a; = 120
as =120 0,5 = 60
az = 60-0,5 = 30
as=30-0,5=15
a5 =15-0,5="7,5

Odpowiedz:




Szukany cigg ma postac: (120; 60; 30; 15; 7,5).

Znajgc co najmniej dwa kolejne wyrazy ciggu geometrycznego (niekoniecznie poczatkowe),
mozna wyznaczyc tatwo iloraz tego ciggu.

Wazne!

Jezeli (a,) jest ciggiem geometrycznym o wyrazach niezerowych, to dla dowolnej
liczby naturalnej n > 0 prawdziwa jest rownosS¢:

An+41

a, 4

gdzie:
q - jest ilorazem tego ciggu.

Przyktad 6

Wyznaczymy iloraz kazdego z podanych ciggéw geometrycznych.
e 7,21,63, 189, ...,q= 3 -3
e -1, —2, —4, —8, —16,...,q=—=2=2
.« ...,2V3,6,6V3,18,...,q= 8 — /3

Przyktad 7

Wiadomo, Ze trzeci wyraz ciggu geometrycznego (a,,) jest rowny 90, a czwarty 270
obliczymy pierwszy wyraz tego ciagu.

Mamy dane dwa kolejne wyrazy ciagu, zatem mozemy obliczy¢ iloraz tego ciagu.

a3 =90
ays = 270
0- 2
g=22=3

Majac trzeci wyraz i iloraz ciggu, mozna obliczy¢ drugi wyraz.
ap = —-
ay = % =30

W podobny sposéb obliczamy pierwszy wyraz.




a =2
ay = ?;’—0 =10

Odpowiedz:

Pierwszy wyraz ciggu (a, ) jest rowny 10.

Przyktad 8

W ciggu geometrycznym (b, ) suma dwoch pierwszych wyrazow jest rowna 108,
aroznica wyrazu drugiego i pierwszego jest rowna (—54). Znajdziemy iloraz tego ciagu.

Oznaczmy:

b, - pierwszy wyraz ciaggu,
by — drugi wyraz ciagu,

q - iloraz ciggu.

Zapisujemy ukiad rownan wynikajacy z tresci zadania.

b1 + by = 108
by — b1 = —54

Dodajemy stronami rownania uktadu i wyznaczamy bs.

2by = 54

by = 27

Wyznaczona liczbe podstwiamy do pierwszego réwnania i wyznaczamy b .
by =108 — 27 =81

Mamy dwa kolejne wyrazy ciggu - mozemy wyznaczy¢ iloraz ciggu.

by

q=1

_ 21 _ 1
=3 =3
Odpowiedz:

Iloraz ciggu jest rowny %

Nie zawsze znamy kilka kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego. Cigg moze by¢ tez
okreslony wzorem i wtedy potrzebne wielko$ci mozemy wyznaczyc, korzystajac ze wzoru.

Przyktad 9



Cigg geometryczny (a,,) okreslony jest wzorem a,, = 4 - 5". Znajdziemy iloraz tego ciggu.
Wyznaczamy dwa pierwsze wyrazy ciagu.

a; =4-5'=20

as =4-5% =100

Obliczamy iloraz ciggu.

G2

qa=
¢=3 =5
Odpowiedz:

Iloraz ciggu jest rowny 5.

Nie zawsze tatwo jest ustali¢, czy cigg okreslony za pomoca wyrazow jest ciggiem

geometrycznym, czy nie. Na przyklad gdybysSmy wzieli pod uwage tylko pie¢ poczatkowych

wyrazow ciggu 1, 2, 4, 8, 16, 17, 18, 19, ..., to wydawaloby sie, Ze jest to ciag

geometryczny o ilorazie 2. Dlatego znacznie tatwiejjest o sprawdzenie czy cigg jest

geometryczny, majac dany jego wzor.

Wazne!

Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera, jest ciggiem geometrycznym, jezeli dla
jest staly.

an+1
anp

dowolnej liczny naturalnej n > 0 iloraz
Przyktad 10

Sprawdzimy, czy cigg okreslony wzorem a,, = 3 - 2" jest geometryczny.
Badamy iloraz <.

Apy1 3,2n+1 2n.2 — 2

an 32n T 2n
Zauwazmy, ze wszystkie wyrazy rozpatrywanego ciagu sa rozne od zera. Stad
i z dowolnosci liczby n wynika, ze cigg jest geometryczny (wyznaczony iloraz jest statg
liczba).
Stownik

ciag geometryczny

ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
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przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem, ktory przyblizy Ci zagadnienia zwigzane z ciggiem geometrycznym.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D5LH8XImE

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej ciggu geometrycznego.

Polecenie 2

2

Uzasadnij, ze cigg okreslony wzorem a,, = n” nie jest ciggiem geometrycznym.


https://zpe.gov.pl/a/D5LH8x1mE

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 C
Cwiczenie 7 @
Wykaz, ze ciag (a,,) okreslony wzorem a,, = 2 - 3" jest ciagiem geometrycznym.

Cwiczenie 8 @

Znajdz liczbe x, dla ktérej cigg (\/5 —1, =z, V2 + 1) jest ciggiem geometrycznym.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ciagg geometryczny

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje wsrod innych ciggow cigg geometryczny

o podaje przyklad ciggu geometrycznego

« w danym ciggu geometrycznym okresla pierwszy wyraz i iloraz ciggu

« udowodnia, ze dany cigg jest geometryczny

e majgc pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego, okresla kilka wyrazéw ciggu

e znajac wzor ciggu geometrycznego okresla jego pierwszy wyraz, iloraz ciagu,
konkretny wyraz ciggu

» pelni wyznaczone role w grupie

» dokonuje samooceny wiasnej pracy

» wykorzystuje dotychczasowa wiedze i umiejetnosci w nowych sytuacjach



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow

o rybki w akwarium
 interaktywny wyktad
e pracaz ekspertem

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg wiadomosci dotyczgce ciggow -
definicje, podstawowe wilasnosci.

2. Wyznaczeni wczesniej uczniowie przedstawiaja przygotowana w domu prezentacije
wprowadzajacq do pojecia: cigg geometryczny. Prezentacja ta powinna mie¢ charakter
interaktywnego wyktadu.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg metoda rybki w akwarium - uczniowie, ktorzy wczesniej zapoznali
sie z materialami z sekcji ,,Przeczytaj’, prowadzg miedzy sobg dyskusje na temat pojecia:
cigg geometryczny. Moga przy tym wykorzystywac¢ wczesniej przygotowane materiaty
interaktywne, film.

2. Pozostali uczniowie przystuchuja si¢ wymianie zdan, ale moga zadawac tez pytania,
notowac.

3. Po skonczonej dyskusji, uczniowie pracujg w grupach pod kierunkiem ekspertow (tych
uczniow, ktorzy byli ,rybkami w akwarium”). Wspolnie rozwigzujg ¢wiczenia
interaktywne.

Faza podsumowujaca:



1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Dyskusja - w jaki sposob pracowali eksperci, w jaki sposob uczniowie pelnili inne role
powierzone im w grupie.

2. Uczniowie dokonujg samooceny wilasnej pracy.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i ekspertow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest utozenie i rozwigzanie 3 zadan podobnego typu jak na lekcji.
Materialy pomocnicze:

Cigg geometryczny

Wskazowki metodyczne:

Jesli lekcja bedzie prowadzona inng metoda niz praca z ekspertem, film moze by¢ wstepem
do lekcji. Film mozna tez wykorzysta¢ w tematach dotyczgcych wykorzystania wiasnosci
ciggu geometrycznego w zadaniach z historii matematyki.
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