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Przeksztalcanie wyrazen algebraicznych to bardzo istotna umiejetnos¢ wykorzystywana
w rozwigzywaniu rownan, nierownosci, czy badaniu wlasnosci funkcji. Na przestrzeni
wiekow matematycy stworzyli wiele tozsamosci algebraicznych, pozwalajgcych na szybsze
wykonywanie przeksztalcen algebraicznych.

Niektore z elementarnych ,utytulowanych” tozsamosci poznamy w tym materiale.
Bedziemy tez sprowadza¢ wyrazenia algebraiczne do najprostszej postaci.

Twoje cele

» Sprowadzisz dane wyrazenie algebraiczne do najprostszej postaci.

 Zastosujesz wzory skroconego mnozenia w rownowaznym przeksztalcaniu wyrazen
algebraicznych.

e Udowodnisz prawdziwo$¢ poznanych rownosci algebraicznych.
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Przeczytaj

W tym materiale pokazemy, mi¢dzy innymi, kilka ciekawych réwnosci algebraicznych,
uzyskanych w wyniku tozsamosciowego przeksztatcania wyrazen algebraicznych.

Definicja: Przeksztatcenie tozsamosciowe

Przeksztalcenie tozsamosciowe, to takie przeksztalcenie wyrazenia algebraicznego,
ktore daje w wyniku wyrazenie rowne danemu.

Z reguly przeksztalcenia takie stosuje si¢ w celu uproszczenia zapisu lub uzyskania postaci
wyrazenia pozadanejw dalszych obliczeniach.

Pierwsza z tozsamosci pochodzi z III w., ale zostata spopularyzowana dopiero przez
indyjskiego matematyka i astronoma Brahmaputre w VI w. Do Europy przywedrowata w
XIII w. wraz z pracami matematyka witoskiego Fibonaccciego. Obecnie zwana jest wiec
tozsamos$cig Brahmaputry - Fibonacciego. Tozsamo$¢ ta wywarla duzy wplyw na rozwdj
roznych dziedzin matematyki, miedzy innymi zwigzanych z liczbami zespolonymi.

Przyktad 1

Tozsamo$¢ Brahmaputry - Fibonacciego zamienia dwoma sposobami iloczyn sum dwoch
kwadratow na sume kwadratow dwoch wyrazen.

Jesli a, b, ¢, d s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi, réznymi od zera, to

(a? + b?) (2 + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)”

(a® +8?) ( + d?) = (ac + bd)® + (ad — bc)?

Udowodnimy pierwsza z tych rownosci.

Przeksztalcamy lewa stronge réwnosci. Wykonujemy mnozenie

L= (a2 + bz) (02 + d2)

L=a>+a> &+b-2+b- d°

Dodajemy i odejmujemy wyrazenie 2abed i grupujemy odpowiednio wyrazy.
L=d-+a* d®+0b -+ d*+ 2abed — 2abed

L = (a2 -2 — 2abed + b2 'd2) + (a2 N L 2abcd)
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Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy i ze wzoru skroconego
mnozenia na kwadrat sumy.

L = (ac — bd)* + (ad + be)?
L=P
Co konczy dowad.

Przyktad 2

Zauwazmy, ze korzystajac z tozsamosci, zwanej wzorem skréoconego mnozenia na
kwadrat sumy, mozna szybko udowodni¢, ze roznica kwadratow dwoch kolejnych liczb
naturalnych dodatnich jest liczbg nieparzysta.

Niech n bedzie liczba naturalng, wtedy:
(n+1)2—n2=n2+2n+1—n?

(n+1)*>—n?=2n+1

Dla kazdejliczby naturalnejn liczba 2n + 1 jest liczba nieparzysta.

Przyktad 3

Czesto w przeksztatceniach algebraicznych (np. w rozktadzie wielomianu na czynniki)
wykorzystuje sie¢ wzor skroconego mnozenia na roznice kwadratow dwoch wyrazen.

Udowodnimy teraz bardzo przydatng tozsamos$c¢, zwang tozsamos$cig Lagrange'a (od
nazwiska jej tworcy, dziewigtnastowiecznego wybitnego matematyka wtoskiego Josepha
Lagrangea) wynikajacq bezposrednio z tego wzoru.

(a4 b)? — (a — b)* = 4ab

Przeksztalcamy lewa strone rownosci. Korzystamy ze wzoru na roznice kwadratow.
L= (a+b)?—(a—0)

L=(a+b—a+b)(a+b+a—0b)

L =2b-2a = 4ab

L=P

Co konczy dowod.

Przyktad 4



Jedna z najznamienitszych kobiet w historii matematyki byta francuska uczona Marie
Sophie Geramin (1776—1831). Podata ona tozsamos¢, za pomocg ktorej mozna sume
a’ 4 4b*, zamienia¢ na iloczyn.

at + 4b* = (a2 + 2b% + 2ab) (a2 + 2b% — 2ab)

Wykazemy, ze zapisana rowno$c jest w istocie tozsamoscig.

Do lewej strony rownosci dodajemy i od lewej strony odejmujemy to samo wyrazenie.
L = a* + 4b* = a* + 4b* + 4a%b* — 4a?b?

L = (a* + 4b* + 4a?b?) — 40’V

L = (a* + 2b%)° — (2ab)’

Korzystamy ze wzoru na roznice kwadratow.

L = (a® + 2b* + 2ab) (a® + 2b* — 2ab)

Przyktad 5

Korzystajac z tozsamoéci Sophie Germain, wykazemy, ze liczba A = n* + 4", gdzie n jest
liczba naturalng wigeksza od 1, jest ztozona.

Rozpatrzymy dwa przypadki:

o Jedli n jest liczbg parzysta, to oczywiscie liczba n? 4 4™ jako suma dwéch liczb
parzystych jest parzysta i wieksza od 2, zatem jest liczba ztozona.

 Jesli n jest liczba nieparzystg, to mozna jg zapisa¢ w postaci n = 2t + 1 dla pewnej
liczby naturalnej dodatnie;jt.

Zatem:

A—ndqn —pd L g2 _pd 4 g 0%

Korzystamy z tozsamosci Sophie Germain, podstawiajgc do tozsamosci:
a=nb=2¢

Wtedy:
A=n'+4"=n*>+2-22+2.2".n)(n®?+2.2% - 2.2". )
A=ntqn = (n2 4+ 9241 | ot+1 n) (nz 4+ 9241 _ ot 1 n)

Zapisali$my liczbe A w postaci iloczynu.



Zauwazmy jeszcze, ze
n? 422 9t — (n—20)° 4 2% > 0422 =4

Wynika z tego, ze liczbe A przedstawiliémy w postaci iloczynu dwéch czynnikow,

z ktorych mniejszy jest wiekszy od 1. Zatem liczba A jest ztozona, co nalezato wykazac.
W ostatnim przyktadzie przeksztalcimy rownowaznie wyrazenia dodatnie.

Przyktad 6

Niech liczby a i b beda liczbami dodatnimi takimi, ze v/a2 + b = v/a + b2. Wykazemy, ze
a=bluba+b=1

Obie strony rownosci sg dodatnie, wiec mozemy podniesc¢ je do kwadratu, uzyskujac
rownos$¢ rownowazna.

Va2 +b=+vVa+b

a’+b=a+ b

Przeksztalcamy rownosc¢ tak, aby lewa strone réwnosci zapisa¢ w postaci iloczynu.
a?+b—a—b>=0

(a®>—b*) —(a—b)=0

(a—0b)(a+b)—(a—b)=0

(@a—b)(a+b—-1)=0

Zapisujemy rownos¢ w postaci rownowaznej alternatywy.

a—b=0=a=b

lub

a+b—1=0=a+b=1

Co nalezato wykazac.

Stownik
przeksztatcenie tozsamosciowe

takie przeksztalcenie wyrazenia algebraicznego, ktore daje w wyniku wyrazenie rowne
danemu






Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przeksztatcania wyrazen algebraicznych przedstawionymi
w animacji. Sprobuj najpierw rozwigza¢ samodzielnie pokazane tam przyktady, a nastepnie
poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D16YU84iS

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej przeksztalcania wyrazen algebraicznych.

Polecenie 2

2

Zapisz wyrazenie a® — b®> — ¢ + 2bc w postaci iloczynu.


https://zpe.gov.pl/a/D16YU84iS

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wyrazenie (a + b)2 + (a — b)2 to:

O 2(a2 + b2)
O 2(a+b)(a—0)
O 2(a?—8?)

O (a+b)(a—0)

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wyrazenie (a + b)4 — (a — b)4 przeksztatcone rownowaznie
to:

O (a2 + b2) (a2 — b2)
(O 8ab(a® + b?)
O 4(a®+b%)(a® - v?)

O 4ab(a? — b?)




Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wyrazenie a[2(a — b) — 2(a + b)] + 4ab przeksztatcone
rownowaznie jest rowne:

—8ab

o O O

—4ab

(O 8ab

Cwiczenie 4
Wskaz wszystkie réwnosci, ktére sg prawdziwe.
(a—0b)(a—b)— (a+b)(a+b) =4ab

—a(a+b) = (a®? — b*) — (2a — b)(a + b)

O 0o O

(a —b)(a+b)(a+b)(a—b) =a*— b

() a(a—b) +bla—0b) =a® — b

Cwiczenie 5

Niech a, b bedg takimi liczbami catkowitymi, zea — b = 3 i Aab + Ba + Cb + 9 = 0. Znajdz
liczby A, B, C'i uzupetnij réwnosci, wpisujac odpowiednie liczby.

Q &
I




Cwiczenie 6

Uzupetnij kazda z tozsamos$ci stopnia trzeciego, podanych przez matematyka wtoskiego
Lagrange'a. Przeciaggnij odpowiednie wyrazenie.

(a+0)°+(a—b)° =

____________________

@+’ (a=b)’ =

....................

25(3a2+?) | | 2a(a?+352)

Cwiczenie 7

Udowodnij drugg z wersji tozsamosci Brahmaputry - Fibonaccciego
(a2 + %) (¢ + d?) = (ac + bd)* + (ad — be)?.

Cwiczenie 8

Udowodnij tozsamos$¢ szwajcarskiego ksiegarza Jeana Arganda.

(a2+a+1)(a2—a—|—1) —at+ a2+ 1.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwnowazne przeksztalcanie wyrazen algebraicznych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a3 - b3, a® — bn;

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych;
3) wytgcza poza nawias jednomian z sumy algebraiczne;j.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» sprowadza dane wyrazenie algebraiczne do najprostszej postaci

 stosuje wzory skroconego mnozenia w rownowaznym przeksztatcaniu wyrazen
algebraicznych

» udowadnia prawdziwo$¢ poznanych réwnosci algebraicznych

o dobiera argumenty do uzasadnienia poprawnosci rozwigzania problemu

e przeprowadza rozumowania, uzasadniajgce poprawnos¢ rozumowania

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

o 2-1
o wykres Ishikawy
« analiza morfologiczna

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg 2-1 (dwoch zadaje pytania, jeden odpowiada) powtarzaja
wiadomosci na temat sposobow rownowaznego przeksztalcania wyrazen
algebraicznych, rowniez z wykorzystaniem wzorow skroconego mnozenia.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z materiatami z sekcji ,Przeczytaj”’ oraz z animacja.
Nastepnie analizujg zalezno$ci przyczynowo - skutkowe w zadaniach pokazujacych
sposoby dowodzenia tozsamosci algebraicznych i sporzadzaja wykres Ishikawy
pokazujacy te zaleznosci.

2. Grupy prezentuja swoje wykresy i wspolnie ustalajg algorytm rozwigzywania zadan na
przeksztalcanie wyrazen algebraicznych i dowodzenie prostych tozsamosci
algebraicznych.

3. Ostatnim elementem tej czesci lekcji jest wspolne rozwigzywanie ¢wiczen
interaktywnych 1-4 i analiza morfologiczna problemow zwigzanych z samodzielnym
tworzeniem tozsamosci algebraicznych.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec¢,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych 5 - 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Przeksztalcanie wyrazen algebraicznych

Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna wykorzystac¢ na zajeciach pokazujacych zastosowanie wzorow skroconego
mnozenia lub w czasie zaje¢ poswigeconych metodom dowodzenia twierdzen.
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