Nierownosc wymierna, ktorej licznik i mianownik
mozna sprowadzi¢ do postaci iloczynowej
wytaczajac wspolny czynnik przed nawias
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Nierownos¢ wymierna, ktdrej licznik i mianownik

mozna sprowadzi¢ do postaci iloczynowej wytaczajac
wspolny czynnik przed nawias

Zrodto: Artem Beliaikin, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tym materiale rozwigzemy nierownosci wymierne, w ktorych licznik i mianownik mozna
sprowadzi¢ do postaci iloczynowej wylaczajac wspolny czynnik przed nawias. Bedziemy
rozwigzywac zadania o roznym stopniu trudnosci. Bedziemy korzysta¢ z rozktadu
wielomianu na czynniki i wzoréw skréoconego mnozenia.

Twoje cele

Rozwigzesz nierbwnosci wymierne z wartoscig bezwzgledna.

Rozwigzesz nierbwno$ci wymierne réznymi sposobami.

Rozwigzesz zadania na kodowanie, zadania zamkniete.

Rozwigzesz zadania krotkieji rozszerzonej odpowiedzi.



Przeczytaj

Przypomnijmy najwazniejsze twierdzenie i algorytm rozwigzywania nierownosci
wymiernych.

Twierdzenie: o rownowaznosci nierownosci

o M) S0 o Wi(z) Walz) >0 A Wa(z) #0,

LB W) Wale) < 0 A Wale) £0,

o @) >0 o Wi(z) Walz) >0 A Wa(z) #0,

* %Eg <0 & Wi(z) Wy(z) <0 A Wy(z) # 0.

Zatem zapisujemy nierOwnos¢ wymierng w postaci rownowaznej nieréwnosci iloczynowe;.
Algorytm rozwiagzywania nieréwnosci wymiernych

I sposob:

1. Wyznaczamy dziedzin¢ nierownosci wymierne;j.

2. Sprowadzamy nieréwno$¢ do postaci ogélnej - przenosimy wszystkie wyrazenia na
jedng strone nierOwnosci.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Nierowno$¢ wymierng rozwigzujemy doprowadzajac ja do rownowaznej postaci
wielomianowej przy wyznaczonej dziedzinie nieréwnosci wymiernej (zastepujemy
iloraz iloczynem z uwzglednieniem zatozen).

5. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

6. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danej nierownosci.

7. Wyznaczamy rozwigzanie nierownosci wymiernej uwzgledniajac dziedzing.

II sposéb:

1. Wyznaczamy dziedzin¢ nierownosci wymierne;j.

2. Mnozymy obustronnie nier6wnos¢ przez kwadrat mianownika lub przez inne
wyrazenia, ktorych znak jest jednoznacznie okreslony.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

5. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danejnieréwnosci.
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6. Wyznaczamy rozwigzanie nieréwnosci wymiernej uwzgledniajgc dziedzing.

Wazne!

Zwro6¢my uwage na to, ze przy rozwigzywaniu nieréwnosci wymiernej drugiem
sposobem, nie mozemy mnozy¢ obustronnie niero6wnosci przez mianownik wyrazenia
wymiernego, jesli nie wiemy jaki on ma znak, czy ujemny, czy dodatni. Jesli znak

mianownika bylby ujemny, to po pomnozeniu nieré6wnosci przez ten mianownik,
musieliby$my zmienié znak nieréwnosci na przeciwny.

Przyktad 1

Wyznaczmy zbior rozwigzan nieréwnosci

34222 > 1
(z+2)(2246)—(z+2)(1—222) = 10

Rozwigzanie:

Podajemy konieczne zatozenie: (z + 2) (2 + 6) — (z + 2)(1 — 22*) # 0.
Wytaczmy wspolny czynnik przed nawias

(z+2)[z* +6 — (1—22%)] #0,

(z+2)(z? + 6 — 1+ 22%) #0,

(z +2)(32% +5) #0,

r+2#0,322+5#0

T # -2 2% # —%.

Zatem D = R\ {—2}.

. . 7 ’ 7 . 3 2 . L) .
Zapiszmy nierownosc w postaci ( z 42z > 11—0 korzystajgc z postaci iloczynowej

z+2)(3z2+45)
mianownika.

W utamku algebraicznym % wylaczmy z licznika 22 przed nawias

z2(z+2)

> L
(z+2)(32°+5) = 10°

Po skroceniu wyrazenia  + 2 otrzymujemy

2
T 1
32245 2 10 *

Pomno6zmy obie strony nieréwnosci przez 3z? + 5



Dla kazdejliczby x € D, 3z? + 5 > 0.

Zwrot niero6wnosci nie ulega zmianie, poniewaz mnozymy nierOwnos¢ przez wyrazenie
o dodatnim znaku, czyli nier6wnos$¢ ma postac

z? > 15 (322 +5) | - 10,

1022 > 322 + 5,

722 —5>0,
7(z* = 3) =0,
e ) (e ) 20

Wielomian W (z) = 7(;); — @) (33 + @) ma dwa pierwiastki jednokrotne: (—@)
oraz Y.

Uwzgledniajac dziedzine nierownosci wymiernej D = R \ {—2} szkicujemy wykres.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest zbior (—oo; —2) U (—2; _T_> U <T5 —|—oo).

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest zbior
(—o0; —2) U (— ;—@> U <@;—|—oo).
Przyktad 2
_ 2 _ _ _ 2
(22—3) (22%+5) — (22—3) (—3+?) ’ (33) 1

8233622154z —27 ~ 16"
Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje warto$ci wigksze niz funkcja g?

Dane sg funkcje f, g okreslone wzorem f(z) = =
Rozwigzanie:

(22—3) (22%+5) —(22—3) (—3+2?) > 1
823 —36x2+5dx—27 4r—6 *

Rozwigzmy nieréwnos¢



Podajmy konieczne zatozenia: 82 — 36x2 + 54z — 27 # 0 oraz 4z — 6 # 0.
Rozpatrujac pierwsze zalozenie zauwazmy wzor skroconego mnozenia:

(a —b)° = a3 — 3a2b + 3ab? — b3,

(2z — 3)® = (22)° — 3(2z)* - 3+ 3 -2z -32 — 33 = 8z° — 3622 + Hdx — 2T.
Wowczas

(2z — 3)* # 0,

2¢ —3 # 0,

x # 1%.

Z drugiego zalozenia wynika, ze 4x # 6, czyli ponownie otrzymujemy = # 1%.
Zatem D = R\ {1%}

W liczniku wylgczmy wspolny czynnik przed nawias

(22-3)(22%45) —(22—3) (—3+2?) S 1
(22—3)° 4z—6"

(22—3) [22%+5— (—3+a?)] 1
(22—3)° dz—6 1

22%+5— (—3+x?) 1
(22—3)* 4z—6"

222 +5+3—x2 > 1
(22—3)° 4z—6"

2248 1
(22—3)* ~ 426"

Sprowadzamy utamki algebraiczne do wspolnego mianownika

z2+8 1
(2z—3)° 2(2z-3)”

2(27+8) 223
2(2z—3)° 2(2z—3)°

222416 > 2x—3
2(2z—3)* 2(2z—3)*

222 —22+19
2(2z—3)° > 0.

Korzystamy z twierdzenia

e >0 & Wi(z) - Wa(z) >0 A Waz) #0




i zapisujemy nieré6wno$¢ w postaci rownowaznej nieréwnosci iloczynowe;j

22z 2
22(2x2_3+)%9 >042(20°—220+19)(2z—3)" >0 A = #15.

Jedynym dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W (z) = 2(22* — 2z + 19) (2z — 3)?
jest liczba 1%.

Uwzgledniajac dziedzine nierownosci wymiernej D = R\ {1%} szkicujemy wykres.

++ ++

1,5 X

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior R \ {15 }..

Odpowiedz: Funkcja f przyjmuje warto$ci wieksze niz funkcjagdlaz € R\ {1%}
Inaczej: f(z) > g(z) dlaz € R\ {11}

Przyktad 3

Rozwigzemy nier6wnosc:

2341022425z
234822 +162

+ |23 <6

Rozwigzanie:

Podajemy zatozenia: z® + 822 + 16z # 0,z + 4 # 0
z(z® + 8z +16) £ 0,z # —4

z(z+4)> 40,z # —4

x#0,x# —4,x # —4.

Zatem D = R\ {—4;0}.

Przedstawmy licznik i mianownik w postaci iloczynowej wylaczajac wspolny czynnik
przed nawias i stosujac wzor skroconego mnozenia

z(z45)?
z(z+4)*

+ |3 <6



(z+5)*
(z+4)°

+ |55 <,

z+5 |2 z+5
528 <o

z+5
z+4

Podstawiamy zmienng k = | ,gdzie x # —4,x # 0.
Nieré6wnos¢ ma postac

K +k—6<0,

(k+3)(k—2)<0

Funkcja g(k) = (k + 3)(k — 2) ma dwa miejsca zerowe: (—3) oraz 2.

Rozwigzaniem nieréwnosci (k + 3)(k — 2) < Ojestk € (—3,2).

P _ | =45
Wracamy do podstawienia k = | o

,gdzie ¢ # —4, x # 0.

Skoro | ££2 | € (-3,2) to

-3< |5 <2

z+5

-1 | sa wszystkie liczby rzeczywiste nalezace do

Rozwigzaniem nierownosci —3 < ‘
dziedziny, czyli z € R \ {—4;0}.

z+5
r+4

Rozwigzanie nieréwnosci | | < 2 przedstawmy ponizej

z+5 z+5
z+4 <2A z+4 > =2

+5 +5
S 2<0N2E 4220

z+4 T z+4 z-+4

z+5—(2z+8) z+5+22+8
z+4 <0A z+4 2 O’

r+5—2x—8 z+54+2248
x+4 <OA z+4 2 0’

—x—3 3z+13
ama 0N =0,

(—z—3)(x+4) <O0A(3z+13)(z+4) >0,



—(z+3)(x+4) <0A3(z+43)(z+4) > 0.
Funkcja m(z) = —(z + 3)(z + 4) ma dwa miejsca zerowe:(—4) oraz (—3),

Uwzgledniajac dziedzine D = R \ {—4; 0} szkicujemy wykres.

Rozwiazaniem nieréwnosci —(z + 3)(x + 4) < 0 jest zbior
(—o0; —4) U (—3;0) U (0; +00).

Funkcjan(z) = 3(z + 4% ) (= + 4) ma dwa miejsca zerowe: (—4+ ) oraz (—4).

Uwzgledniajac dziedzine D = R \ {—4; 0} rozwigzaniem nieréwnosci
—3(z+4%)(z +4) < 0jest zbior (—oo; —4+ ) U (—4;0) U (0; +00).

Obliczmy czeS$¢ wspolng rozwigzan

(=00 4) (=3;0) U (0; +00)] N [(—005 ~45) U (—4;0) U (0; +o00)] =
= (—00; —43) U (=3;0) U (0; +00).

Odpowiedz: Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior (—oo; —4+ ) U (—3;0) U (0; 4-00).

Stownik
dziedzina nieréwnosci wymiernej

dziedzing nierownosci wymiernej s wszystkie liczby rzeczywiste za wyjatkiem

pierwiastkow wielomianu Wa(x) znajdujacego sie w mianowniku danego wyrazenia
W1 (%)
Wg(fb)

D =R \{z: Wy(z) =0}

pierwiastek wielomianu




pierwiastkiem wielomianu W (z) nazywamy liczbe rzeczywista a, dla ktérej W(a) = 0



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadem przedstawionym w galerii zdje¢ interaktywnych, a nastepnie
wykonaj polecenie 2i 3.

Polecenie 2
Liczba a jest najmniejsza liczbg catkowita spetniajaca nieréwnosé
z’(2z—3)+4z(2z—3) ~3

8z3—27 = 42216249 °

a

755 |

Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby ‘

Polecenie 3

Oblicz ile liczb naturalnych spetnia nieréwnos¢

(z—2)(22—4) —(z—2) (5z—22+3)
zi—1

< 0.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Potacz kazda nierdwnosc ze zbiorem jej rozwigzan.

(z—3)(x—2)—(z—3)*(z+5)
(z2—-4)

<0

z? ($274) —6z (m2 74) +9 ($274)
3 —4x

<0

—223 4122218z
(w+2)2(3$77)7(m+2)2(w75) >0

(1373)2 >
(z—2)*(22—4)—(z—2)*(z—6) — 0

Cwiczenie 2

2®— 4z’ +4z
43 —4z’ 42

Zbiorem rozwigzan nierownosci > 4|

z € (—oo; —1) U (5; 400)

O O O O

z € (—oo; —2) U (—2;0) U {3}

z € (—2;2) U (2;+00)

z € (0;1)

z € (—o0; —2) U (2;400)

22 | 45 jest



Cwiczenie 3

Ocen prawdziwos$¢ kazdego ze zdan. Wybierz prawda, jesli zdanie jest prawdziwe, lub fatsz,
jesli zadanie jest fatszywe.

o3 (2%+2) oz
224+x+3)(22—2+3)(x—5)

Liczby naturalne, ktére spetniajg nieréwnosc ( <0

. . z . 7 7 . 3 .
Zbiorem rozwiazan nieréwnosci (m+2)(m2+%§_+(§fzm2)(m+2) < Pjestz € (—3;-2) U (1;2),

(-1)(2—2)—(2-1)(@+5) — g v . LT

Nieréwnosc¢ -
z3—1

3 2
g - Lei o2z tax
Jedlia = 3, to nierdwnosci S —dai 20 =

‘ fatsz ’ ‘ prawda ’ ‘ prawda ’ ‘ fatsz ’ ‘ fatsz ’ ‘ prawda ’

Cwiczenie 4

. . 5p*—5 13(p—9)—13p(p—9
Dana jest funkcja f(z) = (%)x - p(gpkpi)g)+(§(f)9) ),w e R.

Wyznacz zbiér wszystkich wartosci parametru p, dla ktérych funkcja f jest rosnaca
i jednoczesnie jej wykres przecina 0o$ Y powyzej punktu o rzednej 3. Zakoduj wartosc

bezwzgledng szeScianu najmniejszej liczby catkowitej z wyznaczonego zbioru.




Cwiczenie 5

Ktdre z podanych liczb naleza do dziedziny funkcji g(z) = \/ -4z 42z,

x3—3z2 32

0 2
1
-1

0 -7

Cwiczenie 6

4z*—102°+6x

Dane s3 funkcje m(fﬂ) - 822 —8z

,n(x) = %. Funkcja m przyjmuje wartosci nie wieksze
niz funkcja n, dla:

z € (—o0; —2) U (1;400)

z € (—oo0; —2)

o O O

z € (—2:0) U (0;1) U (1; +00)

O ze(—2:0)U(0:1)

Cwiczenie 7 @
. . 5.3 2 S .. h(z—1)

Dana jest funkcja h(z) = 2z° + 2z + 6z + 6. Rozwiaz nieréwnos¢ T8 < 2T

Cwiczenie 8 O

(:c3 fa:+6) (a:275:1:+4)
z2—22x—8

Uzasadnij, ze funkcja okre$lona wzorem f(z) =
nieujemne dla z € (1;4) U (4; +00).

przyjmuje wartosci



Dla nauczyciela

Autor: Monika Dudek
Przedmiot: Matematyka

Temat: Nierowno$¢ wymierna, ktorej licznik i mianownik mozna sprowadzi¢ do postaci
iloczynowej wylaczajac wspolny czynnik przed nawias

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozwigzuje rOwnania i nierébwnosci wymierne nie trudniejsze niz
z+1 1 2z
20 T 2T 2 T

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.
Cele operacyjne:

Uczen:

e rozwigzuje nierownosci wymierne z wartoscig bezwzgledna;
» stosuje kilka sposobow rozwigzywania nierownosci wymiernych;
e rozwiazuje zadania wielomianowe.

Strategie naucznia:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;



e odwroécona klasa;
o stoliki zadaniowe.

Forma parcay:

e pracaw grupach;
e pracaindywidualna.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

o Uczniowie przed lekcjg przypominajg sobie rozktad wielomianu na czynniki, wzory
skroconego mnozenia.

» Uczniowie zapoznajg si¢ z sekcjami ,Wprowadzenie”, ,Przeczytaj’ oraz ,Galeria zdje¢
interaktywnych”.

Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg Sposoby rozwigzywania nierownosci
wymierne;j.

2. Nauczyciel podaje temat lekcji - ,,Nierownos¢ wymierna, ktorejlicznik i mianownik
mozna sprowadzi¢ do postaci iloczynowej wylaczajgc wspolny czynnik przed nawias”
oraz wskazuje cele zajec¢.

3. Wybrany uczen podaje przyktad nierownosci wymiernej, gdzie licznik i mianownik
mozna sprowadzi¢ do postaci iloczynowej wylaczajgc wspolny czynnik przed nawias.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe lub 4-osobowe grupy. Uczniowie pracuja
metoda stolikow zadaniowych.

2. Na pierwszym stoliku znajduja si¢ proste nierownosci wymierne. Drugi stolik zawiera
nierownosci wymierne z warto$cig bezwzgledng. Trzeci stolik zawiera nierownosci
wymierne o podwyzszonym stopniu trudnosci.

3. Uczniowie rozwigzuja powyzsze zadania w grupach.

4. Grupa, ktéra poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze
nagrodzi¢ uczniéw ocenami za aktywno$¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum
klasy i omawiane krok po kroku.



5. Uczniowie indywidualnie rozwigzujg ¢wiczenia 7, 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
» Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji i inicjuje krotka rozmowe na temat
zrealizowanych celow.

Praca domowa:

« Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 3,4,5 z sekcji ,Sprawdz sig¢”
Materialy pomocnicze:

» Rozwigzywanie nierownosci wymiernych
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzystac ,Galerie zdje¢ interaktywnych” jako wprowadzenie do lekcii
lub jako powtorzenie materiatu w trakcie lekcji ,,Nierownos¢ wymierna zapisana za pomoca
sumy utamkow algebraicznych”.


https://epodreczniki.pl/a/rozwiazywanie-nierownosci-wymiernych/Dtwq2MxYf

