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Wiekszos¢ odkry¢ z fizyki czy z chemii opiera si¢ na obserwacjach wielokrotnie
powtarzanych prob, stawianiu $miatych hipotez i ich sprawdzaniu w konkretnych
sytuacjach. Matematycy i filozofowie zwykle wymyslali problemy, a nastepnie probowali

dopasowac istniejacy zasob wiedzy do ich rozwigzania. Jesli to nie skutkowato, tworzyli
swoje teorie.

Stawny rod Bernoullich, z ktorych to wywodzi sie Jakub Bernoulli, ktorego twierdzenie
poznamy w tym materiale, wykorzystat obie mozliwosci. Poniewaz spedzat od czasu do
czasu wieczory na grze w karty lub w kos$ci, wiec zywotnie interesowat si¢ opracowaniem
strategii gry pozwalajacej na wygrang, a cho¢by znalezienie reguty, ktora pozwoli

oszacowac szanse na wygrang. W ten sposob powstato wiele z jego prac, bedacych wkladem
do rozwijajacego sie w szybkim tempie rachunku prawdopodobienstwa.

Rzecz dziala si¢ w osiemnastym wieku, ale podany przez Bernoulliego wzor nie
zdezaktualizowat si¢ i stanowi nadal jeden z elementarnych wzoréw rachunku
prawdopodobienstwa.

Twoje cele

e Wyodrebnisz wsrod innych doswiadczen losowych proby Bernoulliego.



o Zastosujesz wzor Bernoulliego, wyznaczajac prawdopodobienstwa zdarzen
w doswiadczeniach wieloetapowych.
o Okreslisz najpardziej prawdopodobng liczbe sukceséw w schemacie Bernoulliego.



Przeczytaj

Préba Bernoulliego

Wsrod doswiadczen losowych wieloetapowych wazne miejsce zajmuja doswiadczenia,
w ktorych mozliwe sg tylko dwa wyniki. Nazywamy je wtedy proba Bernoulliego (w skrocie
proba). Jeden z wynikoéw proby nazywamy sukcesem, a drugi porazka.

Przyklady prob:

e rzut monetg - mozliwe s3 dwa wyniki: orzet i reszka,
e kupno losu na loterii - mozliwe s3 dwa wyniki: los wygrany i los przegrany.

Powtarzania proby nazywamy niezaleznymi, gdy pojawienie si¢ wyniku w jednejz prob nie
zmienia prawdopodobienstwa pojawienia si¢ wyniku w nastepnych probach.

Przykladem jest rzut moneta. Sukcesem nazwiemy wypadni¢cie orta, a porazkg
wypadniecie reszki. Wypadniecie orfa za pierwszym razem nie wptynie na
prawdopodobienstwo wypadnigecia orfa za drugim, trzecim, ..., n-tym razem. Rzuty monetg
(czyli powtorzenia proby) sg niezalezne.

Przykladem zaleznych powtorzen proby jest losowanie kul z urny bez zwracania.

Schemat Bernoulliego

Schematem n prob Bernoulliego (n - liczba naturalna dodatnia) nazywamy ciag zlozZony z
n niezaleznych powtorzen tej samej proby Bernoulliego w tych samych warunkach.

W schemacie Bernoulliego cigg doswiadczen losowych spetnia wigc nastepujace warunki:

» doswiadczenia sg niezalezne,
» kazde z doSwiadczen moze skonczy¢ sie tylko na dwa sposoby - sukcesem lub porazka,
» prawdopodobienstwo sukcesu jest w kazdym doswiadczeniu takie samo.

Przyktady schematow Bernoulliego:

e n - krotny rzut kostka,
e 100 - krotne strzelanie do celu,
e 500 - krotny rzut moneta.

Wzér Bernoulliego



Liczbe sukceséw w n prébach Bernoulliego oznaczamy S,,. Zdarzenie losowe polegajgce na
otrzymaniu w n probach Bernoulliego doktadnie k sukceséow (k € {0, 1, 2, ..., n})
zapisujemy:

S, =k

a prawdopodobienstwo tego zdarzenia:

Wz6r, ktory pozwala na obliczanie prawdopodobienstwa wystgpienia k sukcesow w danej
probie (bez wzgledu na ilo$¢ jej powtorzen), sformutowal na poczatku osiemnastego wieku
matematyk szwajcarski Jakub Bernoulli.

Twierdzenie: Wzor Bernoulliego

Prawdopodobienstwo, ze w n — probach Bernoulliego sukces wypadnie k razy wyraza si¢
wzorem:

P(S, =k) = (Z) g

gdzie:

p - prawdopodobienstwo sukcesu,

q = 1 — p - prawdopodobienstwo porazki w jednej probie,
0<p<like{0,1,2 3,...., n}

Przyktad 1

Rzucamy piec¢ razy kostka do gry. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze liczba oczek
rowna 1 wypadnie dwa razy.

Sukcesem w takim rzucie jest wypadnig¢cie liczby oczek rownej 1. Prawdopodobienstwo
sukcesu top = %.

Porazka jest wypadniecie liczby oczek innej niz 1. Prawdopodobienstwo porazki to

q= 5.

Doswiadczenie polega na wykonaniu 5 prob, czyli n = 5. Chcemy, aby liczba oczek
rowna 1 wypadla dwa razy, zatem k = 2.

Korzystamy ze wzoru Bernoulliego.
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P(S; = 2) = 42
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OdpowiedZ:
Prawdopodobienstwo, ze liczba oczek réwna 1 wypadnie dwa razy jest rowne %.
Przyktad 2

Rzucono osiem razy monet3.
Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia A - wyrzucono co najmniejjednego orta.

Skorzystamy ze wzoru Bernoulliego, ale obliczymy najpierw prawdopodobienstwo
zdarzenia przeciwnego - nie wyrzucono ani jednego orta.

P = (g)- (3 (3)

Zatem

256 256
Odpowiedz:
Prawdopodobienstwo wyrzucenia co najmniejjednego orla jest rowne %
Przyktad 3

Wiadystaw gra z rownorzednym przeciwnikiem w szachy. Co jest bardziej
prawdopodobne: wygranie przez Wladystawa dwoch partii z czterech czy pieciu partii
z oSmiu?

Mamy do czynienia ze schematem Bernoulliego.
W pierwszym przypadku:n =4,k =2,p=q = %

Psi=2) = (5) () (3) =6 %

W drugim przypadku:n = 8,k =5,p =g¢q
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Wiec bardziej prawdopodobne jest, ze Wladystaw wygra dwie partie z czterech, niz piec
z oSmiu.

Przyktad 4

W urnie znajduje si¢ 5 kul biatych i 2 czarne. Z urny losujemy 5 razy po dwie kule, ktore
za kazdym razem wktadamy ponownie do urny. Obliczymy jakie jest
prawdopodobienstwo, ze 3 razy otrzymamy pare¢ kul réznego koloru.

Zauwazmy, ze za kazdym razem kule zwracamy z powrotem do urny, zatem kolejne
doswiadczenia sg od siebie niezalezne.

Kazde z doswiadczen moze skonczyc si¢ sukcesem - wylosowanie kul réznego koloru lub
porazka — wylosowanie dwoch kul tego samego koloru (biatych lub czarnych).

Prawdopodobienstwo sukcesu za kazdym razem jest takie samo (liczba kul w urnie nie
zmienia si¢ w kolejnych losowaniach).

Mozemy wiec w obliczeniach stosowac¢ wzor Bernoulliego, gdzie n = 5, k = 3.

Obliczmy prawdopodobienstwo sukcesu.
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Zatem prawdopodobienstwo porazki jest rowne: g = 1 — 57 = 37

Pisi=3) = (3)- () (3’

P(Ss =3) = 2L (10)" 50,3
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Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo, ze 3 razy otrzymamy pare kul réznego koloru wynosi

w przyblizeniu 0, 3.

Najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw w schemacie
Bernoulliego

Utozsamiajac prawdopodobienstwo z czestoscia, zaktadamy intuicyjnie, ze na przyklad

w serii 100 rzutow moneta najpardziej prawdopodobne jest uzyskanie 50 ortow. W praktyce
rowniez pojawia si¢ wiele problemow, ktorych rozwigzanie wymaga oszacowania
przewidywanych strat lub zyskow. Aby nie wysnuwac¢ wnioskow ,na oko”, mozemy
skorzysta¢ w niektorych sytuacjach z odpowiedniego twierdzenia.
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Zaktadamy, ze w schemacie Bernoulliego o n probach prawdopodobienstwo sukcesu p # 1
ip#0.

Twierdzenie: Najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego

o Jedli (n + 1)p nie jest liczba catkowity, to najpardziej prawdopodobna liczba
sukcesow w schemacie n prob Bernoulliego jest najwigkszg liczbg catkowita & taka,
ze kg < (n+1)p.

o Jedli (n + 1)pjest liczbg calkowitg, to najbardziej prawdopodobne sg warto$ci
(n+ 1)p — 1 oraz (n + 1)p i prawdopodobienstwa ich sg rowne.

Przyktad 5

Strzelec trafia do celu z prawdopodobienstwem 0, 8. Jaka jest najbardzie;j
prawdopodobna liczba trafien w serii sktadajgce;j sie z 20 strzatow?

Liczba prob: n = 20.
Prawdopodobienstwo trafienia: p = 0, 8.
Obliczamy (n + 1)p.
(204+1)-0,8=16,8

Otrzymany wynik nie jest liczbg catkowitg, zatem najbardziej prawdopodobng liczba
trafien jest najwieksza liczba catkowita, mniejsza od 16, 8, czyli 16.

Odpowiedz:

Najbardziej prawdopodobna liczba trafien w serii sktadajace;jsie z 20 strzaloéw jest rowna
16.

Przyktad 6

Waldemar trafia pitka do bramki z prawdopodobienstwem % Obliczymy, ile powinien

wykonac strzalow, aby najpardziej prawdopodobna liczba uzyskanych bramek byta réwna
13.

Oznaczmy przez n szukang liczbe strzatow.

Na podstawie twierdzenia o najbardziej prawdopodobnejliczbie sukcesow w schemacie
Bernoulliego stwierdzamy, ze

(n+1)-2-1<13<(n+1)-2

Zapisujemy nier6wnos¢ podwojna w postaci koniunkcji nierownosci.




(n+1)-2-1<13i13<(n+1)- 2

Przeksztalcamy te nierownos$ci, mnozac obie strony kazdej z nich przez 5 i wykonujac
wskazane dziatania.

(n+1)-2-5<65i66<(n+1)-2

2n —3 < 65165 < 2n + 2

2n < 68163 < 2n

n<34i3l,5<n

Stad

31,5 <n < 34

Poniewaz n jest liczbg naturalng, zatemn = 32 lubn = 33.
Odpowiedz:

Aby najbardziej prawdopodobna liczba uzyskanych bramek byta rowna 13, Waldemar

musi strzeli¢ do bramki 32 lub 33 razy.

Stownik
wzor Bernoulliego

prawdopodobienstwo, ze w n — probach Bernoulliego sukces wypadnie k razy wyraza si¢
wzorem:

P(S, = k) = (Z) Pt g

gdzie:

p - prawdopodobienstwo sukcesu,

q = 1 — p - prawdopodobienstwo porazki w jednej probie,
0<p<like{0,1,23,...., n}




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem, ktory przyblizy Ci zagadnienia zwigzane ze wzorem Bernoulliego.
Postaraj sie najpierw samodzielnie rozwigzac prezentowane tam problemy, a nastepnie
poréwnaj z zamieszczonymi w filmie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DYrebvNac

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej schematu Bernoulliego.

Polecenie 2

Rzucamy 6 razy dwiema monetami. Oblicz prawdopodobieristwo, ze co najmniej 5 razy
wyrzucimy dwie reszki.



https://zpe.gov.pl/a/DYrebvNac

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

[loma kostkami do gry nalezy jednoczesnie rzuci¢, aby prawdopodobienstwo

otrzymania na co najmniej jednej kostce liczby oczek rownej szes¢ byto wieksze od %?

Cwiczenie 8 @
W skrzynce jest 50 owocdw. Sg tam jabtka i gruszki. Najbardziej prawdopodobna liczba
gruszek to 40. Ze skrzynki wyciggamy w sposdb losowy jeden owoc. Oszacuj

prawdopodobienstwo wyciagniecia gruszki.




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Schemat Bernoulliego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe i stosuje wzor Bayesa, stosuje twierdzenie
o prawdopodobienstwie catkowitym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» wyodrebnia wsrod innych doswiadczen losowych proby Bernoulliego
 stosuje wzor Bernoulliego, wyznaczajac prawdopodobienstwa zdarzen
w do$wiadczeniach wieloetapowych
 okresla najpardziej prawdopodobna liczbe sukceséw w schemacie Bernoulliego

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

» skaczace zabki
e tor przeszkod

Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg ,skaczace zabki” przypominajg wiadomosci z rachunku
prawdopodobienstwa. Przypominanie rozpoczyna uczen wybrany losowo i formutuje
jedna informacje (definicje, twierdzenie, itp.) zwigzang z rozwigzywaniem problemow
probabilistycznych. Nastepnie wskazuje inng osobe, ktora podaje nastepna informacije,
itd. Przy czym uczniowie starajg si¢, aby podawa¢ wiadomosci w miare
chronologicznym porzadku tak, aby wigzaly si¢ z sobg i stopniowo poszerzaly obszary
tresciowe.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w grupach. Zapoznajg si¢ z materiatem z sekcji ,Przeczytaj” i filmem
samouczkiem.

2. Analizujgc przedstawione tam przyklady, tworzg w grupach ,tory przeszkod” - plansze
na ktorych zaznaczaja, jakie trudnosci nalezy kolejno przezwyciezy¢, aby rozwigzac
zadania z zastosowaniem schematu Bernouliiego.

3. Po jednej stronie ,toru” zapisuja przeszkody (np. ustalenie prawdopodobienstwa
danego zdarzenia w jednej probie), po drugiej stronie wskazowki, jak oming¢
przeszkody (czyli w tym wypadku jak znaleZ¢ prawdopodobienstwo danego zdarzenia
w jednej probie).

4. Zakonczeniem tej czesci pracy jest prezentacja ,toréw” i wspolne wybranie jednego
modelu, ktory bedzie pomocg przy rozwigzywaniu ¢wiczen interaktywnych, ktore to
w dalszej czesci lekcji rozwiazujg uczniowie w parach.

Faza podsumowujaca:



1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Dyskusja - czy graficzne zobrazowanie problemow zwigzanych z rozwigzywaniem
zadan na schemat Bernoulliego pomogto w dalszej czesSci pracy, czy moze nie.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest poszukanie informacji na temat rodu Bernoullich i ich odkry¢
matematycznych zwigzanych z rachunkiem prawdopodobienstwa.

Materialy pomocnicze:
Klasyczna definicja prawdopodobienstwa (tresS¢ rozszerzona)
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze by¢ doskonalg pomocg na zajeciach podsumowujacych wiadomosci
z rachunku prawdopodobienstwa.
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