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Uktady rownan wyzszych stopni, prowadzace do

uktadéw rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Zrédto: Egor Myznik, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W rownaniach z dwiema niewiadomymi, niewiadome mogg wystepowac¢ w dowolne;j
potedze. Jesli w uktadzie rownan pojawi si¢ przynajmniej jedno rownanie, w ktorym
przynajmniejjedna niewiadoma jest co najmniej drugiego stopnia, to moéwimy wowczas
o uktadach rownan wyzszych stopni. W tym materiale zajmiemy si¢ takimi uktadami
rownan wyzszych stopni, ktore prowadzg do uktadoéw rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi. Oczywiscie kazdy moze samodzielnie zdecydowac, ktorg metode
rozwigzywania uktadu réwnan liniowych stosowac¢. W tym materiale przypomnimy
wszystkie trzy metody. Pamietaj, Zze znajomo$¢ metody wyznacznikowejnie jest
obowiazkowa.

Twoje cele

o Utrwalisz metody rozwigzywania ukladow rownan liniowych.

» Utrwalisz zasady wykorzystywania wzorow skroconego mnozenia do zapisywania
rownan w postaci iloczynowe;.

e Rozwiazesz uklad rownan wyzszych stopni, prowadzgcy do uktadu rownan
liniowych z dwiema niewiadomymi.




Przeczytaj

Przypomnijmy najpierw definicje uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.
Definicja: Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktadem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje dwoch
rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktad taki przyjmuje postac

a1z + by =c;
asx + by = ¢y

gdzie:

x oraz y — oznaczaja niewiadome,

a1, az, by oraz by — wspotczynniki przy niewiadomych odpowiednio z oraz y, przy czym
przynajmniejjedna z pary liczb a; i as oraz b; i by jest rézna od zera,

c1 1 c2 — nazywamy wyrazami wolnymi.
Aby rozwigza¢ ukiad rownan liniowych

a1z +biy=c;
asx + by = ¢

mozemy zastosowac jedna z metod:
e metode podstawiania;
« metode przeciwnych wspotczynnikow;
« metode wyznacznikowa.
Rozwiazywanie ukladow rownan metoda podstawiania polega na:
» wyznaczeniu dowolnejniewiadomej z dowolnego réwnania,

e podstawieniu tak uzyskanego wyrazenia do drugiego z rownan w miejsce wyznaczonej
niewiadome;j,

e rozwiazaniu otrzymanego réwnania z jedna niewiadoma,
e podstawieniu otrzymanejwarto$ci niewiadomej do pierwszego réwnania.

Metoda przeciwnych wspoétczynnikow polega na pomnozeniu obu stron jednego lub
kazdego réwnania przez dowolng liczbe r6zng od zera, tak aby przy jednejz niewiadomych



otrzymac przeciwne wspotczynniki, dzieki czemu po dodaniu do siebie rownan stronami
mozna obliczy¢ jedna z niewiadomych.

Aby rozwigza¢ uklad rownan metoda wyznacznikowa, musimy obliczy¢ trzy liczby:

» wyznacznik gtowny W - utworzony ze wspotczynnikow znajdujacych sie przy
niewiadomych z iy

e wyznacznik niewiadomej z oznaczany W, - utworzony poprzez zastapienie
w wyznaczniku gléwnym kolumny wspotczynnikoéw przy niewiadomej  kolumna
wyrazow wolnych

e b

Wm: :Cl'bQ—CQ'bl

cy by

« wyznacznik niewiadomejy oznaczany W - utworzony poprzez zastapienie
w wyznaczniku gléwnym kolumny wspotczynnikoéw przy niewiadomej y kolumna
wyrazow wolnych

a; ¢
W, =

=a;+C — a3+ C

az €
Jesli wyznacznik gléwny W # 0, to taki uklad rownan nazywamy ukladem Cramera.

Uktad ten ma dokladnie jedno rozwigzanie (jest oznaczony), ktore mozemy wyznaczyc¢ za
pomocg wzorow Cramera

_Wm' Wy
T = W

1Yy =

S

Przyktad 1
2 2 (Bz—12=(y—3 3
Rozwigzemy uktad rownan (2+ y)2 (3z ) (312 z)(y +2 ZU)
(z+y)’ —2zy=(z—1)"+ (y+3)
Korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia, doprowadzamy uktad rownan do postaci

444y +y? — 922 + 6z — 1 = y? — 9x?
22+ 2zy+ 1y —2zy=2x> -2z +1+y>+6y+9

Nastepnie, redukujgc wyrazy podobne, otrzymujemy uktad rownan

6x + 4y = —3
xr—3y=>5



javascript:void(0);

Jest to uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi. Jego rozwigzanie mozemy
znalez¢, stosujac metode wyznacznikowa.

Obliczamy wyznacznik gtowny.

6 4

W“:L -3

‘:>48—4:—m

Obliczamy wyznacznik niewiadomej z.

-3 4

W, =
‘5 -3

‘ =9-20=-11
Obliczamy wyznacznik niewiadome;j y.

6 —3
W, =

1 5 ‘:30+3:33

Korzystajac ze wzorow Cramera

_ W
T = Ty

Wy
Y= w

Obliczamy wartosci niewiadomych.

_ 1
=75
y=—+

x
A zatem rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest para liczb {

po|—

|
oo

Przyktad 2

z? + Ty + 9y = zy

Rozwiazemy ukiad rownan )
ey {m¥+%y+ma_5@xf

Doprowadzamy uktad rownan do najprostszej postaci.

W pierwszym rownaniu odejmujemy wyrazenie zy od obu stron rownania.
W drugim rownaniu stosujemy wzor skroconego mnozenia i mnozymy sumy algebraiczne
przez liczbe, opuszczajac w ten sposob nawiasy.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

z? +6zxy+ 92 =0
522 4+ 2y + 1 = 45 — 30z + 5z?

Korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia, pierwsze z rownan mozemy zapisac
. 2

w postaci (z + 3y)” = 0.

W drugim rownaniu redukujemy wyrazy podobne.

{(m+3y)2 =0
30z 4 2y = 44

A zatem jest to uktad rownan liniowych:

z+3y=0
30x +2y =44

Rozwigzmy ten uktad rownan liniowych metodg przeciwnych wspotczynnikow.

Mnozymy obie strony pierwszego rownania przez (—30).

z+3y=0](—30)
30z 4 2y = 44

Dodajemy rownania stronami, nastepnie obliczamy warto$¢ niewiadomej y:

—30z — 90y =0
30z + 2y = 44
—88y = 44

y:_075

Podstawimy otrzymang wartoS$¢ y do rownania = + 3y = 0 i obliczamy wartos¢
niewiadomej .

z+3y=0
y:_075
z=1,5
y=-0,5

. . , .. . z=15
Rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest para liczb Y= —0.5
Przyktad 3

@)z +4) =0

Rozwigzemy uktad rownan (1) {3:1: +y=5

Pierwsze rownanie to iloczyn sum algebraicznych.


javascript:void(0);

Wiemy,zea-b=0&a=0V b=0.
Wiec powyzszy ukiad rownan mozemy zapisa¢ w postaci

z—y=0V 2x+y=0
3x+y=>5

A zatem uktad rownan (1) jest rownowazny alternatywie dwoch uktadow réwnan

liniowych.
z—y=20 ¥ 2c +y =0
3x+y=>5 3xr+y=>5

Kazdy z tych ukltadow mozemy rozwigza¢ np. metoda podstawiania.

z—y=20 y 2¢ +y=0
3z +y=>5 3z +y=>5

Wyznaczamy niewiadomg y z drugiego réwnania.

z—y=20 N 2¢ +y =20
y=>5—3z y=>5—-3z

Podstawiamy wyznaczone wyrazenie do pierwszego rownania w miejsce niewiadomej y
i obliczamy warto$¢ niewiadomej x.

z—(5—3z)=0 y 20 +5—-3z=0

r—5+3r=0 v —T = -5
y=>5—3z Yy=29—3x

dr =5 y T =95
y=>5—3z y=>5—3z

V

Podstawiajac obliczong warto$¢ x do drugiego rownania, obliczamy niewiadomg y.

=2 {x=5
5 V
’y: _3.Z y:5_3'5

A zatem rozwigzaniem uktadu rownan (1) s dwie pary liczb:


javascript:void(0);

ot

IE:ZV r=2>5

Przyktad 4

1622 —9y> =0

Rozwiazemy uktad rownan (2) { X :
'y + 10zy 4+ 25y =0

Korzystajac ze wzoroéw skroconego mnozenia, mozemy zapisa¢ uktad (2) w postaci

(4x — 3y)(4z + 3y) =0
y(z? + 10z +25) =0

A nastepnie:
{(4:6 —3y)(4z +3y) =0
y(z +5)> =0

Korzystajgc ponownie z twierdzeniaa - b =0<<a =0 V b = 0, otrzymujemy
alternatywe czterech ukladow rownan liniowych réwnowazna danemu uktadowi (2).

{4x—3y:O {4w—3y:0 {4m+3y:0 {4x+3y:O
V ) Vv V )
y=0 (z+5)°=0 (y=0 (z+5)°=0

Kazdy z tych uktadow rownan rozwigzujemy dowolng metoda.

Pierwszy uklad réwnan:
4z —0=0
y=20

=0
y=0

Drugi uklad réwnan:

dr — 3y =0
z+5=0

dr — 3y =20
T = -5

{
{2 3y = 0
l--

8
| I


javascript:void(0);

Trzeci uklad réwnan:

y=20

=20
y=20

Czwarty uklad rownan:

{4w+0=0

4 +3y =10
z+5=0

dr+3y=20
T =-95

—204+3y=0
r= -5

{x:—5
y=%

Rozwigzaniem uktadu réwnan (2) s3 trzy pary liczb:

y=0 ly=-65 ly=63
Przyktad 5

62° +y° =8
Rozwiazemy uktad rownan (3) { * —; y o
—2x°+3y" =4

Aby rozwigzac taki uktad rownan, mozemy skorzystac¢ z podstawienia {

A zatem liczby a oraz b muszg by¢ nieujemne.

Uktad rownan (3) przyjmuje wtedy postaé

6a+b=28
—2a+3b=14

Taki uktad rownan liniowych mozemy rozwigza¢ metoda wyznacznikowa.

6 1

W:‘—z 3

‘:184—2:20

8 1

W“:‘4 3

‘:24—4:20



6 8
= =24+16=4
W ‘_2 4‘ + 16 0
W, 20
a = 4 :—:1
Awi@c{ WVY 42(?
2
= :]_
A zatem {w2 @
y :b:

Rozwigzaniem ukladu réownan (3) sg zatem cztery pary liczb:
{azz—l v{le v{w:—lv{wzl

Stownik

wzory skréconego mnozenia
(a+b)° =a® + 2ab + b?
(a—b)? = a® — 2ab + b?
a’ —b* = (a+b)(a—0)
uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

uktad rownan liniowych postaci:

a1z + by = ¢
asx + bay = ¢y

przy czym liczby odpowiednio a; i ay oraz by i by nie moga by¢ jednocze$nie zerami
metoda podstawiania

metoda polegajaca na wyznaczeniu dowolnej niewiadomej z dowolnego réwnania
i podstawieniu tak uzyskanego wyrazenia do drugiego z rownan w miejsce wyznaczonej

niewiadome;j
metoda przeciwnych wspoétczynnikow

metoda polegajaca na pomnozeniu obu stron jednego lub kazdego rownania przez
dowolnag liczbe r6zng od zera, tak aby przy jednej z niewiadomych otrzymac przeciwne




wspolczynniki, dzigki czemu po dodaniu do siebie rownan stronami mozna obliczy¢
jedna z niewiadomych

wyznacznik

liczba postaci:




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z kolejnymi przyktadami uktadéw réwnan prowadzacymi do uktadéw réownan
liniowych z dwiema niewiadomymi. Nastepnie rozwiaz samodzielnie uktady réwnan podane
w Poleceniu 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIWKvSSxF

Film nawigzujacy do tresci materialu na temat uktadéw rownan wyzszych stopni
prowadzacych do uktadow rownan liniowych z 2 niewiadomymi.

Polecenie 2
Rozwiaz uktady rownan:

) 922 — 6y + 1> =0
a
22y + 6y° — 2y =0

2

L & =64y =0
3zy — 9 = —6z


https://zpe.gov.pl/a/DlWKvSSxF

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wskaz uktad rownan liniowych, ktéry otrzymamy po doprowadzeniu do najprostszej postaci
3z —y)® — (2 +y)° = 3(32% — 3z — 2zy)

uktadu réwnan .
{433(:13 —1)—3y(By — 1) = 2 + (2= — 3y)(2z + 3y)

9a:+4y— —4
O 4o

4z — 3y = —

9r — 4y = 2
O Y4

4r — 3y =4

9r — 4y = 2
O _

—4xr — 3y =4

9z +4y =4
SR Pt

z—3y=2




Cwiczenie 2
Przeciggnij uktad réwnan rownowazny danemu uktadowi rownan.

(2+2)"+@-1)"=(@—-y(a+y) +2(s* —3),,
(20 -1)7-3-20)=4+y
(22 +y)° — (22 — y)° = 8z(y + 5) + 20y
G-y’ -(y—4°=12-=g
Az —y)+ 2= (z—1)° +2y
(y+3)2—2(y2—|—a:) =4y — (3az+y2—10)

’

7 {’7

279

2 {7)

ki

N> 99

Uktad réownan Réwnowazny uktad réwnan

(2+2)" +(y—1)° F [z~ y)(2 +9) +2(4* - 3),,

’7{”
(2c—1)° 4+ (3—2z) =4+y

(22 4+ y)® — (22 — y)’ = 8z(y + 5) + 20y
G-y'-@wtd' =122

99

2 {”

Az —y) + 2= (z —1)° + 2y
(y+3)* —2(12 +z) = 4y — (3z + 4> — 10)

299

2 {”




Cwiczenie 3

3xr — =0
Zaznacz pary liczb, ktére nie sa rozwigzaniem uktadu réwnan (32 - y)(z +y) )
5z — 10y =15

Cwiczenie 4
4z —4zy+1y> =0

Dany jest uktad rownan .
& {4w(w2):4(w2+y) —3(2y+ 3z — 1)

Zaznacz rownania tworzace uktad réwnan liniowych rownowazny danemu.

(] y=2z -3
() y=2=

(] 2z24+y=0
(] z—2y=3

(] z=3-2y




Cwiczenie 5

Zaznacz ukfady réwnan liniowych tworzace alternatywe uktadéw réwnan réwnowazng

danemy (52 — 10y + 5)(z + 2y) = 0-
20 —y =3

r+2y=1
2 —y =3



Cwiczenie 6

Utéz rozwigzanie uktadu réwnan, we wtasciwej kolejnosci.

23+ 222+ — 32’y —6zy—3y=0
22— (y+2)° =0

r=-—1 y z=-—1 y x =3y x =3y
—1+y+2= —-1-y—2=0 3Jy+y+2=0 Jy—y—2=0
:r::—lv :r::—lv =3y Y =3y

y=-1 ly=-3 By+y+2=0 [y-y-2=0

(2 +2z+1)(z—3y) =0
(z+y+2)(z—y—2)=0

22 4+2x+1=0V z—-3y=0

c+y+2=0Ve—y—2=0

z+y+2=0Vex-y—2=0

+1=0 \/{a:—l—le \/{a:—3y=0 \/{a:—3y=0

xr—y—2=0 x+y+2=0 xr—y—2=0
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z(z® +2z+1) —3y(a® +2z+1) =0
(z+(y+2)(z—(y+2)=0

z+1)7=0Vaz—3y=0
z+y+2=0Vzxz—-y—2=0
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Cwiczenie 7

Rozwiaz uktad rownan

1

z2y? — 6xy® + 9% =0
72— §y* =0 '

Cwiczenie 8

2

5x? — 3y =1

Rozwigz uktad rownan { 5 5
2x° + 2y~ = 2

T
, korzystajac z podstawienia { 2 _
y et



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Uklady rownan wyzszych stopni, prowadzace do ukladéw rownan liniowych

z dwiema niewiadomymi

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uklady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije

geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:

Uczen:

przeksztatca uktad réwnan tak, aby otrzymac uktad rownowazny

rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewidomymi metodg podstawiania
rozwiazuje uktady réownan liniowych z dwiema niewidomymi metodg przeciwnych
wspotczynnikow

rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewidomymi metodq wyznacznikowq
wykorzystuje wzory skroconego mnozenia do zapisywania rownan w postaci
iloczynowe;j

rozwiazuje uktady rownan wyzszych stopni, prowadzace do uktadu rownan liniowych
z dwiema niewiadomymi

tworzy i wykorzystuje algorytmy rozwigzywania ukladow réwnan



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» stacje eksperckie

 analiza przypadku

o dyskusja

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animacji

Formy pracy:

» praca catego zespotu klasowego
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gtoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie bedg pracowac metodg stacji eksperckich.
3. Osmiu uczniow tworzy cztery grupy eksperckie i przygotowuje informacje na temat
metod rozwigzywania uktadow réwnan.
o Rozwigzywanie uktadow rownan liniowych metoda podstawiania -
przypomnienie informacii.
o Rozwigzywanie uktadow rownan liniowych metoda przeciwnych
wspotczynnikow - przypomnienie informacii.
o Rozwigzywanie ukltadow rownan liniowych metoda wyznacznikowg -
przypomnienie informaciji.
o Rozwigzywanie ukltadow rownan wyzszych stopni, prowadzgcych do uktadow
rownan liniowych.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie - eksperci kolejno prezentujg przygotowane przez siebie informacje. Po
prezentacji odpowiadaja na pytania pozostatych uczniow i wyjasniajg watpliwosci.

2. Pracujgc w parach, uczniowie ogladajg animacje i wykonuja polecenie umieszczone
pod nig.



3. Uczniowie analizuja przykiady zawarte w czeSci ,Przeczyta’, eksperci wspieraja
pozostatych uczniow, wyjasniajg watpliwosci.

4. Pracujac w parach, uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 1-4. Nauczyciel oraz eksperci
nadzorujg prace grup i wyjasniajg watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze informacije
z lekcii.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, omawia prace ekspertéw oraz wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniéw, udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 5- 8.
Materialy pomocnicze:

» RoOwnania stopnia trzeciego w postaci iloczynu
e ROwnanie wielomianowe

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana przez uczniow do powtorzenia wiadomosci z lekcji oraz
przez ekspertow do przygotowania materialow na lekcje. Animacja pomaga przypomniec
wzory skroconego mnozenia i usystematyzowac wiedze dotyczacq uktadow rownan
liniowych.


https://epodreczniki.pl/a/rownania-stopnia-trzeciego-w-postaci-iloczynu/D11mwiSbO
https://epodreczniki.pl/a/przeczytaj/Dcfw16FgY

