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Zrédto: this is engineering Raeng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Magda i Basia postanowity upiec dwie blachy tego samego ciasta i chciaty sie dowiedzie¢,
ile sktadnikow do tego potrzebuja, dlatego siegnety po przepis. W przepisie wymienione
zostaty jednak jedynie sktadniki oraz ich ilosci potrzebne do upieczenia jednejblachy
ciasta. Basia powiedziala, ze aby upiec dwie blachy ciasta wystarczy pomnozyc¢ ilos¢
kazdego z produktow z przepisu razy dwa, a Magda, ze do kazdejilo$ci nalezy doda¢ dwa.
Ktora z nich miata racje?

Poprawnej odpowiedzi udzielita Basia. Taki zabieg nazywamy proporcjonalno$cig prosta,
czyli jezeli jedna wielko$c¢ rosnie, to druga wielkos¢ rosnie tyle samo razy. Zatem skoro ilos¢
blach ciasta zwiekszyla si¢ dwa razy, to ilos¢ kazdego ze sktadnikoéw nalezato pomnozyc¢
razy dwa.

W dalszej czesci materialu poznasz inne zastosowania proporcjonalno$ci prostej oraz
wlasnosci jej wykresu.
Twoje cele

o Zdefiniujesz proporcjonalnos¢ prosta.

» Narysujesz wykres proporcjonalnosci prosteji podasz jego wtasnosci.

» Rozwigzesz zadania z kontekstem realistycznym dotyczgcym proporcjonalnosci
proste;.







Przeczytaj

Przyklady wielkoSci wprost proporcjonalnych:

e Obwod kwadratu L jest wprost proporcjonalny do dtugosci z boku kwadratu, bowiem
zawsze jest od niego cztery razy wiekszy. Mozna to wyrazi¢ wzorem:
L(z) = 4z, gdzie z > 0.

e Masa ztota Z wyrazona w gramach jest wprost proporcjonalna do jego objetosci

wyrazonejw centymetrach szeSciennych:

Z(z) = 2
Wspotczynnik proporcjonalnosci (gestos¢ ztota wyrazona w gramach na centymetr
szeScienny) wynosi 19, 3.

e Masa srebra S wyrazona w gramach tez jest wprost proporcjonalna do jego objeto$ci
wyrazonejw centymetrach sze$ciennych:
S(z) = 2z
Jednak tym razem wspotczynnik proporcjonalnosci (przedstawiajacy gestos$c srebra)

wynosi 10, 5.

Jak moglismy zauwazy¢ w powyzszych przyktadach, zaleznos¢ pomiedzy wielkosciami
wprost proporcjonalnymi opisuje funkcja postaci:

f(z) = ax

ki

gdzie z jest argumentem funkcji, natomiast a to pewna ustalona liczba rzeczywista rézna od
0, zwana wspélczynnikiem proporcjonalnosci.

Funkcje takiej postaci nazywamy proporcjonalnoscia prosta.
Wazne!

W sytuacjach rzeczywistych dziedzina funkcji f(z) = az moze by¢ rozmaita. Jesli nie
wystapia oczywiste ograniczenia, bedziemy przyjmowac, ze funkcja f jest okreslona dla
kazdejliczby rzeczywiste;.

Przyktad 1

Narysujmy wykres proporcjonalnosci prostej danej wzorem f(z) = 2z. Sporzadzimy
tabele wartosci funkcii.

7y —2 —1 0 1 2

F(z) —4 —2 0 2 4
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Czy mozemy powstale punkty potgczy¢ prostg i w ten sposob otrzymac¢ wykres
proporcjonalnos$ci prostej f?

Tak, poniewaz dziedzina podanej funkcii jest zbior liczb rzeczywistych.

W przypadku, gdyby dziedzing funkcji bytby zbiér {—2, —1,0, 1, 2} to wykres bylby taki
jak na pierwszej grafice.
Twierdzenie: Wykres proporcjonalnosci prostej

Niech a bedzie ustalona liczba rzeczywisty. Wykresem funkcji:
f(z) = az
jest prosta o rOwnaniu:

Yy =azx

przechodzgca przez punkt O = (0,0)i A = (1, a).

Powyzsze twierdzenie ulatwia rysowanie wykresu funkcji f(z) = az.
Wazne!

To, ze wykres proporcjonalnosci prostej przechodzi przez punkty O = (0,0)i A = (1, a),
wynika z faktu, ze:

dlaz =0jesty = f(0) =a-0=0,
dlaz=1ljesty=f(1)=1-a=a
Przyktad 2

Narysujmy wykres proporcjonalno$ci proste;j:
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Aby go narysowac, wystarczy zauwazyc, ze np.:

f2)=5-2=1,

a nastepnie narysowac prosta przechodzaca przez punkty O = (0,0)i A = (2,1).
Przyktad 3

Narysujmy wykres proporcjonalno$ci proste;j:

f(z) = —5z.

Zauwazmy, ze np.:
f8) =—%-3=-1
nastepnie poprowadzmy prosta przez punkty O = (0,0)i A = (3, —1).

Przeanalizujmy wykresy proporcjonalnosci prostej danejwzorem f(z) = az dla kilku
dodatnich wartoSci a, a nastepnie dla kilku ujemnych.

Spojrzmy na wykresy proporcjonalnoéci prostych danych wzorami f(z) = az dla:a = 1,
1

a=5,a=1a=2oraza = 4.
A teraz spojrzmy na wykresy proporcjonalnosci prostych danych wzorami f(z) = ax
kolejno dla: a = —%, a= —%, a=—-1,a=—2o0raza = —4.

Powyzsze przyklady mozna podsumowac nastepujaco: im wigksza jest warto$¢ bezwzgledna
liczby a, tym bardziej ,stroma” jest prosta y = ax.
Wazne!

Jesli a jest liczbg dodatnig, to prosta y = ax przechodzi przez Ii III ¢wiartke uktadu
wspolrzednych. Jesli za$ a jest liczbg ujemng, to prosta y = ax przechodzi przez I1i IV

¢wiartke uktadu wspotrzednych.
Kat nachylenia prostej do osi X

Katem nachylenia prostej do osi nazwiemy kat, ktorego jedno rami¢ jest dodatnig czescia
osi X, adrugie rami¢ zawiera si¢ w tej czesSci prostej, ktora lezy nad osia.

Y

>y

Wazne!



Przyjmujemy, ze wnetrze kata nachylenia stanowig te punkty ptaszczyzny, ktore leza
pomiedzy dodatnig potosig X a prostg, gdy poruszamy si¢ przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara. Tak zdefiniowany kat nachylenia ma miare z przedziatu (0°;90°) dla
prostej f(z) = ax, dla ktoreja > 0lub z przedziatu (90°;180°) dla prostej f(x) = az, dla
ktoreja < 0.

Prosta y = 0 ma kat nachylenia rowny 0°, poniewaz pokrywa si¢ ona z osig X, a wiec
tworzy z nig kat zerowy.

Yi

Wazne!

Prosta pokrywajaca sie z 0sig Y tworzy z osiag X kat 907 i nie jest wykresem zadnej funkciji
zmiennej .
Przyktad 4

Okreslimy kat nachylenia prostejy = « do osi X.

Prosta y = = ma kat nachylenia rowny 45°, poniewaz punkty lezace na tej prostej maja
obie wspolrzedne rowne sobie. Na rysunku obok trojkat o rozowych bokach jest
rownoramiennym trojkagtem prostokatnym, wiec rozowy kat, to znaczy kat nachylenia

prostejy = x, ma miare 45°.
YA y:x//

Przyktad 5




Okreslimy kat nachylenia prostejy = —z do osi X.

Rozumujgc podobnie, jak w poprzednim przyktadzie, mozna wykazac, ze na rysunku
ponizej rozowy kat jest kagtem o mierze 45°. Zatem niebieski kat z rysunku ponizej ma
miare¢ 135° (jako kat przylegly do kata o mierze 45°), co oznacza, ze prostay = — ma
kat nachylenia réwny 135°.

NG

Sposob wyznaczenia kata nachylenia prostej y = ax precyzuje nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie: kat nachylenia

Jesli o jest katem nachylenia prostejy = ax do osi X, to:

a=tguo

Dowadd

Rozpatrzmy dwa przypadki.
Przypadek I

Jesli a > 0, to wiemy, ze punkt (1, a) nalezy do prostejy = ax i sytuacje obrazuje rysunek
ponizej. Zaznaczony trojkat jest prostokatny, wiec:

tga=1=a




Przypadek II

Jedli a < 0, to zauwazmy, ze punkt (—1, —a) nalezy do prostejy = az, a calg sytuacje
obrazuje kolejny rysunek (zauwazmy, ze woéwczas liczba (—a) jest dodatnia). Zaznaczony
trojkat jest prostokatny, wiec:

tgf=+=—a

Stad

tga=—tgf=a
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Stownik

wielkosci wprost proporcjonalne

dwie zmienne wielkoSci dodatnie nazywamy wprost proporcjonalnymi, jezeli iloraz
odpowiadajacych sobie wartosci tych wielkosci jest staty.
dziedzina funkcji

zbior wszystkich argumentow funkciji
prosta

zbior punktéw opisanych nastepujacym rownaniem ogélnym Az + By + C' = 0, gdzie A

i B nie mogg by¢ jednoczes$nie rowne zeru



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z zadaniami w animacji i nastepnie rozwiaz polecenia ponizej.

zadanie 2

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RI51GClpQHYle

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacy proporcjonalnoSci prosteji jej wykresu.

Polecenie 2

W 2 kg pewnego roztworu wodnego kwasu solnego znajduje sie 400 g czystego kwasu. lle
gramow czystego kwasu znajduje sie w 5 kg tego roztworu?

Polecenie 3

Ania stwierdzita, ze jej zegarek w ciggu doby spdznit sie o 11 minut. Czy to prawda, ze zegarek
Ani w ciggu minuty spéznia sie o p6t sekundy?



file:///preview/resource/R15lGC1pQHYle

Polecenie 4

Mateusz dostaje od swoich rodzicéw co miesigc kieszonkowe w wysokosci 200 zt.
Postanowit, ze 40% z kazdego kieszonkowego, bedzie odktada¢ na nowy telefon, ktory
kosztuje 1600 zt. Po ilu miesigcach uda mu sie kupic¢ upragniony telefon?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W 34 jednakowych kartonach znajduje sie tacznie 8,5 kg proszku do prania. lle proszku
znajduje sie w 100 takich samych opakowaniach?

() 24 kg
O 25,5 kg
(O 25,5 kg

() 25 kg




Cwiczenie 2 @)

Jaka jest wartos¢ a, jezeli wielkosci x i y, prezentowane w tabeli, sg wprost proporcjonalne?

—2.4

o o 0o o g d



Cwiczenie 3 @

Do wykresu proporcjonalno$ci prostej danej wzorem f(z) = ax nalezy punkt A = (2, —6).
Wtedy f(—1) jest réwne:

O 3
O 1
O 4

O 2

Cwiczenie 4
Kat nachylenia prostej y = —2x bedacej wykresem proporcjonalnosci prostej jest:

ostry i wiekszy od 45°

rozwarty

ostry i mniejszy od 45°

o O O O

prosty



Cwiczenie 5

Na rysunku obok przedstawiono wykres proporcjonalnosci prostej okre$lonej wzorem:

A
v,
3.
y = flz)
2_
1.
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3):(
i’]A
iz.
.A.v3_
,744
O y=—3=
O y=3z
O y=-3%z
O y=14z



Cwiczenie 6

Kat nachylenia prostej y = —2x bedacej wykresem proporcjonalnosci prostej jest mniejszy
od kata nachylenia prostej:

O y=3z+1
O y=—-3z+1
O y=-3z+1

O y=3z+1

Cwiczenie 7

Wykres proporcjonalno$ci prostej dany wzorem f(x) = 2z jest symetryczny wzgledem osi X
do wykresu funkcji:

O y=0

O y=-2z
O y=—-3=
O y=+4z

Cwiczenie 8



Cwiczenie 9

Wartoscia, ktora najlepiej przybliza kat nachylenia prostej y = —3x bedacej wykresem
proporcjonalnosci prostej jest:

89°

165°

43°

o O O

) 109°

Cwiczenie 10

Sposrdd podanych nizej wartosci wybierz te, ktéra najdoktadniej przybliza wspoétczynnik
kierunkowy prostej o kacie nachylenia 33°:

) 0,496

() 0,946

) 0,649

O 4,960



Cwiczenie 11 @

Czy zaleznos$¢ prezentowana w tabeli opisuje wielkosci wprost proporcjonalne?

y 15 37,5 50

Cwiczenie 12 @

Automat produkuje papierowe detale, przy czym do wyprodukowania 24 000 sztuk zuzywa
4,32 kg papieru. lle graméw papieru potrzeba, zeby wyprodukowac 70 takich detali?

Cwiczenie 13 O

W pieciolitrowym kanistrze jest 6, 25 kg benzyny. Jaka pojemnos$¢ ma naczynie, ktére po
wypetnieniu benzyng wazy 26 kg, a puste wazy 2 kg?

Cwiczenie 14 @

Tre$¢ zadan na sprawdzian z matematyki miesci sie na jednej stronie. W ciggu 10 sekund
drukarka wydrukowata 8 kartek z trescig zadan. lle czasu bedzie potrzebowat ten model, by
wydrukowad materiaty dla trzydziestoszescioosobowej klasy?

Cwiczenie 15 @

Za 25 kg jabtek trzeba zaptaci¢ 30 zi. lle kosztuje 8 kg tych jabtek?



Cwiczenie 16 O

Naszkicuj w zeszycie wykres proporcjonalnosci prostej f, okreslonej wzorem:

a. f(z) = 3z,
b. f(z) = —3z,
c. f(z) = L,
d. f(z) = %=
Cwiczenie 17 @

Statek ptynat ze statg predkoscig w dét rzeki, a po godzinie postoju zawrécit do miejsca,
z ktorego wyptynat. Ptynac w dét rzeki, statek pokonat 30 km w ciggu 1, 5 h. Opisz:

a. w jakiej odlegtosci s od punktu startu statek znalazt sie po £ minutach od momentu
wyptyniecia w doétrzeki, 0 < z < 90;

b. w jakiej odlegtosci a od miejsca postoju statek znalazt sie po y minutach od momentu
wyptyniecia w goére rzeki, jezeli predkos$¢ pradu rzeki wynosi 5 kTm

Ustal, dla jakich y to zadanie ma sens.
Cwiczenie 18 @

Ustal, jakg warto$¢ ma wspotczynnik proporcjonalnosci a, jezeli po zwiekszeniu argumentu x
o 3 wartos$¢ y proporcjonalnosci prostej zwieksza sie o 15.

Cwiczenie 19 @

Do wykresu proporcjonalno$ci prostej f(z) = ax nalezy punkt A = (2, —6). Oblicz f(—1).
Dla jakiego x wartosc¢ funkcji f wynosi 8?



Cwiczenie 20 O

Marek odczytat z wykresu proporcjonalnosci prostej, ze leza na nim punkty A = (2,5) i
B = (-3, —T). Wykaz, ze Marek sie pomylit.

Cwiczenie 21 @

Podaj wzér proporcjonalnosci prostej, wiedzac, ze jej wykres jest nachylony do osi X pod
katem:

a.307;
b. 457;
c.607;
d.120°.
Cwiczenie 22 @

Podaj wzor proporcjonalnosci prostej f(zc) = ax, wiedzac, ze liczba a jest catkowita, a wykres
funkcji f jest nachylony do osi X pod katem « takim, ze:

a7l <a<T72;
b.81" < a < 82".
Cwiczenie 23 @

Cztery koty tapig cztery myszy w ciggu czterech dni. lle czasu potrzebuje jeden kot, aby ztapac
trzy myszy?



Cwiczenie 24 @

Marek wybrat sie pieszo do swojego kolegi Darka. Idac ze statg predkoscia, po potgodzinnym
marszu stwierdzit, ze zostato mu do przejscia jeszcze 5 km, a po godzinie marszu miat jeszcze
3 km do celu. W jakiej odlegtosci od Darka mieszka Marek?

Cwiczenie 25 @

Liczba a jest r6zng od zera liczba rzeczywista. Na rysunku zaznaczono punkty O, A, B
nalezace do wykresu funkcji f(z) = ax. Wykaz, ze punkty O = (0,0), A = (1,a) i
B = (x1,ax,), gdzie z1 # 0ixy # 1, sa wspotliniowe.

<Y




Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski
Przedmiot: Matematyka

Temat: Proporcjonalno$é¢ prostaijej wykres
Grupa docelowa:
III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:
Tresci nauczania - wymagania szczegolowe:
V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

4) odczytuje z wykresu funkciji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie
mniejsze) lub mniejsze (nie wigksze) od danejliczby, najwieksze i najmniejsze wartosci
funkciji (o ile istniejg) w danym przedziale domknigtym oraz argumenty, dla ktorych
wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

5) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkciji liniowe;j;

6) wyznacza wzor funkciji liniowejna podstawie informacii o jej wykresie lub o jej
wiasnosSciach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e opisuje proporcjonalnos¢ prosta,
 rysuje wykres proporcjonalnosci prosteji podaje jego wiasnosci,
e rozwiauje zadania realistycznym dotyczgcym proporcjonalnosci proste;.

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

o praca z tekstem
» metoda kota i myszy

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,
» arkusze papieru, pisaki.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w czterech grupach analizujg zadania z sekcji Przeczytaj oraz zadania
przedstawione w animacji. Notujg pytania do poznawanych tresci, nastepnie zadaja je
na forum klasy, odpowiedzi udzielajg liderzy grup.

2. Uczniowie pracujg w parach, metoda kot i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne
w sekcji ,Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak najlepiejrozwigzac zadania, a kot sprawdza
ich poprawnos¢. Po dwoch nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry.
Aby gra toczyta sie dalej - role uczniow odwracajg si¢ i mysz staje si¢ kotem -
procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie w grupach (tych samych w ktorych pracowali na poczatku lekcji) omawiaja
wyniki swojej pracy.
2. Nauczyciel przedstawia wyniki swoich obserwacji, ocenia prace uczniow.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg polecenia w sekcji ,Animacja”.



Materialy pomocnicze:
» Proporcjonalnos¢ prosta
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ na lekcji o wielkoSciach wprost proporcjonalnych.
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