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Wykorzystanie monotonicznosci funkcji wyktadniczej
W rozwigzywaniu nierownosci

Zrodto: Tom Barrett, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Funkcjg postaci f(z) = a® nazywamy funkcja wyktadnicza. Charakteryzuje sie ona wieloma
ciekawymi wlasnosciami. Niektore z nich mozna wykorzysta¢ do rozwigzywania
nierownosci wyktadniczych. Jak si¢ okazuje, po doktadnejanalizie wiasnoSci, najwieksze

znaczenie w rozwigzaniu nierownosci wykladniczych bedzie miata monotonicznos¢
funkciji.

Twoje cele

o Wykorzystasz wiasnosci funkcji wyktadniczej do rozwigzywania nierownosci
wyktadniczych.
e Rozwiazesz rozne rodzaje typy nierownosci wyktadniczych.

o Zastosujesz zdobyta wiedze do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

Definicja: funkcja wyktadnicza
Funkcje postaci

f(z) = a®
okreslong na zbiorze R,

gdzie:
a > 0, a # 1 nazywamy funkcja wykladnicza.

Juz wiesz
Monotoniczno$¢ funkcji wykladniczej f(x) = a” zalezy od wartosci wspotczynnika a:

e dlaa > 1 funkcja wyktadnicza jest rosnaca,

« dlaa € (0,1) funkcja wyktadnicza jest malejgca.

W tym materiale wykorzystamy monotonicznos¢ funkcji wykladniczej do rozwigzywania
nierownosci.

Nierownoscia wykladniczg nazywamy nierownos¢, w ktorej niewiadoma wystepuje
wylgcznie w wyktadniku.

Nierownosciami wyktadniczymi sg na przyktad:

Do rozwigzywania nierownosci wyktadniczych wykorzystujemy monotonicznosc¢ funkciji
wyktadniczeji korzystamy z nastepujacych zaleznosci:

e dlaa € (0,1) zachodzi warunek: a/® < a9®) & f(z) > g(x),
e dlaa > 1zachodzi warunek: a/® < a9®) o f(z) < g(=).
Przyktad 1

Rozwigzemy nieréwnos¢: 2970 < 16272,

Rozwigzanie




Korzystajgc z praw dziatan na potegach, nieréwnosc¢ przeksztalcamy tak, aby po obu
stronach byta taka sama podstawa, wigksza od 1:

21‘+6 < 24x78.

Poniewaz a > 1, zatem korzystajac z tego, ze funkcja wyktadnicza jest rosnaca,
rozwiazujemy nieréwnosc:

z+6 <4x — 8.

Z nierbwnosci mamy, ze © > %.

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior x € (1?4 , oo).
Wazne!

W przejSciu z nierownosci wyktadniczej do nierownosci liniowej znaku nieréwnosci nie
zmieniliSmy na przeciwny, poniewaz a > 1.

Przyktad 2

.. . . -2 22+3
Rozwigzemy nierownosc: (%)m > (2—17) o .
Rozwigzanie

Korzystajgc z praw dzialan na potegach, nieréwno$¢ przeksztalcamy tak, aby po obu
stronach byta taka sama podstawa, mniejsza od 1 i wigksza od 0:

(7= ()

Poniewaz a € (0, 1), zatem z wiasno$ci funkcji wykladniczej otrzymujemy, ze:
z—2<6x+09.

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior x € <— 15—1, oo).
Wazne!

W przejSciu z nierownosci wyktadniczej do nierownosci liniowej znak nieréwnosci
zmienili$my na przeciwny, poniewaz a € (0, 1).

Aby poprawnie rozwigza¢ niektore nierownosci wyktadnicze, nalezy rozwigzac
nierownosci kwadratowe lub wymierne.

Przyktad 3
Rozwigzemy nierownosé: 3% < 37+6,

Rozwigzanie



javascript:void(0);

Poniewaz a > 1, zatem z wlasnosci funkcji wykladniczej otrzymujemy, ze:
r? < x+6.

Nierownoscia rownowazna jest 22 — z — 6 < 0.

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior:

z € (—2,3).

Przyktad 4

z+1
Rozwigzemy nier6wnosc: (%) o

»

> 1.
Rozwigzanie

, , Al il 1\0
Korzystajgc z dziatan na potegach, otrzymujemy nierownos¢ (g) > (g) .
Poniewaz a = % € (0,1), wiec rozwigzujemy nieréwnos¢:
z+1
z—2 <0 A ZT 7£ 2.
Nieré6wnos¢ ta jest rownowazna nieréwnosci (z + 1)(z — 2) < 0.
Jejrozwiazaniem jest zbior x € (—1,2).

Przyktad 5

Rozwigzemy nieréwnosc 3% - SLl > %

Rozwigzanie

Przeksztalcamy nierownosc¢ tak, aby po obu jej stronach byly jednakowe podstawy:
3.3t >3

Z wlasnosci dziatan na potegach otrzymujemy, ze:

3204 > 3-1

Poniewaz a = 3 > 1, wigc nie zmieniamy znaku nierownosci pomiedzy wyktadnikami.
Otrzymujemy nierownos¢ 2x — 4 > —1.

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior z & <%, oo).

Przyktad 6

)m2—5w+6

Rozwigzemy nier6wnosc: (% < L



Rozwigzanie

., . ./ 1\2>—5z+6 110
Nierownos¢ przeksztatcamy do postaci (7) < (7) .
Poniewaz a = % € (0,1), zatem otrzymujemy nieréwnosc¢:
z? — 5z +6 > 0.

Pierwiastkami sg liczby 2 i 3, zas rozwigzanie to zbior liczb

z € (—00,2) U (3,00).

Nierowno$¢ wykladnicza, ktora jest postaci a* < b, gdzieb > 0:
 dlaa € (0,1) jest rbwnowazna nieréwnosci z > log, b,
 dlaa € (1, 00) jest rOwnowazna nieréwnosci z < log, b.
Przyktad 7

Rozwigzmy nierownosc¢ 3* < 5.

Rozwigzanie

Z powyzszych wlasno$ci otrzymujemy, ze < logs 5.

Zbiorem rozwigzan tej nieréwnosci jest przedziat z € (—o0,log, 5).

Czasami do rozwigzania nierownosci wyktadniczejniezbedne jest zastosowanie
pomocniczej niewiadome;j.

Przyktad 8

Rozwiazemy nierownos¢ 222 > 2% 4 12.

Rozwigzanie

Przenosimy wszystkie wyrazenia na jedna strone:

222 — 27 — 12 > 0.

Wykonujemy podstawienie. Niech t = 2* > 0.

Rozwigzujemy nieréwno$¢ kwadratowg t? —t — 12 > 0.
Rozwigzaniem tej nieréwnosci jest przedziat t € (—oo, —3) U (4, 00).

Z zalozeniat > 0, wiec t € (4, 00).




To oznacza, ze 2° € (4, 00).

Rozwigzujemy nieréwnos¢ 2% > 4, wiec x > 2.

Stownik
nieréownos¢ wyktadnicza

nierownos¢, w ktorej niewiadoma wystepuje tylko w wyktadniku



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Obejrzyj galerie zdjec interaktywnych, a nastepnie wykonaj polecenie.
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& Nierownosc wyktadniczg definiujemy |
7 jako ) =
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T a® < b, 3
- gdzie a, b sa liczbami rzeczywistymi &
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1. {audio}Mozna zapisa¢ t¢ nierownos¢ z pozostatymi znakami
nierownosci.
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Polecenie 2

Rozwigz nierdwnosci:



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Potacz w pary nierdowno$¢ z odpowiadajacym jej rozwigzaniem:

3° < & z € (3,00)

2T > § z € (—3,00)
($)" <25 z € (—2,00)
6% > 515 z € (—o0, —2)

Cwiczenie 2
Rozwiazaniem nieréwnosci 42% - 6 > 3 jest przedziat:




Cwiczenie 3 @

., , . 2z—1 _
Uporzadkuj we wtasciwej kolejnosci etapy rozwigzywania nieréwnosci (%) ’ < 32 z+3,

2z — 1> 5z — 15 s
(3" <se :
z <% s
(3= ()™ ¢
z € (~00,3) :

Cwiczenie 4
Przeciggnij wzor kazdej z nieréwnosci do odpowiedniego pola. Mozesz réwniez klikngé
w podang odpowiedz, aby rozwing¢ liste i wybra¢ odpowiednig grupe.

Nieréwnosci, ktorych rozwigzaniem jest zbior

x € (—o0, —2): EJ ‘ (%)“”*2 <16 ’

¥ <3 [(3)=9)

IA

()" 216

Nieréwnosci, ktérych rozwigzaniem jest zbior

z € (~2,00) (v2) "= (v2)

2




Cwiczenie 5
Uzupetnij tekst odpowiednimi stowami. Przeciagnij odpowiednie stowa w luki albo kliknij
w luke, aby rozwinac liste i wybra¢ prawidtowa odpowiedz.

. . ., L. . - a :
Jezeli rozwigzujemy nierownos$¢ wyktadnicza postaci a® < a¥ oraz

..............

______________

pozostaje bez zmian ’ ‘ zmieniamy na przeciwny

Cwiczenie 6
Aby rozwigzac nieréwnos¢ 9* — 10 - 3* + 9 > 0 mozna wykona¢ podstawienie:

O t=10"
O t=2°

O t=3°

Cwiczenie 7

Rozwigzania nieréwnosci gz+l _ 9z % zawierajg sie w przedziale:
z € (—oo, —4)
z € (—2,00)

z € (—1,00)

O o o g

z € (—o0,—2)



Cwiczenie 8
Uzupetnij rozwiazanie nieréwnosci 3**2 + 3% > 10.

Nierownos¢ przeksztatcamy do postaci

]-3% 137 > 10.

Zatem otrzymujemy‘ ’-3”3 > 10.

Po podzieleniu obu stron przez‘ ’ nierownos¢ jest postaci 3* > 1.

Nieréwnos¢ jest réwnowazna nieréwnosci 3% > 3, jej rozwiazaniem sa wszystkie liczby

takie, ze

, 00).

:136(‘




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie monotonicznoSci funkcji wykladniczej w rozwigzywaniu
nieréwnosci

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje monotonicznos¢ funkcji wyktadniczej do rozwigzywania nieréwnosci
wyktadniczych;

 okresla typy nierownosci wyktadniczych;

 stosuje rozne metody rozwigzywania nierownosci wyktadniczych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
 liga zadaniowa;
e burza mozgow.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw grupach;

» praca calego zespotu klasowego;
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ z materialem w sekciji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci zdobytych przed lekcja
zaproponowali cele lekcji dotyczacej ,Wykorzystania monotonicznosci funkciji
wyktadniczej w rozwigzywaniu nierownosci’.

2. Uczniowie w parach przygotowuja pytania zwigzane z tematem. Czego chcg si¢
dowiedziec¢? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informaciji zwrotnejWybrany uczen podsumowuje zajecia,



zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Wykorzystanie monotonicznosci funkcji wyktadniczej
W rozwiazywaniu nieré6wnosci”).

Materialy pomocnicze:
e Monotoniczno$¢ funkcji
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzystac ,Galerie zdje¢ interaktywnych” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jej trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach w ten sposob,
aby samodzielnie rozwigzywac nieréwnosci z zastosowaniem monotonicznosci funkcji
wyktadnicze;j.

» ,Galerie zdje¢ interaktywnych” mozna zastosowac jako powtorzenie wiadomosci
w zakresie rozwigzywania nier6wnosci wyktadniczych.

» Mozna tez wykorzystac jg na zajeciach poswieconych funkcji wyktadnicze;.
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