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Izaak Newton, jeden z najwybitniejszych
uczonych, byt cztowiekiem bardzo
zapracowanym. Podobno pewnego razu
zaprosit na obiad przyjaciela, ale zapomniat
o tym uprzedzi¢ stuzbe. Gdy gos¢ sie zjawit,
zobaczyt na stole jedno nakrycie,

a stwierdziwszy, ze Newton akurat dokonuje
obliczen, zjad! obiad i - nie chcac
przeszkadza¢ - wyszedt.

- To dziwne - rzekt uczony skonczywszy
prace. - Gdyby nie dowody rzeczowe, ktore
stoja na stole, mogtbym sadzic¢, ze nie jadlem
dzi$ obiadu ...

Newton, dzigki umiejetnosci taczenia

elementow roznych dziedzin wiedzy, Herb Isaaca Newtona
dokonal wielu prze}omowych odkryé mi@dzy Zrodto: Avalokitesvara, dostepny w internecie:

. . . . .. commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.
innymi w mechanice klasycznej, astronomii



i optyce. Byl tez genialnym matematykiem. Na jego cze$¢ nazwano symbol, ktoéry poznamy
w tym materiale.

Twoje cele

Obliczysz wartos¢ symbolu Newtona w sytuacjach kombinatorycznych.
Udowodnisz niektore wiasnosci symbolu Newtona.

Wyznaczysz wspotczynniki liczbowe rozwiniecia potegi dwumianu.

Zastosujesz symbol Newtona w dowodzeniu twierdzen z teorii liczb.



Przeczytaj

Definicja: symbol Newtona (definicja funkcyjna)

Symbolem Newtona (wspotczynnikiem dwumianowym, dwumiennym) Newtona
nazywamy funkcje dwoch argumentéw naturalnych k, n okreslong wzorem

n n!
k)~ Fm—R)!
n

Symbol ( k) czytamy: n nad k lub n po k.

gdzie 0 < k < n.

Wartos¢ symbolu Newtona mozna obliczy¢ w uproszczony sposob:
n\  n(n-1)..(n—k+1)
L]~ 123k
n

Symbol ( k) jako pierwszy wprowadzit fizyk

i matematyk austriacki Andreas von
Ettingshausen, najbardziej znany z tego, ze
zaprojektowal maszyne elektromagnetycznag,
ktora wykorzystywata indukcje elektryczna
do wytwarzania energii.

Podstawowe wlasnosci symbolu Newtona
wynikaja bezposrednio z definiciji.

(6)= ()=

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,

ny n Andreas Freiherr von Ettingshausen, 1796 - 1878
n
domena publiczna.

Przyktad 1

Zapoznaj sie z filmem, ktory przyblizy Ci sposoby obliczania wartoSci symbolu Newtona.




Trwa wczytywanie danych.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DBCdsmvsn

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy symbolu Newtona.

Symbol Newtona wystepuje w wielu dziedzinach matematyki - algebrze, teorii ciggow,

prawdopodobienstwie, statystyce. W tym materiale pokazemy tylko niektore jego

zastosowania.

Przyktad 2

Niech p bedzie liczba pierwszg. Wykazemy, ze liczba p dzieli kazdg liczbe (i) dlak =1,
2,..,p— 1L

by p!
() wie

<p> 0= (p—2)-e(p—h+1)

L 123k
W liczniku utamka jednym z czynnikow jest p. W mianowniku wystepuja liczby mniejsze
od p, ktore nie s3 dzielnikami p (za wyjatkiem liczby 1), gdyz liczba p jest liczba pierwsza.

. p
Liczb
iczba (k

liczba p dzieli (

) jest catkowita, zatem w jej rozkladzie na czynniki pierwsze wystepuje p. Czyli

p

k> , co nalezato wykazac.

Symbol Newtona rowny jest liczbie wszystkich k-elementowych kombinacji bez powtorzen

zbioru n-elementowego (nieuporzagdkowanego). W nomenklaturze kombinatorycznej

wspotezynnik ten z reguty oznacza sie CF.
Przyktad 3
Obliczymy, ile jest sposobow wyboru 2 sposérod 4 elementéw: {A, B, C, D}.

Wypisujemy wszystkie mozliwosci:


https://zpe.gov.pl/a/DBCdsmvsn

{A, B}, {A, C},{A, D}, {B, C},{B, D},{C, D}.Jestich 6.

Wyznaczmy teraz te mozliwosci, korzystajac z symbolu Newtona.

4 ! .
(5) = =5t =

OtrzymaliSmy ten samy wynik. Zatem jest 6 mozliwosci wyboru 2 sposrod 4 elementow.
Przyktad 4

Gra w Lotto polega na wytypowaniu wynikow losowania 6 sposrod 49 liczb.

Obliczymy ile jest mozliwych wynikow z trafiong ,pigtka”

Aby trafi¢ ,piatke” nalezy wybrac piec liczb sposrod szeSciu, ktore zostang wylosowane
i jedng liczbe sposrod pozostatych.

@ | (491_6) =0 <413> = 6-43 = 258

Jest zatem 258 mozliwych wynikow z trafiong ,,piatkq”.
Przyktad 5

Za pomocg symbolu Newtona okres$lane s3 liczby Catalana, nazwane tak na czes¢
belgijskiego matematyka Eugene Catalana. Liczby te mozna wyznaczy¢, korzystajac ze
WZoru:

2n
1

Liczby Catalana majg liczne zastosowania kombinatoryczne, na przyktad do okreslania
liczby podziatow wielokata na trojkaty.

Obliczymy szosta liczbe w ciggu liczb Catalana.
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Poczatkowe liczby Catalana:
1,1,2,5,14,42,132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, . . .

Symbol Newtona zwigzany jest ze wzorem dwumiennym (dwumianowym) Newtona (jako
wspotczynnik w k-tym wyrazie rozwiniecia n-tej potegi dwu skladnikéw - stagd nazwa -
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wspotczynnik dwumienny).

Szczegolne przypadki twierdzenia dwumianowego znane byty juz za czasow Euklidesa.
Uogolnienie twierdzenia przypisuje si¢ 1zaakowi Newtonowi.

Zgodnie z twierdzeniem dwumianowym potege (z + y)" mozna zapisa¢ jako sume
jednomianéw postaci az®y. Wspolezynniki a przy jednomianach to symbole Newtona,
suma liczb ki t jest rbwna n.

Twierdzenie: Wzér dwumianowy Newtona

(x+y)" = K "y + " o iyl + " " 224
0 1 2
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W szczegolnosci podstawiajac z = 1, y = 1 otrzymujemy:

o=z (o) (1) 02) < ()

Przyktad 6

Wykazemy, ze

(6) - () () - ()i (1) o () =

Do wzoru dwumianowego Newtona podstawiamyz = 1,y = —1.

- =(5) - (1) + (5) - (5) =
S I P RYC VN

Czyli

o=(2) - (1) + (5) - (5) v () e ()
Przyktad 7

Wyznaczymy wspotezynniki liczbowe rozwiniecia potegi (1 4 z)°.

(1+z)° = (g)-w0+<i>-m1+<2)-$2+(2)-m3+




5Y 4 (9. s
+(5) e (7)o
(1+2)® =14 5z + 1022 4 1023 + 5z* + z°

Odpowiedz:

Wspotczynniki liczbowe to: 1, 5, 10, 10, 5, 1.

Stownik
symbol Newtona

symbolem Newtona (wspotczynnikiem dwumianowym, dwumiennym)
Newtona nazywamy funkcje dwoch argumentéw naturalnych k, n okre$lona wzorem

n n!
k]~ Hmk)!

gdzie0 <k <n



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie podstawowymi wtasnosciami symbolu Newtona przedstawionymi w animacji,
starajac sie najpierw samodzielnie rozwigzac¢ przedstawione tam problemy.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCmHphw3C

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy wlasnosci symbolu Newtona.

Polecenie 2

k k-1 k

1
Wykaz, ze (n * > = ( n ) + (n) dla liczb naturalnych 0 < k < n.


https://zpe.gov.pl/a/DCmHphw3C

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. W rozwinieciu potegi (:L' + y)7 wspotczynnik liczbowy a
jednomianu az3y* jest réwny:

O 35
O 28
O 7

O 21

Cwiczenie 2 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. W rozwinieciu potegi (z + y)8 liczba 70 jest wspotczynnikiem
liczbowym jednomianu:

o O O O




Cwiczenie 3

Potacz w pary rowne liczby.
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Cwiczenie 4

Uzupetnij sume algebraiczng, wpisujgc odpowiednie liczby naturalne.

(z + y)6 =20 + 6:135y+‘ ’-x4y2—|— ‘ ’-w3y3+‘

-m2y4+‘ ’-my5 +yﬁ

Cwiczenie 5

Przeciagnij takie wyrazenie, aby uzyska¢ rownos¢ prawdziwa.

ORI A EY O




Cwiczenie 6
Zaznacz, czy dana rownosc jest prawdziwa, czy fatszywa.

Réwnos¢ Réwnos¢ prawdziwa Réwnos¢ fatszywa
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e e
(1)=%(2)) O O
® ®

Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze

n n—1
k- —n. ,
gdzie n, k to liczby naturalne takie, ze 0 < k < n.

Cwiczenie 8 @

Niech k, n beda liczbami naturalnymi wiekszymi od 1, liczba p = 2k — 1 niech bedzie liczba
pierwsza.

n

Wykaz, ze jezeli liczba A = (2

k
) — (2) jest podzielna przez p, to jest podzielna przez p?.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przydatny symbol Newtona

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3 a" — b".

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) stosuje podstawowe wilasnosci trojkata Pascala oraz nastepujace wiasnosci

wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): <g =1, 1;) =n, (ni 1) =n,
(1) = (20 () () = ()
k n—k k E+1 E+1
3) korzysta ze wzorow na: a® + b3, (a + b)" i (a — b)".
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

« kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza warto$¢ symbolu Newtona w sytuacjach kombinatorycznych,
» udowadnia niektore wiasnosci symbolu Newtona,



e wyznacza wspotczynniki liczbowe rozwiniecia potegi dwumianu,
 stosuje symbol Newtona w dowodzeniu twierdzen z teorii liczb.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e papierowa wstega,
e bezludna wyspa.

Formy pracy:

e pracaw grupach,
» praca calego zespotu klasowego,
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer,
o dlugie papierowe paski.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie, pracujac w parach metoda papierowejwstegi, powtarzajg wiadomosci na
temat symbolu Newtona (z kartonu wycinajg dlugi pasek - moze by¢ skrecony - i na
tym pasku na przemian zapisujg pozyskane wczesniejinformacje na temat symbolu
Newtona).

2. Po skonczonej pracy wymienia si¢ wstegami z sgsiadami z innej tawki. Odczytuja
zapisane na wstedze sgsiadow wiadomosci, ewentualnie dopisujg to, czego tam nie ma
i wstege podaja dalej. W ten sposob wszystkie pary uczniow przypomng sobie pozadane
wiadomosci.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w matych grupach (3-4 osobowych) metodg bezludnejwyspy -
uczniowie wyobrazajg sobie, ze wylagdowali na bezludnejwyspie, wiec musza sami sobie
radzi¢. Ich zadaniem jest rozwigzanie wszystkich ¢wiczen interaktywnych
w okreslonym czasie (np. zanim na wyspie zapadnie noc).

2. Sa na wyspie sami, wiec nie wolno im zwracac¢ si¢ do nikogo o pomoc. Maja tylko do
dyspozycji materiat z sekcji ,Przeczytaj’ i ,Animacja”. Nie wolno przy tym, przed



rozwigzaniem zadania, sprawdza¢ odpowiedzi. Kazde zle rozwigzane zadanie to
dodatkowa doba na wyspie (czyli rozwigzanie w domu dodatkowych zadan). Grupa,
ktora jako pierwsza bezbtednie rozwigze wszystkie ¢wiczenia, odptywa z wyspy (czyli
otrzymuje stopien bardzo dobry).

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Liderzy grup opowiadaja o sposobach pracy grup, napotkanych trudnos$ciach, dobrych
pomystach.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par. Wyjasnia watpliwosci.

Praca domowa:

Grupy, ktore nie rozwigzaly poprawnie ktoregos z ¢wiczen interaktywnych, majg za
zadanie utozenie 2 zadan podobnego typu i zapisanie co najmniej 2 sposobow ich
rozwigzania.

Materialy pomocnicze:

e Symbol Newtona
o WiasnosSci symbolu Newtona

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzysta¢, wprowadzajgc pojecie symbolu Newtona lub na zajeciach
poswieconych witasnosciom symbolu Newtona.


https://epodreczniki.pl/b/symbol-newtona/PSkTSzxIo
https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/D19AUYd7S

