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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Uczniowie rozpoczynajacy przygode z matematyka nabywajg czesto przeswiadczenie, ze
najwazniejsze w matematyce jest liczenie. Mamy obliczy¢ wartos¢ jakiego$ wyrazenia,
obliczy¢ pole figury geometrycznej, wyznaczy¢ predkos¢ jazdy pociggu w zadaniu
tekstowym.

Tak naprawde jednak matematyka to nauka o przeprowadzaniu rozumowania. Rozw¢j
matematyki to definiowanie nowych poje¢, stawianie hipotez odnosnie ich wtasnosci,
a nastepnie wykazywanie ich prawdziwosci lub ich obalanie.

Dlatego w arkuszach maturalnych pojawiaja si¢ zadania na dowodzenie, przeprowadzenie
rozumowania, uzasadnienie podanej tezy.

Twoje cele

» Udowodnisz tozsamosci, w ktorych zapisie wystepuja utamki algebraiczne.
e Udowodnisz prawdziwo$¢ pewnych nierownosci za pomocg ulamkow
algebraicznych i wzoréw skroconego mnozenia.

» Przeanalizujesz przyklady dotyczace zastosowan wyrazen wymiernych.



Przeczytaj

Podczas dowodzenia tozsamosci z wykorzystaniem wyrazen wymiernych, trzeba zwrocic
uwage na dziedzine takiego wyrazenia. Wiadomo, ze wyrazenie wymierne jest zapisane

w postaci ilorazu dwoch wielomianow, dlatego nalezy pamietac, ze miejsca zerowe
wielomianu wystepujagcego w mianowniku nie naleza do dziedziny (nie wolno dzieli¢ przez
zero). Z tego powodu w poleceniach bedg pojawiac sie stwierdzenia wplywajgce na
dziedzine danego wyrazenia. Na przyklad: liczby wsytepujace w mianowniku sg parami
rozne lub wyrazenie % jest liczba dodatnig.

Waznym narzedziem podczas rozwigzywania tego typu zadan beda wzory skroconego
mnozenia oraz znajomos¢ zasad wykonywania dziatan na utamkach.

Przyktad 1

Udowodnijmy, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b i ¢ sg parami rézne, to prawdziwa jest
rownosc

1 1 1 _ (1 1 1 \2
(a—b)* T (b—c)® + (c—a)® (a—b + b—c + c—a) :
Dowod

e Zacznijmy przeksztalca¢ prawa strone rownosci, stosujgc wzor skroconego
mnozenia na kwadrat sumy trzech wyrazen.
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o Obliczmy teraz sume trzech ostatnich utamkow, sprowadzajac je do wspolnego
mianownika.

5 5 2 _
@ B)—a T Goc=a) T T=aj(a=b) —

_ 2c—2a 2a—2b 2b—2¢ _
= @W-oa) T @bhb-ala T @hlb-—cea)

_ 2c—2a+2a—2b+2b—2c __ 0
- (a—b)(b—c)(c—a) -

e Zatem

N 1 1 _ 1.
O =t t oo o 70



javascript:void(0);

o WykazaliSmy, ze prawa strona rownosci jest rowna lewej, wiec tozsamos¢ zostata
udowodniona. Przy podanych zatozeniach wszystkie dziatania byly mozliwe do
wykonania.

Przyktad 2
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Wykazemy, ze jezeli liczby x, y sg rozne od zera i o T jest liczbg catkowitg, to rowniez
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e Zauwazmy, ze
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» Podnie$Smy obustronnie do kwadratu ostatnig rownosc.
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co jest liczbg catkowita, poniewaz z zatozenia a € Z.



Ciekawostka

Uzywajgc wzorow skroconego mnozenia, mozna uogolni¢ ostatni przyklad i wykazac, ze
jezeli % + % jest liczba catkowitg, to rowniez dla kazdejliczby catkowitej dodatniejn

wartos¢ wyrazenia ;—Z + g—’; jest liczba catkowitg.

Przyktad 3

Wykazemy, ze jezeli dla liczb rzeczywistych z, y, z roznych od 0 zachodzi rownos$¢
TtetItEi+ i+ L=-2

to

(z +y)(y+2)(z +2) = 0.

Dowod

o Sprowadzmy utamki po lewej stronie pierwszejrownosci do wspolnego mianownika
i obliczmy ich sume.

2zt ety + 2ty taty _9
TYz _

e Mozemy pomnozy¢ wyrazenie obustronnie przez zyz, a nastepnie przeniesc¢
wszystko na lewg strone.

zx? + y2z + a:y2 + 22z + yz2 + a:2y = —2xyz
22+ Pz +ay + P+ ylt + 2Py +22yz=0

o UzyskaliSmy zapis, w ktorym po prawej stronie - podobnie jak w tezie - znajduje si¢ 0
Sprobujmy tak pogrupowac wyrazy po lewej stronie, aby mozliwe bylo wylaczenie
przed nawias czynnika (z + y).
(zm2 + a:yz) + (xyz + y2z) + (a:y2 + az2y) + (z2ac + yz2) =0
zz(z+y) +yz(z +y) taylz+y) +22(z+y) =0
(z+y)(2z+yz+ay+2*) =0

o Wyrazenia w drugim nawiasie latwo pogrupowac tak, by uzyskac teze.
(+9)((yz+2%) + (22 +2y)) =0

(z+y)(2(y+2)+z(z+y) =0



(z+y)(y+2)(z+2) = 0.

Przyktad 4
Wykazemy, ze jezeli dla liczb rzeczywistych z, y, z roznych od 0 zachodzi rownos¢
T Y Y z z T __
34‘?4‘;4—5“'?4—;——2,
to prawdziwa jest rOwniez roOwniez rOwnos¢
3 y3 3 3 $3

3
St totE+5+5=-2

Dowéd

o Zatozenia w przykladzie 3 i 4 sie pokrywajg. Wiemy zatem, ze zachodzi teza
wykazana w przykladzie 3, ktory potraktujemy jako lemat.

o Wiemy, ze prawdziwa jest rownos¢
(z +y)(y +2)(2 +z) = 0.

e Oznacza to, ze przynajmniejjeden z nawiasow w powyzszym iloczynie przyjmuje
wartosc¢ 0, czyli wsrod liczb z, y, z jest para liczb przeciwnych. Bez straty ogolnosci
mozemy przyjac¢, ze liczbami przeciwnymi s3 z i z. Przeksztat¢my lewg strone tezy

wykorzystujac podstawienie z = —z. Zauwazmy, ze 25 = —2°.
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Ciekawostka

Zauwazmy, ze ostatni przyklad mozna uogolnic¢, podstawiajgc w wyktadnikach potegi
dowolng liczbe naturalng nieparzystg w miejsce 3. Dowod bedzie wygladac¢ podobnie.

Przyktad 5

Wykazemy, ze dla parami roznych liczb dodatnich z, y i 2z zachodzi rownos¢

r-y

— r—z + Yy—z
VEai | VarVE | ViR

Dowéd

o W dowodzie tozsamosci wykorzystamy wzor skroconego mnozenia na roznice
kwadratow, zapisujac licznik kazdego z utamkoéw w postaci iloczynu.

e Zacznijmy od lewej strony rownosci.
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o W podobny sposob przeksztatlcimy prawa strone.
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« Zauwazmy, ze (i) = (%) co oznacza, ze analizowana tozsamo$¢ jest prawdziwa.

(VErvD) (Va-v3)

Stownik
podstawowe wzory skréconego mnozenia (kwadraty i szesciany)

o kwadrat sumy:
(a +b)® = a® + 2ab + b?
(a+b+c)’ =a®+ b+ + 2ab+ 2be + 2ca

e kwadrat roznicy:
(a —b)® = a® — 2ab + b?

e roznica kwadratéw:
a’ — b = (a+b)(a—0)

e szeScian sumy:
(a +b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b°

 szeScian roznicy:
(a —b)* = a® — 3a%b + 3ab® — b°

e suma szesScianow:
a®+ b = (a+b)(a® — ab + b°)

e roznica szes$cianow:
ad — b = (a — b)(a® + ab + b?)




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z zaprezentowanymi w animacji metodami dowodzenia nieréwnosci
z zastosowaniem utamkéw algebraicznych.

Zauwaz, ze wszystkie dowody opierajg sie na odpowiednim uzyciu wzoréw skréconego

mnozenia i wtasnosci, ktéra méwi, ze kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DniyVxmNw

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcejzadan na dowodzenie z zastosowaniem
wyrazen wymiernych.

Polecenie 2

Udowodnij, ze jezeli z, y, z sa liczbami rzeczywistymi dodatnimi takimi,zex +y + z =1, to
zachodzi nieréwnosc¢

To zadanie moze Ci sprawic troche trudnosci.

Sprobuj najpierw rozwigzac je samodzielnie.

Jesli Ci sie nie uda, sprébuj kolejno uzy¢ podanych pod poleceniem podpowiedzi.

Na koncu zamieszczone jest petne rozwigzanie. Mozliwe, ze Twoje rozwigzanie bedzie inne,

zadania matematyczne bardzo czesto mozna rozwigzac¢ réznymi sposobami.


https://zpe.gov.pl/a/DniyVxmNw

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Wykaz, ze jesli 5zy + 2x2 = 10zy + 2512 oraz 2z # —by, to warto$¢ wyrazenia ;iigz jest
stata.
Oblicz, ile wynosi wartos¢ tego wyrazenia. Zaznacz poprawng odpowiedz.
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Cwiczenie 2 ®

Dane s3 liczby dodatnie a, b, ¢, d.
Ocen prawdziwosé ponizszego zdania. Zaznacz poprawng odpowiedz.

sali @ C a _
Jezellg_ 7 toy =

() Fatsz

() Prawda



Cwiczenie 3

Wykaz, ze jesli liczby z, y s3 rézne od zera i 1222y — 4a® = —zy? + 3y° oraz = # 3y,

to wyrazenie g‘;—:g moze przyjac jedng z dwoch mozliwych wartosci.

Wyznacz te wartosci, a nastepnie zaznacz poprawne odpowiedzi.
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Cwiczenie 4
2
ab+1°

Ustaw kolejne kroki rozwigzania we wtasciwej kolejnosci. Ztap element i przesun go w gore
lub w dét.

Dane s3 liczby a, b € (0; 1). Udowodnij, ze zachodzi nier6wno$¢: a21+1 + b2£r1 <

Upro$émy wyrazy podobne w liczniku:

2a2b%—ab® —a*b+a2+b*—2ab >0 =
(a®+1)(b%+1)(ab+1) =Y
Mozemy zatem zapisac nierownos¢ w postaci
(a—b)*(1—ab) >0 a
(a®+1)(0?+1)(ab+1) — ™
Po przemnozeniu wyrazen w licznikach uzyskamy
ab®+b?+ab+1 + a’b+a’+ab+1 2a%6°4+2a%4+2b%4+2 =
(a®4+1)(b*+1)(ab+1) (a*+1)(B>+1)(ab+1) — (a®+1)(B*+1)(ab+1)
PrzenieSmy wszystkie wyrazy na jedng strone i sprowadzmy do wspolnego
mianownika: =
2a2b%+2a2 4202 +2—ab’ b2 —ab—1—a3b—a’—ab—1 >0
(a®+1)(b%+1)(ab+1) = Y
Zauwazmy, ze
2a%b% — ab® — a®b = —ab(a — b)*ia® + b? — 2ab = (a — b)?, .
czyli -
2a%b% — ab® — a®b+ a® + b? — 2ab = (a — b)*(1 — ab).
Przeksztat¢my nieréwnos$¢ rownowaznie, sprowadzajgc wszystkie utamki do
wspolnego mianownika: a
(b>+1) (ab+1) (a®+1)(ab+1) 2(a’+1) (b*+1)
(a®+1)(b*+1)(ab+1) + (a®+1)(B>+1)(ab+1) — (a®+1)(B*+1)(ab+1)
Uzyskana nieréwnos¢ jest zawsze prawdziwa dla a, b € (0;1), bo
(
(a—b)?%>0
1—ab>0 R
qa?+1>1 v
¥+1>1
\ab +1>1




Cwiczenie 5

Wykonaj ponizsze polecenie, a nastepnie uzupetnij luke, wpisujgc poprawng wartosc

Wykai iejeéli x+y+z=0o0razz # 0,y # 0, z # 0, to warto$¢ wyrazenia
+ y —|— Jest stata i Wyn05|‘ ’

Cwiczenie 6

- C . .. (a+b)’ .
Dla jakich zatozen nierownos¢ (aab) > 4 jest zawsze prawdziwa? Zaznacz poprawng
odpowiedz.

a € (0;00)
U {b € (0; 0)

u bE(oolO

O
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Cwiczenie 7
Dane s3 rozne od zera liczby rzeczywiste a, b, c. Wykonaj ponizsze polecenie, a nastepnie

uzupetnij luke, wpisujgc poprawng wartosc.

Wykaz, ze wartos¢ wyrazenia (1 + 3 + %)2 + (1 + % + %)2 + (1 + % + %)2—|—
_(% + % + %)2 — (% + 5+ %)2jest sta’raiwynosi‘




Cwiczenie 8 @

Wykonaj ponizsze polecenie, a nastepnie uzupetnij luke, wpisujgc poprawng wartosc.

Udowodnij, ze utamek

1
(z—1)(z—2)(z—3)

mozna jednoznacznie przedstawic¢ jako sume utamkéw

A B C
rz—1’ x—2 oraz r—3

dla pewnych catkowitych wartosci A, B, C.

o Wskaz te wartosci:

oy
I




Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zadania na dowodzenie z zastosowaniem wyrazen wymiernych
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» dowodzi z pomocg utamkow algebraicznych i wzoréow skroconego mnozenia
prawdziwos¢ pewnych nieréwnosci,
e napodstawie poznanych przykladow przeprowadza wlasne rozumowania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow,
» rosnace plakaty,
« stoliki eksperckie.



Formy pracy:

e pracaw grupach,
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,
o arkusze papieru, pisaki.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel prosi wybranych trzech uczniow (uczniowie ci beda petnili role ekspertéw na
lekcji) o zapoznanie sie¢ w domu z animacjg oraz z materiatem z sekcji ,,Przeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Uczniowie pracujg w grupach metodg rosnacych plakatow. Najpierw za pomoca burzy
mozgow przypominaja sobie wszystko, co wiedzg na temat twierdzen (budowa, rodzaje
dowodow, przyktady), a nastepnie przedstawiajg graficznie uzyskane wiadomosci.
Powstatly plakat uzupeinia w koncowej czesci zaje¢ o nowo uzyskane informacje. W ten
sposob plakat ,rozrosnie si¢”.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w 3 grupach pod kierunkiem ekspertow. Zapoznajg si¢ z animacja
przedstawiajacq sposob dowodzenia nierownosci. Zwracajg uwage na zastosowanie
wzorow skroconego mnozenia i wykorzystanie przyjetych zatozen.

2. Trzech ekspertow siedzi przy osobnych stolikach, pracuje ze swoimi grupami.
Wskazany przez eksperta uczen losuje numer przykladu z czeSci ,Przeczytaj” i probuje
je rozwigzac, objasniajgc przy tym na glos wykonywane czynnosci. Pozostali cztonkowie
grupy moga mu podsuwac pomysty na rozwigzanie. Jesli w okreslonym czasie grupa nie
upora si¢ z zadaniem, moze poprosi¢ o pomoc eksperta.

3. Kolejnym elementem wspolnej pracy jest wzbogacenie rosnacych plakatow
o wiadomosci zdobyte w czasie zajec.

4. Na koniec grupy rywalizujg rozwigzujgc ¢wiczenia interaktywne; wygrywa grupa, ktora
w okreslonym przez nauczyciela czasie rozwigze bezblednie jak najwiecej cwiczen.

Faza podsumowujaca:

1. Liderzy omawiaja prace swoich grup, wskazuja na trudnosci, prezentuja wykonane
plakaty.



2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec
i zdobyte wiadomosci.
3. Nauczyciel ocenia prace uczniow - wskazuje na mocne i stabe strony.

Praca domowa:
Nauczyciel poleca uczniom wykonac polecenia powigzane z animacja.
Materialy pomocnicze:
o Wyrazenia wymierne
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze postuzy¢ jako material powtorzeniowy przed sprawdzianem. Mozna
rowniez wykorzysta¢ animacje w realizacji lekcji ,Nierownosci wymierne”.
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