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Wydawac by sie mogto, ze obecnie znajomos$c¢ obliczen logarytmicznych ma duzo mniejsze
znaczenie niz 100 lat temu. Jednak okazuje si¢, ze w wielu przypadkach stosowanie
logarytmow jest bardzo przydatne, chocby przy interpretacii graficznej duzejliczby danych.
Wiadomo, ze wybor odpowiedniej skali do przedstawiania danych na wykresie jest bardzo
wazny. Wybor ztej skali moze uniemozliwi¢ porownywanie danych, szczegodlnie tych,
charakteryzujgcych sie duzg rozpietoscig wartosci. W takim przypadku korzystanie ze skali
liniowej jest mato efektywne, gdyz osie liczbowe musiatyby by¢ bardzo dtugie, aby
zaznaczy¢ na nich wszystkie dane. Warto wtedy zastosowac skale logarytmiczna. Z takiej
skali korzystano na przyktad w 2020 r. w czasie epidemii COVID-19, aby porownac stopien
zainfekowania koronawirusem w danym kraju.

W tym materiale utrwalimy i rozwiniemy umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem wzorow
utatwiajgcych obliczenia logarytmiczne. Udowodnimy tez nastepny wzor, pomocny

w przeksztalcaniu wyrazen zawierajacych logarytmy. Niektore z prezentowanych
zastosowan beda prowadzily do rozwigzania prostych réwnan, badZ nieréwnosci
logarytmicznych. Tych umiejetnoSci nie ma zapisanych w treSciach podstawy
programowej, ale s3 one konieczne do pozniejszych obliczen zwigzanych z wykorzystaniem
logarytméw w innych dziedzinach wiedzy.

Twoje cele



Przeksztalcisz wyrazenia arytmetyczne zawierajace logarytmy.

Zapiszesz w prostszej postaci wyrazenia algebraiczne, korzystajac z poznanych
wzorow logarytmicznych.

Przeprowadzisz proste rozumowania, prowadzace do udowodnienia zaleznoS$ci
logarytmicznych, podasz argumenty uzasadniajgce poprawnos¢ tych rozumowan.
Zbudujesz model matematyczny problemu, uwzgledniajac konieczne zatozenia

i zastrzezenia.



Przeczytaj

Przypomnimy teraz podstawowe wzory logarytmiczne, z ktorych bedziemy korzystac.

Podstawowe zatozenia

a>0,a#1,b>0b#1,z>0y>0,peR

Nazwa wzoru

logarytm iloczynu
logarytm ilorazu
logarytm potegi
logarytm pierwiastka

zmiana podstawy logarytmu

Wzor
log,(zy) = log, = + log, y
log, (%) = log, z — log, y

log, ¥ =plog, x

log, ¢/z = Llog, z,gdyn >1in €N
log,
log, b

log, x =

Analizujgc przyklady zamieszczone w tym materiale, staraj si¢ znalez¢ jeszcze inne, prostsze

sposoby rozwigzania postawionych probleméw, niz podane ponize;j.

Przeksztalcajgc wyrazenia logarytmiczne, w Przykladzie 1 pokazemy zastosowanie wzoru na
logarytm potegi, zmiane podstawy logarytmu i logarytm iloczynu.

Przyktad 1

Krok 1

Krok 2

logg2 logg 2

logg 16= logg 2* = 41og; 2.

Wiedzac, ze log, 2 = k, obliczymy logg 16. Zauwazmy, ze logarytmy zapisane w tresci
zadania majg rozne podstawy. Mozemy wiec sprobowac oba logarytmy sprowadzi¢ do tej
samej podstawy, przeksztalca¢ oba logarytmy lub jeden z nich.

Wybralismy jeden z klasycznych sposobow, przeksztatcania obu logarytmow, moze nie
najefektywniejszy, ale czesto wykorzystywany.

Zapisujemy logg 16 w takiej postaci, aby liczba logarytmowana byla jak najmniejsza:

Teraz zapiszemy log;, 2 za pomocg logg 2:

logg 2

log, 2 =

logg2
1+logg2 k

logg12 = logg 6-+logg 2

Poniewaz log;, 2 = k, zatem

- 1+logg 2 *



Krok 3
Z otrzymanej réwnos$ci wyznaczamy logg 2:

logg 2 = k(1 + logg 2)
logs 2(1 — k) = k.

Krok 4
Zapisujemy logg 16 za pomocq liczby k:

logg 16 = 4logg 2 = 14Tkk'

Odpowiedz:
4k
10g6 16 = 1%

Wzory na logarytm iloczynu lub logarytm ilorazu czesto stosowane sg w zwiazku
z zagadnieniami dotyczgcymi ciggoéw liczbowych. Oto przykiad prostego zadania tego typu.

Przyktad 2

Liczby log 2, log 27, log 4 s3 kolejnymi wyrazami ciaggu arytmetycznego. Znajdziemy liczbe
x. Wiemy, ze w ciggu arytmetycznym wyraz Srodkowy jest Srednig arytmetyczna
wyrazow skrajnych.

Stad:
__ log2+log4
log 2® = 225252

Ze wzoru na logarytm iloczynu oraz ze wzoru na logarytm potegi otrzymujemy:
2log2* =log8
log 2%* = log$8.

Czyli:
22x — 23
Tr =

oo

Odpowiedz:

Szukana liczba jest rtowna z = 5.

Przed nami trzy zadania ,na dowodzenie”, bazujace na przeksztalceniach logarytmicznych.
Przyktad 3

Wykazemy, ze istnieja doktadnie dwie liczby spetniajace warunek z! 187 = 1072,

Z rébwnosci zapisanej w zadaniu wynika, ze poszukujemy dwoéch liczb dodatnich (z > 0) .




Logarytmujemy obie strony rozwazanej rownosci przy podstawie 10:
log (:clflogm) =log 10 2.

Korzystamy ze wzoru na logarytm potegi:
(1 —logx)logz = —2log 10

Wykonujemy wskazane dzialania, porzadkujemy wyrazy, otrzymujemy rownanie
kwadratowe:

logz — log? x = —2

log?z —logz — 2 =0.

Podstawiamy ¢ = log .

Stad:
t?—t—-2=0.
Wyznaczamy A:

A=1+8=9>0.

Rownanie ma dwa pierwiastki, ktoére wyznaczamy:
tl =—1i t2 = 2.

Zatem:
logxy = —1,czylix; = 1—10 >0
log xy = 2, czyli o = 100 > 0.

Obie znalezione liczby s3 dodatnie, zatem spetniajg warunki zadania.

1-logx

WykazaliSmy wiec, ze istniejg dwie liczby speiniajagce warunek z = 1072, co konczy

dowod.

Przyktad 4

Wykazemy, ze iloczyn pierwiastkow rownania log, - logy * = 3logg « + 4 jest liczba
naturalng.

Z definicji logarytmu wynika, ze liczba logarytmowana musi by¢ dodatnia, zatem musi by¢
spetniony warunek z > 0.

Logarytmy zapisane w rOwnaniu maja réozne podstawy. Zatem dla utatwienia obliczen,
zapiszemy kazdy z logarytmow za pomocg logarytmu o podstawie 2 — skorzystamy ze

wzoru na zmiang¢ podstawy logarytmu:
log, = 1

logyz = ;7 = glogy @
_ logyz 1
logg x = g5 — 5 log, .

Rozwazane réwnanie ma teraz postac:
1 2 _
5 (logy )" = logy = + 4.


javascript:void(0);

Zapisujemy rownanie tak, aby po prawej stronie znaku roéwnosci znalazta sie liczba 0:
5 (log, z)? —logyz —4=0

Otrzymujemy rownanie kwadratowe. Aby je rozwiazac¢, oznaczamy: log, = ¢.
142 —
st°—t—4=0

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:
A=1+44-1.4=9>0
t1 = -2t =4

Stad
log, x; = —2,czyliz; = % >0
logy o =4, czylizy =16 > 0

Obie znalezione liczby sa dodatnie, zatem spetniajg warunki zadania. Znajdujemy iloczyn
pierwiastkow rownania: % -16 = 4 € N, co nalezato wykazac.

Przyktad 5

Wykazemy, ze jeslia > 0,b > 0,2 > 0,a #1,b# 1,ab# 1to % = logab(%).

Przeksztalcamy lewa strong rozwazanego wyrazenia, zapisujac kazdy z logarytmow za

1 ] logz  logz
. . . _ log,r—log, _  loga logh
pomoc3 logarytmu dziesietnego: L = Tog zTlog . — it e

loga ' logb

Sprowadzamy utamki do wspolnego mianownika:
log z-log b—log z-log a

L . loga-logb
—  logz-logb+logz-loga *
log a-logb

Dzielimy i skracamy:
I — log x-log b—log z-log a
— logz-logb+logx-loga *

W liczniku i mianowniku wylaczamy wspolny czynnik przed nawias i skracamy:
I — logz(logb—loga)  logb—loga
~ logz(logb+loga) — logb+loga *

Zapisujemy licznik i mianownik utamka w postaci logarytmu jednomianu (ze wzoru
odpowiednio na logarytm ilorazu i logarytm iloczynu):
log (%)

L= log(ab) *

Kazdy z logarytmow zapisujemy za pomocg logarytmu o podstawie ab, dzielimy

i skracamy:
ot () b ,,
[ = i logyy(¢)  log, 10 _ loga(z) 1
 loggpab T log,, 10 log,,ab 1 1

log,p 10

L= logab(%) = P.



Lewa strona rownosci rowna si¢ prawej stronie, co nalezato wykazac.

Uwaga
Rozwigz zadanie przedstawione w Przyktadzie 5, sprowadzajac od razu lewa strone
rownos$ci do logarytmoéw o podstawie ab. Porownaj oba rozwigzania.

Stownik

wzOr na zmiane podstawy logarytmu

log, c
log, b

jezelia > 0,a #1,b>0,b# 1lic > 0,tolog, c =



Film samouczek

Polecenie 1

Obejrzyj film samouczek. Staraj sie najpierw samodzielnie wykonac¢ zadania, a dopiero
nastepnie poréwnaj z prezentowanym rozwigzaniem.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCIJELeUG

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcego przeksztalcania wyrazen zawierajgcych
logarytmy.

Polecenie 2

Wykaz, ze liczba log, 24 jest niewymierna.


https://zpe.gov.pl/a/DCJJELeUG

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wiadomo, zea > 0,a # 1,z > 0, # 1. Liczba M = log z - jest réwna:

log,

O 0
O 1
O a

O -1

Cwiczenie 2

Zaznacz, ile istnieje takich liczb x, ze 13773 = 15% 3.
O 2
() Nieskonczenie wiele.
O 0

O 1




Cwiczenie 3

Wiedzac, ze 3 = 8, wskaz kazda rownos¢ prawdziwa.

(] zlogy,3=1+logy4
(] 3—1logy3* =0
(] logy24 — (z+1)logy 3 =0

(] zlogy3 =2log,4

Cwiczenie 4

Poréwnaj liczby, przeciagajac odpowiedni znak.

2log, 2 | log, 4

logz ()| llogy,

logs, 3 + logs, 7 logy, 7 + logy,, 2
ogs 7| latogy m
BRSNS

Cwiczenie 5

Potacz w pary réwne liczby, wiedzac, ze log, x = m,a > 0,a # 1, > 0,z # 1.

log ;= + log, vzt “
log. 7 z? — log, x* me

log . +/z + log, V/z 0



Cwiczenie 6

Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

JeéliloglOzlogx(mT”),tom:‘ ’

Jeslilog,.(z + 2) = 2log,. @, to :‘ ’

Jeslilog ””T“ = log % tox :‘ ’

Jeslilogy, (3:2 + 2) = log; (43: — 2), tox :‘ ’

Cwiczenie 7 @

Wykaz, zejeslia > 0,a # 1,b > 0,b # 1 to aVvos.b 4 \/logab- \/logba —pVilga — q,
Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze istnieja dwie liczby rzeczywiste & spetniajace warunek logs z - logy = logs 2.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przeksztalcanie wyrazen zawierajacych logarytmy
Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

l. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie wzorami na logarytm iloczynu,
logarytm ilorazu i logarytm potegi.

|. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto
stosuje wzér na zamiane podstawy logarytmu.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» przeksztalca wyrazenia arytmetyczne zawierajgce logarytmy;

 zapisuje w prostszej postaci wyrazenia algebraiczne, korzystajgc z poznanych wzorow
logarytmicznych;

e przeprowadza rozumowania, podaje argumenty uzasadniajagce poprawnosc¢ tych
rozumowan;

e buduje model matematyczny problemu, uwzgledniajgc konieczne zatozenia
1 zastrzezenia.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm.



Metody i techniki nauczania:

» puzzle eksperckie;
e kotimysz.

Formy pracy:

e pracaw parach;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

Uczniowie w domu mieli za zadanie wymyslenie i udowodnienie prostego twierdzenia
dotyczacego przeksztatcen logarytmicznych. Zajecia rozpoczynajg si¢ od prezentaciji
najciekawszych twierdzen i ich dowodow. Jest to tez okazja do wspolnego przypomnienia
poznanych wzorow i sposobéw wykonywania dziatan na logarytmach. Nauczyciel podaje
temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

e Pracaw grupach metoda puzzli eksperckich. Poproszeni o to kilka dni wcze$niej
uczniowie, zapoznali si¢ z materiatem zawartym w sekcji Przeczytaji filmem. Ich
zadaniem jest przekazanie zdobytych informacji grupom, tak aby kazdy uczen potrafit
rozwiazac analogiczne zadanie.

» Uczniowie w parach, metodg kot i mysz, rozwigzujg proponowane w materiale
¢wiczenia interaktywne. Przy czym mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot,
sprawdza ich poprawnos¢ - po 2 nieudanych préobach - kot ,tapie mysz”, ktora wypada
z gry. Aby gra toczyta si¢ dalej - teraz mysz staje si¢ kotem i procedura si¢ powtarza.
Prace uczniow nadzorujg nadal eksperci. W razie watpliwosci proszac o pomoc
nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

e Podsumowaniem zajec¢ jest dyskusja - jakie umiejetnosci potrzebne sa do sprawnego
rozwiazywania zadan z logarytmami, jakie strategie sa najpardziej przydatne.

» Uczniowie - eksperci opowiadajg o pracy grup, dzielg si¢ swoimi spostrzezeniami,
zwracajg uwage na mocne i stabe strony pracy.

o Uczniowie dokonujg oceny kolezenskiej partnerow/ partnerki z zabawy - kot i mysz.



» Nauczyciel dzieli sie swoimi obserwacjami, zwracajac szczegolng uwage na wiodaca
role ekspertow i ich merytoryczne przygotowanie.

Praca domowa:

e Zadaniem uczniow jest poszukanie w domu zastosowan logarytmow w innych
dziedzinach wiedzy. Te zastosowania bedg stanowity tematyke nastepnych lekcii.

Materialy pomocnicze:
» Dzialania na logarytmach. Przyktady
Wskazowki metodyczne:

Z filmem samouczkiem kazdy uczen moze zapoznac si¢ w domu i na jego podstawie
przygotowac jedno zadanie, ktore na lekcji da do rozwigzania kolezance lub koledze
z fawki.


https://epodreczniki.pl/a/dzialania-na-logarytmach-przyklady/D1HkdfKUz

