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Katy miedzy odcinkami w graniastostupie prawidtowym
czworokatnym

Zrédto: Richard Ciraulo, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Rozejrzyj sie po pokoju, w ktorym sie znajdujesz. Czy jest w ksztalcie graniastostupa
czworokatnego? Jezeli tak, to wyobraz sobie przekatng jednej $ciany i spojrz na krawedz
sufitu lezaca na sgsiedniej Scianie, z ktora ta przekatna ma wspolny rog. Jaki kat jest
pomiedzy tymi dwoma odcinkami? Prosty? Ostry? A moze rozwarty? Przyjrzyj si¢ tez
przekatnym dwoch sasiednich Scian, ktore schodza si¢ we wspolnym rogu. Jaki jest kat
miedzy tymi przekatnymi? Zapewne widzisz juz wiele roznych katow miedzy odcinkami,
ktore otaczajg cie w pokoju. W tym materiale bedziemy je szczegotowo badac.

Twoje cele

» Wskazesz katy miedzy odcinkami w graniastostupie prawidtowym czworokatnym.

» Wyznaczysz miar¢ kata miedzy wskazanymi odcinkami w graniastostupie
prawidtowym czworokatnym.

o Wykorzystasz wiedzg¢ z trygonometrii i planimetrii do rozwigzywania zadan ze
stereometrii.




Przeczytaj

Na poczatku przypomnijmy wiadomosci dotyczgce graniastostupa prawidtowego
czworokatnego.

Definicja: graniastostupa prawidtowego czworokatnego

Graniastostup prawidlowy czworokatny to taki graniastostup prosty, ktory ma
w podstawie czworokat foremny, czyli kwadrat.

Wzory

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny o dtugosci krawedzi podstawy a
i krawedzi bocznej h. Wtedy:

o dlugos¢ przekatnejpodstawy p = a2,

o dlugoé¢ przekatnej graniastostupa d = v a? + a? + h? = v/2a? + h?,

« suma dilugosci wszystkich krawedzi w graniastostupie S = 8a + 4h.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DCZXm8WwG

Kat pomiedzy przekatnga graniastostupa a przekatna podstawy
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https://zpe.gov.pl/a/DCZXm8WwG

Kat ten mozna znalez¢ w trojkacie prostokatnym BDH i wyznaczy¢ z wartosci jednej
z funkciji trygonometrycznych:

: _ h
sina =
cosaz“f
h
tea =
& w2

Przyktad 1

Wyznaczymy miare¢ kata pomiedzy przekatng graniastostupa prawidtowego
czworokatnego a przekatng podstawy wiedzac, ze dtugos¢ krawedzi podstawy wynosi 9,
a dtugo$¢ krawedzi bocznejjest rowna 5+/6.

Rozwigzanie

Przekatna podstawy ma dtugos¢ 5v/2, zatem

_ 56 _
tga—wi—\/g

Kat a jest ostryitga = V3, wiec a = 60°.

Kat pomiedzy przekatnga graniastostupa a krawedzig boczna



Kat ten rowniez mozna znaleZ¢ w trojkacie prostokagtnym BDH i wyznaczy¢ wartosci
funkcji trygonometrycznych:

sina = "f
_h

cosa =
_ a2

tga = =

Przyktad 2

Wiedzac, ze kat pomiedzy przekatng graniastostupa prawidtowego czworokgtnego
a krawedzia boczng jest rowny 30°, a iloczyn dtugosci krawedzi podstawy i krawedzi
bocznej wynosi 64/6, wyznaczymy diugoé¢ krawedzi bocznej tego graniastostupa.

Rozwigzanie

Przez a oznaczamy dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, natomiast przez h

dtugos¢ krawedzi bocznej. Wtedy, korzystajac z trygonometrii w trojkacie prostokgtnym
BDH, otrzymujemy:

tg30° = Y2
V3 _ ay
3 h

h: 3(1/? :a,\/g

Zapisujac informacje dotyczaca iloczynu, mamy:




6\/6:a-a\/6
a? =6
a=1+6

Dhugo$¢ krawedzi bocznej tego graniastostupa to h = v/6 - /6 = 6.

Kat pomiedzy przekatna graniastostupa a krawedzig podstawy

Kat ten mozna znalez¢ w trojkacie prostokgtnym ABH i wyznaczy¢ z wartosci jednej
z funkciji trygonometrycznych:

Przyktad 3

Obliczymy dtugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa prawidlowego czworokatnego
wiedzac, Ze jego krawedz boczna ma dtugos¢ 10, a kat pomiedzy przekatna
graniastostupa a krawedzia podstawy jest rowny 60 °.

Rozwigzanie




7 tw. Pitagorasa w trojkacie ADH wynika, ze a® + 10> = |[AH |2, zatem

|AH| = va? + 100.

Korzystajac z funkcji trygonometrycznejw trdojkacie ABH otrzymujemy:

o _ |AH|
\/_ /a2+100 +10
vV3a = Va2 + 100
3a% = a® + 100

a:5\/§

Kat pomiedzy przekatnga graniastostupa a przekatna sciany
bocznej
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Kat ten mozna znalez¢ w trojkacie prostokgtnym ABH i wyznaczy¢ z wartosci jednej
z funkcji trygonometrycznych:

; —_a
sina =

|AH|

cosa = ——
_ a

tga = TAm]

Przyktad 4

W graniastostupie prawidtowym czworokgtnym dany jest kat o« pomiedzy przekatna
graniastostupa a przekatna podstawy. Wyznaczymy tangens kata pomiedzy przekatng
graniastostupa a przekatna Sciany bocznejw zaleznosci od kata a.

Rozwigzanie




Przez a oznaczamy dlugos¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa. Wtedy przekatna
podstawy ma dlugos¢ av/2. Korzystajac z funkciji trygonometrycznych w tréojkacie BDH

otrzymujemy:
_ |DH|
tga = o

i przeksztalcajgc uzalezniamy dtugos¢ krawedzi bocznej graniastostupa od a i a:
|IDH| =tga - av/?2
Korzystajac z tw. Pitagorasa w trojkacie ADH wyznaczamy diugos¢ przekatnej AH:

2
a’ + (tga : a\/ﬁ) — |AH|?

|AH| = v/a? + 2a2tg2 o = av/1 + 2tg%

Korzystajgc z funkcji trygonometrycznych w trojkacie ABH wyznaczamy szukang

wartosc:

|AB| _

tg B = =— - -1
g ﬂ |AH]| av1+2tg’ o V1+2tg? a

Kat pomiedzy przekatnymi sgsiednich scian bocznych
wychodzacych z jednego wierzchotka



W przeciwienstwie do wyzej opisanych katow, kata pomiedzy przekatnymi sgsiednich
Scian bocznych w graniastostupie prawidtowym czworokgtnym nie umieScimy w trojkacie
prostokatnym, ktorego bokami bytyby odcinki lezace na $cianach graniastostupa.
Znajdziemy go natomiast w tréjkgcie rownoramiennym AC H. Trygonometrie w trojkacie
dowolnym mozemy stosowac przy uzyciu twierdzenia cosinusow.

|AC|” = |AH|” + |CH|” — 2|AH||CH]| cos o

Oznaczajac przez a dtugos$¢ krawedzi podstawy, natomiast przez h dtugo$¢ krawedzi

bocznej, otrzymujemy z tw. Pitagorasa |AH| = |CH| = v a? + h2. Podstawiajac do tw.
cosinusow mamy:

N2
(a\/2> = v a? —|—h22+\/a2+h22 —2va? + h2va2 + h2 cos a
2a> = a®> + h®+a®> + h? —2(a2—|—h2) cos &
2(a2 + h2) cosa = 2h?

h2

CoS Q= T

Zauwazmy, ze cos o > 0, a wiec bez wzgledu na wymiary graniastostupa, kat a bedzie
zawsze katem ostrym.

Przyktad 5

W graniastostupie prawidtowym czworokgtnym dany jest kat o pomiedzy przekgtnymi
sasiednich Scian bocznych taki, ze sina = % Wiedzac, ze krawedz boczna
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graniastostupa ma dtugos¢ 44/5, obliczymy dtugosé¢ krawedzi podstawy tego
graniastostupa.

Rozwigzanie

Najpierw, znajac sin «, przy pomocy jedynki trygonometrycznej wyznaczamy cos o

(%)2 +cosla=1

CoOS & =

(SN

Korzystajac z tw. cosinuséw w trojkacie AC'H otrzymujemy:
|AC|” = |AH|” + |CH|” — 2|AH||CH]| cos

N\ 2
(a\/2) ::1:2—1—11:2—233-:13-%

202 = 222

z =/5a

Korzystajac z tw. Pitagorasa w trojkacie CG H otrzymujemy:
2 2

(8- (43

80 + a® = 5a°

a® =20
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| a:2\/g

Kat pomiedzy przekatng podstawy a przekatna sciany bocznej
wychodzacymi z jednego wierzchotka

Kat o pomiedzy przekatng podstawy a przekatng sciany bocznej wystepuje w trojkacie
rownoramiennym ACH. Mozemy wig¢c, podobnie jak przy kacie migdzy przekatnymi
sasiednich bokow, korzystac z tw. cosinusow. Jednoczesnie kat a wystepuje w trojkacie
prostokatnym CH P, gdzie P jest punktem przeciecia przekatnych podstawy, ktory
jednoczesnie je potowi. Mamy wiec do dyspozycji funkcje trygonometryczne:

sino = 1HP|
~ |HC|
_ |PC]
COoSs & = |I'I—C
_ |HP|
tga = TPCT

Stownik
graniastostup prosty

to graniastostup, w ktorym wszystkie krawedzie boczne s3 prostopadte do podstaw,
a wiec wszystkie Sciany boczne sg prostokgtami

twierdzenie Pitagorasa




jezeli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow diugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dlugosci przeciwprostokatnej

twierdzenie cosinusow

w dowolnym trojkacie kwadrat dtugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci dwoch pozostatych bokéw pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych
bokow i cosinusa kata zawartego miedzy nimi

A G B

a® =b%+ % — 2bccos o

jedynka trygonometryczna

to tozsamo$¢ trygonometryczna méwigca, ze suma kwadratow sinusa i cosinusa tego
samego kata jest zawsze rowna 1; dla dowolnego kata o zachodzi: sin? a + cos? o = 1



Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z apletem, a nastepnie rozwiaz polecenia 2 i 3.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DqqZOOrTw


https://zpe.gov.pl/a/DqqZOOrTw

Polecenie 2

Oblicz cosinus kata pomiedzy przekatnymi AG i BH graniastostupa prawidtowego
czworokatnego wiedzac, ze w podstawie jest kwadrat o polu 36, a suma dtugosci wszystkich

krawedzi wynosi 80.




Polecenie 3

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatne AG i C'E przecinaja sie pod katem
B takim, ze cos 8 = % Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa wynosi 48.
Oblicz dtugos$¢ krawedzi podstawy.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym dtugos¢ krawedzi podstawy wynosi 6,
a krawedzi bocznej 3. Cosinus kata miedzy przekatng tego graniastostupa a krawedzig boczna
WYNosi:

o o O O
]




Cwiczenie 3 ¢

W szescianie o oznacza miare kata pomiedzy przekatng szescianu a przekatna $ciany boczne;j.
Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

J cosa:%
OJ cosazg
E] sinaz@
O tga:@
J sinazg
O tgasz

Cwiczenie 4

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego tworzy z przekatng podstawy kat
30°. Krawedzi podstawy ma dtugos¢ a. Zatem dtugos¢ przekatnej tego graniastostupa to:

aV6
3

2a\/§

o O O

2a/6

3
O =

3
Cwiczenie 5

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego o dtugosci 15 tworzy z krawedzig
podstawy kat a taki, ze tga = %. Oblicz dtugos$¢ krawedzi bocznej tego graniastostupa.



Cwiczenie 6

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym o krawedzi podstawy dtugosci 4 kat
pomiedzy przekatnymi sasiednich scian bocznych wychodzacych z tego samego wierzchotka
ma miare 60°. Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa jest rowna:

O 96
O 48
O 16

O 32

Cwiczenie 7 @

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy jest dwa razy dtuzsza od
krawedzi bocznej. Oblicz sinus kata pomiedzy przekatng Sciany bocznej a przekatng podstawy
wychodzacymi z jednego wierzchotka.

Cwiczenie 8 @

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna Sciany bocznej tworzy z krawedzig
podstawy kat 60°. Oblicz cosinus kata pomiedzy przekatnymi sasiednich $cian bocznych
wychodzacych z jednego wierzchotka.



Dla nauczyciela

Autor: Bartlomiej Cymbalista
Przedmiot: Matematyka
Temat: Kat miedzy odcinkami w graniastoslupie prawidlowym czworokatnym

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum - poziom
rozszerzony

Podstawa programowa:
X. Stereometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych
katow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje katy miedzy odcinkami w graniastostupie prawidlowym czworokatnym,

e wyznacza miare kata miedzy wskazanymi odcinkami w graniastostupie prawidtowym
czworokatnym,

» wykorzystuje wiedze z trygonometrii i planimetrii do rozwigzywania zadan ze
stereometrii.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



i

rozmowa nauczajaca w oparciu o zagadnienia z sekcji ,przeczytay,
dyskusija,

praca z medium bazowym,

pokaz.

Formy pracy:

praca indywidualna,
praca w parach,
praca cala klasa.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glosnikami, stuchawkami i dostgpem do internetu,

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda,

model szkieletowy graniastostupa prawidtowego czworokatnego, wioczka.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,,Kgty miedzy odcinkami w graniastostupie

prawidtowym”, wskazuje cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel omawia katy miedzy roznymi odcinkami w graniastostupie prawidtowym

czworokatnym w oparciu o sekcje ,przeczytaj’, wraz z przyktadami. Nauczyciel prosi
wybranych uczniow o przedstawienie omawianych kgtow przy pomocy modelu
szkieletowego i wtoczki. Uczniowie wskazuja przyktad omawianego kata wskazujac
odpowiednie odcinki w sali lekcyjne (krawedzie sufitu, przekatne Sciany itp.).

. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia 1-4 z sekcji ,sprawdz sie”. Nauczyciel

moderuje dyskusje nad poprawnymi odpowiedziami. W razie watpliwosci, uczniowie
przedstawiaja na tablicy poprawne rozwigzanie.

. Uczniowie, w parach, rozwiazuja ¢wiczenia 7-8 z sekcji ,sprawdz si¢”, a nastepnie

wybrane osoby omawiaja rozwigzanie na tablicy. Nauczyciel moze nagrodzi¢ poprawne
rozwigzanie ocena.

. Uczniowie w parach zapoznajg si¢ z apletem oraz rozwigzujg polecenia 2-3 znajdujace

sie w tej sekcji. Wybrani uczniowie przedstawiajg poprawne rozwigzania na tablicy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

sie” oraz ,Aplet”.



Zadanie domowe
Cwiczenia 5-6 z sekcji ,sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

» Graniastostupy proste - wlasnosci
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze przedstawi¢ aplet na duzym ekranie dla catejklasy, a nastepnie da¢ czas
uczniom na indywidualne rozwigzanie zadan z tej sekcji. Moze takze oceni¢ rozwigzania
tych zadan. Aplet mozna rowniez wykorzystac¢ w lekcji ,Przekroje graniastostupa
prawidtowego czworokatnego”.
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