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Zrédto: Michael Dziedzic, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Czworoscian foremny pojawia si¢ w pracy
Jana Keplera z 1596 r. Mysterium
Cosmographicum. Opisuje on w niej model
Uktadu Stonecznego opartego na pieciu
brytach platonskich. Czworoscian jest jedna
z nich - opisany na sferze Marsa i wpisany
w sfere Jowisza. Tutaj poznasz relacje tej
prostej bryty z kulg opisang na nieji wpisana
W nig, a takze relacje z innymi ciekawymi
brytami, jak na przyklad stella octangula.

Powigkszenie srodkowej czesci Mysterium
Cosmographicum

Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.

Twoje cele

o Wyznaczysz objetos¢ czworoscianu foremnego.



Znajdziesz relacje miedzy objetoscia szeScianu, a objetoscig czworoscianu wpisanego
w ten szeScian.

Znajdziesz relacje miedzy objetoscia czworoscianu, a objetoscia stelli octanguli.
Znajdziesz relacje miedzy objetoscia czworoscianu foremnego, a objetoscig
czworo$cianu dualnego do niego.

Znajdziesz relacje miedzy objetoscia kuli opisanejna czworo$cianie foremnym,

a objetoscig czworoscianu.

Znajdziesz relacje miedzy objetoscig kuli wpisanejw czworoscian foremny,

a objetoscig czworoscianu.



Przeczytaj

Przyktad 1
Wyprowadzimy wzor na objeto$¢ czworoscianu foremnego o krawedzi dlugosci a.

Rozwigzanie:

B

Czworo$cian foremny jest ostrostupem, zatem jego objetoS¢ obliczamy ze wzoru

V=<1PH.

a2\/§'H2a2\/§'H

Podstawa jest trojkatem rownobocznym, czyli V' = %PpH = % - B

Punkt E jest srodkiem cigzkosci trojkata ABC, stad dlugo$¢ odcinka E'F jest rowna %h,
gdzie h to wysoko$¢ trojkata ABC.

h)® + H? = k2 Stad H2 = $R2,

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa mamy roOwnosc (%

2\/§h_ 2\/§.a\/§_ av6
3 - 3 2 3

czyli H =

Wstawiajgc do wzoru otrzymujemy:

_ 1 1 d*/3 _ad*V/3 _a*V3 av6 a2
V_§PPH_§'T'H—T'H— 2 T3 T T12

Przyktad 2




Czworoscian foremny wpisano w szescian o krawedzi dlugosci a tak, ze kazda krawedz
czworoS$cianu jest przekatng tego szeScianu. Wyznaczymy stosunek objetosci szeScianu
do objetosci czworoscianu.

Rozwigzanie:

Objetoéé¢ szescianu wynosi V,, = a3. Dlugosé¢ d krawedzi utworzonego czworoscianu jest
przekatna $ciany szescianu, czyli d = av/2. Korzystajgc ze wzoru na objetos¢

, . 3,/2 s , . s , .
czworoscianu V., = %, stosunek objetosci szescianu do objetosci czworoscianu
. Vsz . a3 . a3 . i
WYNosi 3= = —— = (aﬁ)gﬁ = 1.
12
12
Przyktad 3

Czworoscian foremny wpisano w szeScian o krawedzi dlugosci 6 cm tak, ze kazda
krawedz czworoscianu jest przekatna tego szescianu. Wyznaczymy objetos¢
czworoscianu.

Rozwigzanie:

Rozwigzujgc to zadanie spojrzymy na te sytuacje nieco inaczej, niz w przyktadzie
powyzej.

Zauwazmy, ze aby obliczy¢ objetos¢ czworoscianu wystarczy od objetosci szeScianu odjgc
cztery objetosci ostrostupow o podstawie trojkgta prostokatnego o przyprostokatnych
dtugosci 6 i wysokosci dtugosci 6.

ZatemV =63 — 4.4 - %8.6 =72 cm?.


javascript:void(0);

Przyktad 4

Objeto$¢ czworoécianu foremnego wynosi V. Scieto go w potowie wysokosci ptaszczyzng
réwnolegla do podstawy. Objetoéé tej czesci czworoécianu, ktora zostata, wynosi 77 cm?.
Obliczymy objetos¢ V' czworoscianu przed Scigciem.

D

Rozwigzanie:

Trojkaty ADEI i ADAS sa podobne poniewaz sg prostokatne i maja wspoélny kat <EDI.

Z zatozenia | DI| = 3 |DS)|, czyli skala podobienistwa k = .



Oznaczmy objetoSc¢ czesSci Scietej czworoscianu przez Vi, a objetosc bryty, ktora
pozostata po Scieciu przez V,.
Mamy zaleznos¢ % = (%)3 = %. Stad V; = %V, czyli V, = %V, a stad
8 8
V==V,=% 77=288 cm®.
Przyktad 5

Stella octangula wpisana jest w sze$cian o objetosci V. Wyznaczymy stosunek objetosci
szeScianu do objetosci Vj stelli octanguli.

Rozwiazanie:

Objetos¢ stelli octanguli znajdziemy dodajac do objetosci czworoscianu Vi wpisanego
w szeScian, ktorego krawedz jest przekatng szeScianu, objetos¢ czterech mniejszy
czworo$cianoéw foremnych o objetosci Vs:

Vs, = Vi + 4Vs, ktorych krawedz jest polowa krawedzi czworo$cianu wigkszego jako
potowa dlugosci przekatnej kwadratu.

Z Przyktadu 4. wynika, ze % = % Podstawiajagc otrzymujemy
Vi=Vi+4Vo =V, + 4%V1 = %Vl. Nastepnie korzystajac z Przyktadu 2. stosunek

. ;. ;s . , . ;. .V __ 3 .
objetosci szeScianu do objetosci duzego czworoscianu wynosi 3~ = 4. W konsekwencj

Vo8 _ 2
W

Vs

Przyktad 6
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t3czac odpowiednio srodki krawedzi o dlugosci a czworoscianu foremnego otrzymamy
osmioscian foremny. Wyznaczymy stosunek objetosci tego czworoscianu do objetosci
oSmioscianu.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze oSmioScian tworza dwa przystajace ostrostupy o podstawie kwadratu,
ktorego bok wynosi 5, potagczone podstawami.

Krawedzie ostrostupow majg rowniez dtugosc 5.

Zatem objetos¢ oSmioscianu V =2V, = 2 - %PpH , gdzie P, to pole podstawy ostrostupa,
a H jego wysokoSc.

Pole podstawy P, = (%)2 =
Wyznaczymy dtugo$¢ odcinka OK:

|OK| = % V2 = T V2. Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego
2
FOK otrzymujemy %2 = H? + (%\/ﬁ) .

2 _ a® 2a> _ 24> _ a® : _ _a
St%dH =7 _W_W_?’WIQCH_ Wok
f ol : _ _ 1 _ 2  d a _ _a
Podstawiajgc do wzoru otrzymujemy V =2V, =2 s P, H = 5 - - N ATV R
. . , 2 s . . . o a3\/§
Korzystajgc z Przyktadu 1. objetoS¢ czworo$cianu wyraza si¢ wzorem Ve, = —5~, zatem
AV3
Ver _ _ 2
vV = a3 - 1

12v2

Przyktad 7
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Na czworoS$cianie foremnym opisano kule. Wyznaczymy stosunek objetosci tejkuli do
objetosci czworoscianu.

Rozwigzanie:
B
Niech a oznacza dlugo$¢ krawedzi czworo$cianu, a h = ‘“2/3 wysokos¢ jego Sciany.
. ’ 7 ) . . a 6
Korzystajgc z Przyktadu 1. wysoko$¢ czworoScianu wynosi H = ==

Punkt O jest punktem przecigcia si¢ wysokosci i zarazem $rodkiem kuli opisanejna tym
czworoscianie.

Niech R oznacza dtugos¢ odcinka DO.

Trojkaty DSF i DEO sa trojkatami prostokgtnymi (kat prosty trojkata DEO to kat DEQO,
a trojkata DSF kat DSF) posiadajacymi wspoélny kat ODE.

Stad wynika, ze s3 podobne. Zachodzi wigc —f}h = %, czyli
3

R_ghi_g.aﬁ.a\@. 3 _ 3a _ 3a/6 _ aV6
=3 =372 2 a6 2ve 26 — 4 -

Stosunek objetosci kuli opisanejna czworoscianie foremnym do objetosci tego

4 3 3

o Vi _ 3™’ 412 T a6 \® _ 33
czworoScianu to 7~ = 5= = 3= - -5 ) =2t
12

Dwa ostatnie przyktady dotyczg pojecia wieloscianu dualnego.

Przyktad 8
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Wyznaczymy stosunek objetosci czworoscianu dualnego (wewnetrznego) do objetosci
czworo$cianu foremnego pierwotnego (zewnetrznego).

Rozwigzanie:

B

Wyznaczymy skale podobienstwa miedzy Sciang boczng czworoScianu foremnego
zewnetrznego, a Sciang boczng czworoscianu foremnego wewnetrznego.

Troéjkaty prostokatne DSH i DOF s3 podobne, poniewaz maja wspolny kat ODF'.

|OF| __ |SH|

. N - . OF 3h .
Podstawiajac odpowiednie wartoSci otrzymujemy ﬁ =4 = %, gdzie h oznacza

wysokos¢ trojkata rownobocznego - Sciany zewnetrznego czworoscianu foremnego.

, zatem stosunek objetosci tych czworoScianow wyraza sie

ol

Skala podobienstwa jest k =
zalezno$cia:
% = (%)3 = 2—17 gdzie V,; oznacza objeto$¢ czworoscianu dualnego (wewnetrznego).

Przyktad 9

W czworoScianie dualnym wpisano nastepny czworoscian foremny dualny do niego. Jaki
jest stosunek objetosci tego ,podwojnie dualnego” czworoscianu foremnego do
pierwotnego czworoscianu?

Rozwiazanie:



3 . 3 3 3
[ F=(=F1 % =) =¥ =) () =4

Stownik

czworoscian foremny

czworos$cian, ktorego $ciany sg przystajacymi trojkatami rownobocznymi

osmioscian foremny

wieloScian foremny o 8 Scianach bedacymi przystajgcymi trojkgtami rownobocznymi
stella octangula

wieloScian gwiazdzisty skonstruowany poprzez natozenie na siebie dwoch przystajgcych
czworoscianow foremnych

wieloscian dualny

wieloScian zbudowany w ten sposob, ze wierzchotek wieloScianu dualnego lezy w Srodku
ciezkosci Sciany wieloScianu pierwotnego, a jego krawedzie powstajg przez polgczenie

srodkow ciezkosci dwoch sgsiednich $cian



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z ponizsza animacja 3D, a nastepnie rozwiaz polecenie kontrolne.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8UODRrOV

Film przyblizajacy zagadnienie objetosci czworoScianu foremnego.

Polecenie 2

Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego, ktérego wysokosé ma dtugosé 1.


https://zpe.gov.pl/a/D8UODRrOV

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe. Jesli krawedz czworoscianu foremnego jest réwna \/5
to

(] pole powierzchni catkowitej wynosi 2v/3

) wysokos$¢ Sciany bocznej czworoscianu foremnego jest rowna 4

[ ] objetos¢ czworoscianu jest rowna %

Cwiczenie 2 @)

Dany jest czworoscian foremny o krawedzi dtugosci a. Jak zmieni sie jego objetosé, jezeli
dtugos¢ krawedzi zwiekszymy trzykrotnie? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() 27—krotnie sie zwigkszy.
() Pozostanie taka sama.
() Zwigkszy sie o 3 jednostki.

() 3—krotnie sie zwiekszy.




Cwiczenie 3

W szescienne akwarium o krawedzi 20 cm wtozono drewniany klocek w ksztatcie
czworoscianu foremnego, ktérego cztery wierzchotki dotykajg wierzchotkéw akwarium.
Wskaz zdania prawdziwe.

Objetos¢ drewnianego klocka to %‘ﬁ cmb.

Do akwarium mozna wla¢ jeszcze % 1 wody.

Objetos¢ drewnianego klocka to @ cm?.

O o 0O 0O

Objeto$é¢ akwarium to %\5 cm?.



Cwiczenie 4

Tréjkat rownoboczny o boku 4\/5 cm jest siatkg czworoscianu foremnego.

C

A F B
4\/5 cm

Zaznacz poprawng odpowiedz. Objeto$¢ tego czworoscianu to

o O O O



Cwiczenie 5

Potacz parami wysoko$¢ z objetoscig czworoscianu foremnego.

Cwiczenie 6 @

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Krawedz czworoscianu foremnego, ktérego
objetos¢ jest réwna 9 cm?, wynosi

(] 3v2
() 26
0 %
[ 6v2
Cwiczenie 7 @

Czworoscian foremny przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez krawedz boczng i wysokos$¢
podstawy. Jako przekrdj otrzymano tréjkat o polu rownym 9\/§ cm?. Oblicz objetoéc tego
czworoscianu.



Cwiczenie 8 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego wynosi

36/3. Objetos¢ czworoscianu wynosi

9v/2

182

163

o O O O

16
T3



Dla nauczyciela

Autor: Beata Kuna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Objetos¢ czworoscianu foremnego

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,
kompetencje obywatelskie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wylicza wysokos$¢ czworoscianu foremnego;

» wylicza objetos¢ czworoscianu foremnego, objetos¢ kuli opisanejna czworoscianie
i objetos¢ kuli wpisanejw czworoS$cian;

e poznaje relacje z innymi brylami zwigzanymi z czworoScianem foremnym.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» rozmowa kierowana;
o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel moze przygotowac wczesniej niektore z bryt zwigzanych z tematem -
czworoscian foremny, szeScian, oSmioScian, stelle octangule. Moze tez wyswietli¢ albo
narysowac trudny rysunek - sfere opisang na czworoscianie i sfere wpisang
w czworoScian i wspomnie¢ o modelu Keplera.

2. Nastepnie wraz z uczniami okresla cele i kryteria sukcesu.

3. Nauczyciel prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel z pomoca uczniow wyznacza wzor na wysokosSc¢ i objetos¢ czworoScianu
foremnego.

2. Nauczyciel prosi uczniow o obejrzenie animaciji 3D, nastepnie wraz z uczniami omawia
rozwiazania zadan, ktore sg zawarte w animaciji.

3. Nauczyciel dzieli klas¢ na grupy. Uczniowie w grupach analizujg poszczegoélne
przyklady obliczania objetosci czworoscianu foremnego. Wspolnie wyjasniajg sposob
rozwigzania opisany w przykladach.

4. Nauczyciel prosi uczniow o samodzielne rozwigzanie ¢wiczen 1-4 z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych probleméw z rozwigzaniem przyktadow i ¢wiczen, ktore
pojawity sie na lekcii.

Praca domowa:

» Uczniowie wykonuja polecenie z sekcji ,Animacja 3D” i ¢wiczenia 5-8
z sekcji ,Sprawdz si¢”.



Materialy pomocnicze:
» Czworoscian foremny
Wskazowki metodyczne:

» Polecenia zwigzane z Animacja 3D mozna wykorzysta¢ jako material, stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,,Objetos¢ czworoscianu foremnego” lub
przygotowania do matury.
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