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prostokatnym

Zrédto: Thisisengineering RAEng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Trygonometria, to dzial matematyki zajmujgcy si¢ badaniem zwigzkoéw miedzy dlugosciami
bokow a miarami katow wewnetrznych w trojkgtach. Rozszerzeniem podstawowe;j
trygonometrii sg tzw. funkcje trygonometryczne. Do funkcji trygonometrycznych
wspoltczesnie zalicza sie m.in. sinus, cosinus i tangens.

Czy wiesz, skad pochodza nazwy tych funkcji? Przyjrzyjmy si¢ historii nazwy funkciji sinus.
Pojecie to powstato w Indiach i zostato przyswojone przez arabskich uczonych. Jego
hinduska nazwa zapisywana jest bez samogtosek, jako ,jb” i pod takg nazwa funkcjonowata
rowniez w krajach arabskich. Thumacz, ktory przektadat ksiegi na tacing nie zdawat sobie
sprawy, ze stowa jiba i jaib sa pisane tak samo po arabsku (wiele samoglosek jest usuwanych
z wyrazow pisanych w alfabecie arabskim). Sprawdzit tylko, ze stowo to oznacza zatoke. Po
lacinie zatoka to sinus i tak tez przettumaczyt stowo ,jb"

W tym materiale przypomnisz sobie jak definiujemy funkcje trygonometryczne w tréjkacie
prostokatnym i jak mozna wykorzystac¢ ich zalezno$ci do rozwigzywania zadan.

Twoje cele

» przeksztalcisz wyrazenia zawierajgce sinus, cosinus lub tangens kata,
» wykorzystasz definicje i wyznaczysz wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens kata
ostrego,




o sprawdzisz, czy podane roOwnosci s tozsamosciami trygonometrycznymi.



Przeczytaj

Ponizsze twierdzenie, zwane jedynka trygonometryczng, pokazuje zwigzek miedzy
sinusem i cosinusem kata ostrego. Jest to inne wystowienie twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenie: Jedynka trygonometryczna

Dla kazdego kata ostrego o prawdziwa jest zaleznosSc:

2

sin?a + cos® a = 1.

Dowadd

Przy oznaczeniach z rysunku obok mamy:

o (8 + () - - S

sin® o + cos = -

bowiem
a2+ b2 =¢2

na mocy twierdzenia Pitagorasa.

Przyktad 1

Sinus kata o w trojkacie prostokatnym jest rowny % Wyznaczymy warto$¢ cosinusa
tego kata.
Rozwigzanie

Wiemy, ze: sin? a + cos? a = 1, wiec:

cort o= 1 —sin’ o= 1= ()" = 1= () = (4) = (B)"

Cosinus kata ostrego jest dodatni, zatem cos o = %
Twierdzenie: Zalezno$¢ miedzy funkcjami sin, cos i tg tego samego kata

Dla kazdego kata ostrego o w trojkacie prostokatnym zachodzi zaleznoS¢:

sin «
cos a

=tga

Dowadd. Przy oznaczeniach z poprzedniego rysunku mamy:
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Przyktad 2

Wiemy, ze sinus kata a w trojkacie prostokatnym jest rowny % Wyznaczymy warto$¢
tangensa tego kata.

Rozwigzanie

Korzystajac z jedynki trygonometrycznej, obliczamy:

cosPa=1-sin®a=1- (%)2: ;—g = (%)2.

Cosinus kata ostrego jest dodatni, zatem cos o = %.

Wobec tego:

Bezposrednio z definicji sinusa, cosinusa i tangensa skorzystamy w dowodzie nastepnego
twierdzenia.

Twierdzenie: Wzory redukcyjne

Dla kazdego kata ostrego a w trojkacie prostokatnym zachodza rownosci:
1

sin(90° — @) = cos v oraz cos(90” — ) = sin . Ponadto: tg(90° — ) = 5.

Dowéd
Wprowadzmy oznaczenie: 8 = 90° — .

Wtedy przy oznaczeniach z rysunku obok,
otrzymujemy:

sin 8 = % = cosa, cosf = ¢ =sinaoraz

Przyktad 3

Obliczymy warto$¢ wyrazenia:
(cos53° 4 cos37°)* —2-sin53° -sin37° + 3 -tg 53" - tg37°".
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Rozwigzanie

Poniewaz 53" + 37" = 90°, wiec zachodza réwnosci:
cos b3’ =sin37°,sin 53" = cos 37" oraztghH3” = tg#.

Zatem:

(cos53° 4+ cos37°)? — 2 -sin53° -sin37° + 3 -tg53° - tg37° =

— (sin37° +cos37°)> — 2-cos37° -sin37° + 3 tg37° =

tg37
=sin”37° +2-sin37° - cos 37" + cos’37° — 2-sin37° - cos37° +3-1=
=14+3=4

Przyktad 4

Obliczymy wartos¢ iloczynu tg10° - tg40° - tgh0” - tg80°.

Rozwigzanie

Poniewaz 80° = 90° — 10°i 50" = 90° — 40°, wiec:

tg80° = g~ 1tg50° = i
A zatem:

tg10° - tg40” - tg50" - tg80° =tg10" - tg40” - wip= - &y~ = L.

Przyktad 5

Wiedzac, ze a jest katem ostrym i tg o = 5, obliczymy warto$¢ wyrazenia:

2sin a+3 cos o
4sina—5cosa *

Rozwigzanie

sin

osq = 9, wiecsina = 5cosa.

Poniewaz tga =

Zatem otrzymujemy:

2sinat3cosa . 2-bcosat3dcosa __ 13cosa __ 13
4sina—5cosa = 4-5cosa—5cosa ~  15cosa ~ 15
Wazne!

TozsamoS$¢ trygonometryczna to rownos¢, w ktorej zmienne wystepuja wylacznie
w argumentach funkcji trygonometrycznych, prawdziwa dla wszystkich wartosci tych



zmiennych, dla ktorych funkcje majg sens.
Przyktad 6

Wykazemy, ze dla dowolnego kata ostrego o zachodzi tozsamos¢:
(sino + cosa)’ + (sina — cos @)’ = 2.

Rozwigzanie

Zapisana w postaci ztozonego wyrazenia lewg strone rownosci (L) przeksztalcamy
réwnowaznie tak, aby dojé¢ do strony prawej (P).

Przyjmujemy:
L = (sina 4 cosa)® + (sina — cosa)?i P = 2.
Mamy: (sin a + cos a)2 =sin?a + 2sinacosa + cos?a = 1 + 2sin a cos @, podobnie:

2

(sina — cosa)” =1— 2sinacosa.

Stad: L =1 — 2sinacosa+ 14 2sina cosa = 2,

czyli L = P.

Stownik
sinus kata ostrego

stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata do dtugosci
przeciwprostokatnej

cosinus kata ostrego
stosunek dtugosci przyprostokatnejlezacej przy kacie do dtugosci przeciwprostokatnej
tangens kata ostrego

stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacejnaprzeciw tego kata do dlugosci
przyprostokatnejlezacej przy tym kacie

twierdzenie Pitagorasa

jezeli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow dwoch diugosci przyprostokgtnych jest

rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokatne;j



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z zamieszczonymi w filmie rozwigzaniami zadan. Na ich podstawie wykonaj
Polecenia 2, 3i 4.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D18agqrKj

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zaleznosci trygonometrycznych w trojkacie
prostokatnym.

Polecenie 2

Wyznacz sinus kata ostrego «, wiedzac, ze cosa = 1—10.

Polecenie 3

Wykaz, ze jezeli kat a jest ostryitga = 7, to sinacosa = 5—70.

Polecenie 4

Wykaz, ze dla dowolnego kata ostrego o prawdziwa jest rownos¢:

tga-sina-cosa =1 — cos® a.



https://zpe.gov.pl/a/D18agqrKj

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Kat a jest ostry i sina + cos a = 1, 4. lle jest rowna warto$¢ wyrazenia sin o cos a? Zaznacz
poprawng odpowiedz.

O %
O V2
O #

O 1

Cwiczenie 2 ®

Potacz w pary rowne wyrazenia.

. o (sin30°)?
Sin 10 " T c0s80° 3
sin® a + cos? a 2
(sin45° cos45°) 7" 1
. 30°
tg60° - Gisos 4




Cwiczenie 3

W tréjkacie prostokatnym katy ostre sg réwne «a i 8. Wiadomo, Ze sin @ = 2—13 lle jest rowny
cos 3? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() cosfB= g—g
O cosf=—55
O cosf=-322
O cosf= 5
Cwiczenie 4

Kat a jest ostry i cos a = 0, 96. lle wynosi sin « tego kata? Zaznacz poprawna odpowiedz.

() sina=0,28
() sina=0,16
() sina=0,04

() sina=0,32

Cwiczenie 5

Dany jest kat ostry a.. Wiedzac, ze sina = %, obliczcosaitga.



Cwiczenie 6

W miejsce a wpisz miare odpowiedniego kata ostrego:

sin72° = cosq, stad o :‘

cos 16° = sin«, stad « :‘

e —tg12°, stada =

Sa_ _ t564°, stad =\

Cwiczenie 7

Wskaz wartoéé sumy: 3sin?15° + 2sin75° cos15° + cos? 15°.
Wstaw odpowiednig liczbe w puste pole.

EIENENED

Cwiczenie 8

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawna odpowiedz.
Réwnos¢ sin ba = cos a zachodzi dla:

o o O O
Q
I



Cwiczenie 9 @

Ktore sposrod ponizszych wyrazen dla kazdego kata ostrego o sg rowne sin? a? Zaznacz
poprawne odpowiedzi.

() U=1-cos’a
B S:%—F%(Sina—k cosa)(sina— cosa)

() T=tg’a- (1—sin’a)



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski, Witold Sadowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: ZaleznoSci trygonometryczne w trojkacie prostokatnym

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Tresci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:
1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180° ,

w szczegolnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°, 457, 60°;
2

sina .

, )
4) korzysta z wzorow sin” a + cos ey

a=1tga =

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» przeksztalca wyrazenia zawierajgce sinus, cosinus lub tangens kata,

» wykorzystuje definicje i wyznacza wartos$ci funkcji sinus, cosinus i tangens kata
ostrego,

e sprawdza, czy podane rownosci s3 tozsamosciami trygonometrycznymi.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:



stoliki eksperckie
dyskusja

Formy pracy:

e pracaindywidualna

e pracaw grupach

» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do internetu,
projektor multimedialny,
e-podrecznik,

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

Nauczyciel przedstawia temat i cele lekcji. Nastepnie wspolnie z uczniami ustala kryteria

sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.

Nauczyciel dzieli uczniow na 6-osobowe grupy. W kazdej grupie uczniowie dzielg sie
na ekspertow oznaczonych numerami od 1 do 6.

. Kazdy ekspert otrzymuje do rozwigzania jeden przyktad z sekcji ,Przeczytaj’. Eksperci

zgodnie z przydzielonymi przyktadami zbierajg si¢ przy oddzielnych stolikach
i przystepuja do opracowania zagadnienia.

. Po zakonczeniu pracy w grupach eksperckich uczniowie wracajg do grup

macierzystych i przedstawiajg swoje rozwigzania pozostatym cztonkom grupy.

. Uczniowie analizuja przyktady pokazane w filmie samouczku. Zgtaszaja niezrozumiate

aspekty, ktore nauczyciel ttumaczy.

. Uczniowie w tych samych grupach rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne w sekciji

»Sprawdz sie”. Grupa, ktora ukonczy ¢wiczenia z jak najmniejszg liczba btedow, w jak
najkrotszym czasie otrzymuje ocene¢ za aktywnos$c.

Faza podsumowujaca:

1.
2.

i

Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzujg polecenia w sekcji ,Prezentacja multimedialna”.



Materialy pomocnicze:

» Jedynka trygonometryczna
o Tozsamosci trygonometryczne

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek mozna wykorzysta¢ na lekcji poSwigconej tozsamosciom
trygonometrycznym.
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