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Zrédto: Maxim Tolchinskiy, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Zgodnie z I prawem Keplera planety krgzg po torach eliptycznych, a Stonce znajduje sie
w jednym z ognisk. W przyrodzie mozemy zaobserwowac ciekawe elementy, ktore
przyjmujq ksztatt stozka. W zaleznosci od kata, jaki tworzy ptaszczyzna przecinajgca z osia
stozka i kata tworzacej stozka powstajg rozne rodzaje krzywych stozkowych. Tworz3 je
zbiory punktow przeciecia ptaszczyzny i powierzchni stozkowe;.



Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

W materiale przeanalizujemy, jakg figurg geometryczng jest przekrdj stozka dang
plaszczyzna. Bazujgc na czeSci teoretycznej oraz omowionych przyktadach, rozwiazemy
¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

Zdefiniujesz pojecie przekroju stozka.

Okreslisz przekroj stozka dang ptaszczyzna.

Wyznaczysz pole przekroju stozka dang ptaszczyzna.

Wykorzystasz poznang wiedz¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

Przekrojem dowolnej bryly ptaszczyzna jest figura ptaska, ktora jest czescig wspolng danej
bryty i tej ptaszczyzny.

Przekroje stozka

Przekroj osiowy stozka

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rOownoramienny o podstawie dtugosci 27
i ramionach diugosci l.

Przekréj poprzeczny stozka
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Przekroj poprzeczny stozka bedacy kotem, otrzymujemy w wyniku przeciecia stozka
plaszczyzng réwnolegla do jego podstawy.

Przekrdj stozka bedacy tréjkatem

Inne przekroje stozka



W wyniku przekroju stozka plaszczyzng przechodzacg przez powierzchnie boczng stozka
oraz plaszczyzne jego podstawy (jak na rysunku), otrzymujemy przekroj bedacy figurg
ograniczong przez parabole i cieciwe podstawy stozka.

W wyniku przekroju stozka plaszczyzng przechodzaca przez powierzchnie boczng stozka
(jak na rysunku), otrzymujemy przekroj bedacy figurg ograniczong przez elipse.

Majac dany przekroj stozka pewng plaszczyzng, mozemy obliczy¢ pole otrzymanego
przekroju.
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Juz wiesz

Jezeli promien podstawy stozka ma dlugos¢ r, wysokos¢ h, a tworzaca [, to:
« pole powierzchni catkowitej stozka obliczamy ze wzoru P = 7r? + 7rl,
 objetoSc¢ stozka obliczamy ze wzoru V = %7‘(‘1‘2 - h.

Przyktad 1

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rownoboczny o obwodzie rownym 72. Obliczymy
pole powierzchni catkowiteji objetosc¢ tego stozka.

Rozwiazanie

Narysujmy stozek wraz z przekrojem osiowym i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.
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Zauwazmy, ze | = 2r oraz h = @

Jezeli obwod trojkata rownobocznego jest rowny 72, zatem 31 = 72, wiec | = 24.
Wobec tegor = 5 24 = 12 oraz h = lzﬁ = %\/g = 12/3.

Zatem pole powierzchni catkowitej stozka jest rowne:

P, =m-12* + 71224 = 1447 + 2887 = 432.

Objetosc¢ stozka wynosi:

V= 1r.12%.12V/3 = 576/3n.



Przyktad 2

Tworzgca stozka ma dlugosc¢ 16, a przekrojem poprzecznym stozka jest koto o polu
rownym 207. Wiadomo, ze plaszczyzna przekroju podzielita wysokos¢ stozka w stosunku
2 : 1, jak na rysunku. Obliczymy objetosci bryl, na jakie ptaszczyzna przekroju podzielita
ten stozek.

Rozwiagzanie

Z tre$ci zadania mamy [ = 16.

Poniewaz pole przekroju jest rowne 20w, zatem:

w-r? =207

r? =20, czylir = 2v/5.

Jezeli ptaszczyzna przekroju podzielita wysoko$¢ stozka w stosunku 2 : 1, to:
R=3-r=3-2V5=65

Dhugos$¢ wysokoSci mniejszego stozka obliczymy, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa:

(3R’ + R? =1

N\ 2
9R2 + (6\/5) — 162
Oh2 + 180 — 256

9h? =76



h? = I8 czylih = %.

Zatem objetos¢ calego stozka wynosi:
2 _
V=4om R -3h=1% m (6V5) -2v19 = 120v19m

Niech V; bedzie objetoscia stozka o podstawie r i wysokosci h. Wowczas:

2 _
‘/12%-#-1“2-71:%-71-(2\/5) -2‘?9 = 40519T[.

Niech V3 bedzie objetoscia drugiej bryty powstatej po przecieciu stozka podana
ptaszczyzng. Wowczas:

Vo=V — Vi = 120v/197 — 20107 — 1040VI9

Przyktad 3

Powierzchnia boczna stozka jest po rozwinieciu ¢wiartka kota o promieniu 12.
Obliczymy pole przekroju osiowego tego stozka.

Rozwiazanie

Narysujmy wycinek kota o promieniu 12.

Pole tego wycinka jest rowne:
P=4m-12% =72m
Pole tego wycinka jest rowne polu powierzchni bocznej stozka, zatem:

2r=m-7r-12,czylir = 6.



Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rOwnoramienny o wymiarach, jak na rysunku.
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Wysokos¢ tego trojkata obliczymy, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa:
h? + 6% = 12°

h? + 36 = 144

h? = 108

h = 6/3.

Zatem pole tego przekroju jest rowne:

P=1.12.6v3=36V3.

Przyktad 4

Przez wierzchotek stozka o promieniu podstawy 16 i wysokosci 8 poprowadzono
plaszczyzne nachylona do ptaszczyzny podstawy stozka pod katem 30°. Obliczymy pole
przekroju tego stozka.

Rozwiazanie

Narysujmy stozek oraz opisany przekro;.



Czyli h = 16.

Wobec tego z = 8/3.

Dtugos¢ odcinka y obliczamy z twierdzenia Pitagorasa:
2

T s g

2
v+ (8v3) =167

1y + 192 = 256
Y’ = 64
y=2_8.

Dlugos¢ podstawy trojkata, ktory jest przekrojem tego stozka, wynosi 16.
Zatem pole tego przekroju jest rowne:

P=3-16-16 = 128.

Przyktad 5

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rownoramienny o kacie przy wierzchotku,
ktérego cosinus jest rowny % Wyznaczymy objetos$¢ stozka jezeli wiadomo, ze tworzgca



stozka ma dtugosc¢ 3.

Rozwiazanie

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rownoramienny o bokach [, [, 2r oraz kacie przy

1
T

wierzchotku a, przy czym cos o =

Zatem do wyznaczenia wartosci r wykorzystamy twierdzenie cosinusow i rozwigzujemy
rownanie:

2r =P 412 —2-1-1-cosa
4?=3>+3*-2-3-3. 5
4r? =12

r? =3, czylir = V3.

Wysoko$¢ h trojkata rownoramiennego obliczymy z twierdzenia Pitagorasa. Zatem:
h2+<v€)2:32

h*+3=9

h* =6

h = V6.

Wobec tego objetos¢ stozka jest réwna:



| V=47 (v3) VE=1-8vEr=Vor

Stownik

stozek

bryta obrotowa, ktora powstaje przez obrot trojkata prostokatnego wokot osi zawierajace;j
jedng z przyprostokatnych

kat rozwarcia stozka

kat pomiedzy ramionami trojkgta, bedacego przekrojem osiowym stozka



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja 3D, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DLDfhLai4

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcego przekrojow stozka.

Polecenie 2

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym o polu réwnym 12\/3. Oblicz pole

powierzchni catkowitej tego stozka.


https://zpe.gov.pl/a/DLDfhLai4

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)

Cwiczenie 2 ¢

Dany jest stozek, jak na rysunku.

Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O

Stozek, w ktéorym wysokos$¢ wynosi 2 przecieto ptaszczyzng w ten sposdb, ze
utworzony przekrdj jest trojkatem réwnobocznym o polu 44/3. Oblicz kat nachylenia

tego przekroju do ptaszczyzny podstawy stozka.




Cwiczenie 7 @
Przekrojem poprzecznym stozka jest koto o polu réwnym 187. Wiadomo, ze
ptaszczyzna przekroju podzielita stozek na bryty o rownych wysokosciach. Oblicz

objetos¢ stozka, jezeli tworzaca stozka ma dtugosé 10.

Cwiczenie 8 @
Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rownoramienny o kacie przy wierzchotku,
ktorego cosinus jest rowny %. Wyznacz pole tego przekroju, jezeli wiadomo, ze
promien podstawy stozka ma dtugosé 3.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przekroje stozka

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupdéw, ostrostupdéw, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Zakres rozszerzony 2) wyznacza przekroje szescianu i ostrostupéw prawidtowych oraz oblicza ich
pola, takze z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje pojecie przekroju stozka;

» okresla przekroj stozka dang ptaszczyzng;

» wyznacza pole przekroju stozka dang ptaszczyzna;

o wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o metoda krokodyla;



praca z ekspertem;
liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji

»Przeczytaj”. Wspolnie na forum klasy omawiajg pytania i problemy.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego

tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢

z materiatem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocg, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materiatu w sekcji ,Animacja 3D"

Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywa¢ ¢wiczenia nr

1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacije, udziela uczniom informaciji zwrotne;j.

. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5

z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum klasy.

. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie” metodg krokodyla.

Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki” i ,,ozywia si¢”
tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam(-tem) sie...

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Przekroje stozka”).

Materialy pomocnicze:
» Bryly obrotowe - stozek
Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Animacja 3D” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiadomosci dotyczgcych wyznaczania przekrojow bryt.
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