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Zrédto: Kelly Lacy, dostepny w internecie: www.pexels.com.

Znasz juz definicje zwigzkow trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym. W praktyce
oznacza to, ze potrafisz obliczy¢ sinus, cosinus, tangens i cotangens kata o mierze od 0 do
90 stopni. W matematyce, fizyce, technice, geodezji i wielu innych dziedzinach
technicznych przydajg sie rowniez funkcje trygonometryczne katéw o miarach wigkszych
niz 90 stopni. W tym rozdziale zajmiemy si¢ jedng z tych funkcji. Poznasz definicje funkcii
sinus dla kata skierowanego umieszczonego w uktadzie wspotrzednych.

Twoje cele

e Obliczysz sinus wielokrotnosci kata prostego.
e Obliczysz sinus dowolnego kata.

o Wyznaczysz miare kata, znajgc wartos¢ jego sinusa.



Przeczytaj

Przypomnijmy najpierw, ze sinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym to stosunek
dlugosci przyprostokatnejlezacej naprzeciw tego kata do dtugosci przeciwprostokatne;j,
czyli przy oznaczeniach jak na rysunku to
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Jezeli w prostokatnym uktadzie wspotrzednych umiescimy dowolny kat skierowany

w potozeniu standardowym, czyli wierzchotkiem w punkcie (0, 0) w taki sposob, aby jedno
rami¢ pokrywato sie z osig X, i wybierzemy na drugim ramieniu tego kata punkt M

o wspoétrzednych (z, y), to taczac punkt M z osig X pod katem prostym utworzymy trojkat
prostokatny. Zauwazmy, ze jesli nasz kat jest ostry, to dtugosci przyprostokatnych sa rowne
wspotrzednym punktu M. Wowczas sinus tego kata skierowanego wyniesie
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i r nazywamy promieniem wodzgcym punktu M.
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Zwrocmy jeszcze uwage, ze te definicje mozna rozszerzy¢ do sytuaciji, gdy o jest katem
rozwartym (a nawet wklestym). Na przykiad jesli a jest katem rozwartym - jak na rysunku
ponizej, to nadal sin @ mozemy obliczy¢ jako iloraz drugiej wspolrzednej punktu M przez
promien wodzacy tego punktu. Zatem
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Przyktad 1
Oblicz:

a) sin 120°




W prostokatnym ukladzie wspotrzednych umieszczamy kat o mierze 120° w potozeniu
standardowym. Na drugim ramieniu wybieramy punkt M. Promien wodzgcy punktu M
jest rowny 1 (nie zastanawiaj si¢ za dlugo, dlaczego akurat 1 — rownie dobrze mogtby to
by¢ dowolny inny punkt). Wéwczas trojkat M OP jest potowa tréjkata réwnobocznego,

azatem |MP| =1, |OP| = @
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b) sin 225°

Spojrzmy na rysunek ponizej. W prostokgtnym uktadzie wspotrzednych umieszczamy kat
o mierze 225° w potozeniu standardowym. Na drugim ramieniu wybieramy punkt M.
Niech bedzie to punkt, ktérego promien wodzacy jest rowny 2. Wéwczas trojkat MOP
jest potowa kwadratu, a zatem |MP| = v/2, |OP| = v/2.

Wobec tego wspolrzedne punktu M to (—\/5, —\/5) Zatem sin 225° = —@.
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W prostokagtnym uktadzie wspotrzednych umieszczamy kat o mierze 330° w potozeniu
standardowym. Na drugim ramieniu wybieramy punkt M. Niech bedzie to punkt,
ktérego promien wodzacy jest réwny 2. Wowczas trojkat M OP jest potowa trojkata
rownobocznego, a zatem |[MP| = v/3, |OP| = 1.

Wobec tego wspolrzedne punktu M to (\/g, —1). Zatem sin 330° = —%.
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W nastepnym przyktadzie rozwazymy sinusy katow skierowanych ujemnie.
Przyktad 2

Oblicz:
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a) sin(—60°)

W prostokatnym ukladzie wspotrzednych umieszczamy kgt o mierze —60° w potozeniu
standardowym. Na drugim ramieniu wybieramy punkt M. Niech bedzie to punkt,
ktorego promien wodzacy jest rowny 2. Wowczas trojkat M OP jest potowa trojkata
rownobocznego, a zatem |MP| = /3, |OP| = 1.

Wobec tego wspotrzedne punktu M to (1, —\/§) Zatem sin(—60°) = —@.
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b) sin(—150")

W prostokatnym ukladzie wspotrzednych umieszczamy kat o mierze —150° w potozeniu
standardowym. Na drugim ramieniu wybieramy punkt M. Niech bedzie to punkt,
ktorego promien wodzacy jest rowny 2. Wowczas trojkat M OP jest potowa trojkata
rownobocznego, a zatem |MP| =1, |OP| = /3.

Wobec tego wspotrzedne punktu M to (—\/g, —1). Zatem sin(—150°) = —%.
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c) sin(—210°)

W prostokatnym uktadzie wspoirzednych umieszczamy kat o mierze —210° w potozeniu
standardowym. Na drugim ramieniu wybieramy punkt M. Niech bedzie to punkt,
ktérego promien wodzacy jest réwny 2. Wowczas trojkat M OP jest potowa trojkata
rownobocznego, a zatem |[MP| =1, |OP| = /3.

Wobec tego wspotrzedne punktu M to <_\/§, 1). Zatem sin(—210°) = %
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Istniejg rowniez inne, nieco bardziej “nowoczesne”, definicje funkciji sinus. Jedna z nich
wykorzystuje nieskonczong sume zwang szeregiem Taylora.

Wedlug tej definicji:
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sinx = x—%—l—%—%—i—...

Inna definicja funkc;ji sinus wykorzystuje iloczyny nieskonczone:

. 2 2 p) 2
smm:x-(l—#>-(1—#)-(1_#32).(1_#).___

Niektore definicje wykorzystujg tzw. utamki lancuchowe lub réwnania rézniczkowe, ale
te zagadnienia sg na tyle wymagajace, ze pominiemy szczegoty.

Przyktad 3
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Wyznaczymy miary wszystkich katéw a, dla ktorych sina = —

<

Z definicji funkcji sinus mamy, ze sina = <.

_ _ 3
W tym przypadku £ = —=.

Poniewaz r > 0, toy = —v/3k i r = 2k dla pewnejliczby k > 0.

Poniewaz mozemy wybra¢ dowolny punkt na drugim ramieniu kata, wigc niech k£ = 1.
Woéwczas punkt M ma drugg wspotrzedng rowna —+/3 i jego promien wodzacy jest
rowny 2.




Zauwazmy, ze sg dwa takie punkty: jeden lezy w trzeciej, a drugi — w czwartej ¢wiartce.

Z twierdzenia Pitagorasa mozemy wyznaczyc¢ ich odlegtosci od osi Y

IMP|* + |PO|* = |OM|?
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Zatem pierwsza wspoirzedna punktu M to 1 lub —1. Niech M; = (—1, _\/5) i

M, = (1,——\/5).

vA

O
% >
-1 X
30°_30°
=2 1V3 =2
60° 60°
_________ ____.____ .
M1 P_\/g MQ

Wynika stad, ze kazdy z trojkatow My PO i M, PO jest polowg trojkgta rownobocznego.

Jednoczesnie trojkat My M>O jest rbwnoboczny.

Zatem szukane katy maja miary 180° + 60° = 240° oraz 270" 4+ 30" = 300°".
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Zwrocmy jeszcze uwage, ze po obrocie drugiego ramienia kata o0 360° w jedna lub
w drugg strone, to rami¢ znajdzie si¢ w doktadnie tym samym potozeniu. Zatem

sin 240° = sin(240° + 360°) = sin(240° 4 2 - 360°) =. ..

i

sin 240° = sin(240° — 360°) = sin(240° — 2 - 360°) =.. ..

Stad wszystkie katy tej postaci mozemy zapisac jako 240° + k - 360°, gdzie k € Z.
Ponadto

sin 300° = sin(300° + 360°) = sin(300° + 2 - 360°) =. ..



i
sin 300° = sin(300° — 360°) = sin(300° — 2 - 360°) =. . ..
Stad wszystkie katy tej postaci mozemy zapisa¢ jako 300° + k- 360°, gdzie k € Z.

Dostali$my dwie serie rozwigzan: 240° + k - 360° oraz 300° + k - 360°, gdzie
keZ.

Stownik
promien wodzacy punktu

odlegtos$¢ punktu od poczatku uktadu wspotrzednych
sinus kata skierowanego

stosunek rzednej dowolnie wybranego punktu M nalezgcego do drugiego ramienia tego
kata do promienia wodzacego punktu M, definicja wymaga, aby kat byt umieszczony

w potozeniu standardowym



Aplet

Polecenie 1
Przeanalizuj, jak zmienia sie wartos¢ funkcji sinus dla ustalonego kata przy zmianie

promienia wodzacego punktu B na drugim ramieniu kata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dq8swSWYD

Polecenie 2
Wypetnij tabele, korzystajac z apletu. Pamietaj, ze obliczone w ten sposéb wartosci

funkcji sinus sg zwykle przyblizone.


https://zpe.gov.pl/a/Dq8swSWYD

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Sinus dowolnego kata

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 2) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus,
tangens;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

o Obliczysz sinus wielokrotnosci kata prostego.
e Obliczysz sinus dowolnego kata.
o Wyznaczysz miar¢ kata, znajgc wartosc¢ jego sinusa.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Aplet” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;
praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq sie z treSciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj"
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego si¢
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1z sekciji ,Aplet’.
Uczniowie zapoznajqg si¢ z materiatem i zapisujg ewentualne problemy z jego
zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego tre$¢ wspolnie
wyjasniajac zaistniate watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia 6, 71i 8, ale nastepnie porownuja swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

4. Praca indywidualna - implementacja poznanej techniki do rozwigzywania problemow
informatycznych - wykonywanie ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnejWybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.



2. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcii (,Sinus dowolnego kata”).

Materialy pomocnicze:

» Wiasnosci funkciji sinus
o Wykres i wtasnosci funkciji sinus

Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Aplet” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajgciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,,Sinus dowolnego kata”.
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