Cechy przystawania trojkagtow

Materiat sktada si¢ z sekcji: "Pierwsza cecha przystawania trojkgtow", "Druga cecha
przystawania trojkatow", "Trzecia cecha przystawania trojkatow", "Zastosowania cech
przystawania trojkatow".

Materiat zawiera ilustracje (fotografie, obrazy, rysunki), film, ¢wiczenia, w tym interaktywne.

Przykladyi ¢wiczenia - pierwsza, druga i trzecia cecha przystawania trojkatow,
zastosowanie cech przystawania trojkatow.

Film- trzecia cecha przystawania trojkatow.



Cechy przystawania trojkatow

Pierwsza cecha przystawania tréjkatow
Przyktad 1

Jesli dwie figury sg przystajace, to mozna je tak przeksztatci¢ (wykorzystujgc np.
symetrie¢), aby pokryty sie.

Z warunku przystawania odcinkow (dwa odcinki sg przystajgce, gdy maja rowne dtugosci)
wynika, ze trojkaty przystajagce musza mie¢ odpowiednie boki rowne. Z warunku
przystawania katow wynika, ze trojkaty przystajace musza mie¢ odpowiednie katy rowne.
Chcac sprawdzi¢, czy trojkaty sa przystajace, nie musimy poroéwnywac ich wszystkich
bokow i wszystkich katow. Mozemy skorzysta¢ z wlasnosci przystawania, zwanych cechami
przystawania trojkatow.

Twierdzenie: I cecha przystawania tréjkatow bok - bok - bok (bbb)

Jezeli dwa trojkaty majg odpowiadajace sobie boki rowne, to te trojkaty sa przystajace.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Jezeli AB = DE, AC = DF,CB = FFE, to trojkat ABC jest przystajacy do trojkata DEF
Zapisujemy symbolicznie

NABC = ADEF

Przyktad 2

Opiszemy konstrukcje trojkata A’ B’C” przystajgcego do trojkata ABC, korzystajgc z 1
cechy przystawania trojkgtow.




Rysujemy trojkat ABC), a nastepnie kolejno konstruujemy odpowiednie boki trojkata
ABC.
Przyktad 3

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatne dziela kwadrat ABC D na 4 trojkaty. Trojkaty te majg odpowiednie boki rowne,
zatem na podstawie I cechy przystawania trojkatow stwierdzamy, ze trojkaty ABE, BCE
,CDE, DAF s3 przystajace.

Podobnie mozna uzasadni¢, ze trojkaty otrzymane w wyniku podzielenia sze$ciokata
foremnego przekatnymi - sa przystajace, tak jak na rysunku.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 1 @)

Narysuj dwa przystajace trojkaty, korzystajgc z pierwszej cechy przystawania tréjkatéow.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Druga cecha przystawania tréojkatow

Trojkat A’ B’C” przystajgcy do danego trojkgta A BC mozna skonstruowac rowniez innym
sposobem.

Konstruujemy najpierw kat przystajacy do jednego z katow trojkata, np. kata CAB. Na
ramionach otrzymanego kata odkladamy odcinki A’C’ i A’B’, r6wne odpowiednio
odcinkom AC'i AB.

taczac punkty C’ i B’, otrzymujemy odcinek B’C’. Mozna wykaza¢, ze B’C’ = BC.
Trojkaty ABC'i A’ B’C” maja zatem odpowiednie boki rowne. Na podstawie I cechy
przystawania tréjkatow stwierdzamy, ze trojkaty ABC i A’B’C” sg przystajace.



A B’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z przeprowadzonego eksperymentu wynika kolejna cecha przystawania trojkatow.
Twierdzenie: II cecha przystawania trojkatow bok - kat - bok (bkb)

Jezeli dwa boki i kat zawarty pomiedzy nimi w jednym trojkacie s rowne dwom bokom
i katowi zawartemu miedzy nimi w drugim tréjkacie, to te trojkaty s przystajace.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jezeli AB = DE, AC = DF, {BAC = £EDF to trojkat ABC jest przystajacy do
trojkata DEF'.
Przyktad 4

W trapezie rownoramiennym A BC' D wysokosci poprowadzone z wierzchotka D oraz
z wierzcholka C' odciely dwa tréjkaty, tak jak na rysunku. Wykazemy, ze trojkaty te sa
przystajace.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Skorzystamy z II cechy przystawania trojkatow. Odczytujemy, ze

|AE| = |FB| =2 cm,

|ED| = |CF| =5 cm,

bo CF'i ED sg wysoko$ciami trapezu. Ponadto

|{AED| = |{BFC| = 90°.

Zatem w trojkatach AED i BFC dwa boki i kat miedzy nimi sg odpowiednio rowne. Na

podstawie II cechy przystawania trojkatow stwierdzamy, ze trojkaty te s przystajace.

Trzecia cecha przystawania tréjkatow

Sformutujmy teraz trzecig ceche przystawania trojkgtow.
Twierdzenie: III cecha przystawania tréjkatow kat - bok - kat (kbk)

Jezeli bok i dwa przylegte do niego katy w jednym trojkacie sg odpowiednio rowne
bokowi i dwom przyleglym do niego katom drugiego trojkata, to trojkaty te sa przystajace.




A a B D a E

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jezeli AB = DE, {BAC = {EDFi £LABC = £DEF to trojkat ABC jest przystajacy
do trojkata DEF'.

Trojkaty sa przystajace.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIW2EmUcKBoOP

Trzecia cecha przystawania tréjkatow.
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Trzecia cecha przystawania trojkatow.

Przyktad 5

Punkt E jest srodkiem odcinka AB. Proste DA i BC sg réwnolegte. Wykazemy, ze
trojkaty ADE i BCE sa przystajace.



file:///preview/resource/R1W2EmUcKBoOP
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze

|AE| = |EB

K

gdyz punkt F jest srodkiem odcinka AB.
| AED| = |{BEC)| - jako katy wierzchotkowe,
| DAE| = |{CBE] - jako katy naprzemianlegle przy prostych rownolegtych.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wynika z tego, ze bok AE i dwa lezace przy nim katy w trojkacie ADE sa réwne bokowi
EB i odpowiednim katom w trojkacie CBE. Na podstawie III cechy przystawania
trojkatow stwierdzamy, ze trojkaty ADE i CBE sg przystajace, co nalezalo wykazac.

Z przystawania trojkgtow wynikajg cechy przystawania trojkatéow prostokgtnych.
Wazne!

Dwa trojkaty prostokatne sg przystajgce, jesli majg odpowiednio rowne

e przyprostokatne,




» jedna z przyprostokatnych i przeciwprostokatna,
» przyprostokatng i kat lezacy naprzeciw tej przyprostokatne;j,
o przeciwprostokatngijeden z katow ostrych.

Zastosowania cech przystawania trojkatow

Wiemy juz, ze kazdy wielokagt wypukty mozna podzieli¢ na trojkaty o wspolnym
wierzchotku, ktory jest zarazem wierzchotkiem wielokata. Jesli dwa wielokaty podzielimy
w ten sam sposob na te samg liczbe przystajacych trojkatow, to na podstawie I cechy
przystawania trojkatow stwierdzamy, ze wielokaty te majg boki i katy odpowiednio rowne.
Sq wiec przystajace.

Nie zawsze rownos¢ bokow i rownosc katow jest niezbedna do stwierdzenia przystawania
wielokgtow.
Przyktad 6

Dla przyktadu rozwazmy dwa kwadraty.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatna DB dzieli kwadrat ABC'D na dwa przystajace trojkaty prostokatne
rownoramienne ABD i BCD.

Podobnie przekatna HF dzieli kwadrat EF'G H na dwa przystajgce trojkaty prostokatne
rownoramienne EFH i FGH. Jesli wigc przystajace sg trojkaty ABD i EFH lub ABD i
FGH,toikwadraty sa przystajgce. Do przystawania tréjkgtow prostokatnych
rownoramiennych wystarcza rownosc¢ ich przeciwprostokatnych. Zatem kwadraty
ABCD i EFGH sg przystajgce, gdy maja boki rowne lub gdy maja réwne przekatne.
Twierdzenie: Przystawanie kwadratow

Dwa kwadraty sg przystajace, jezeli ich boki sa rowne lub rowne s3 ich przekatne.




Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 7

Kwadraty, ktore nie sg przystajace.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 8

Rownos¢ miar katow i przekatnych nie wystarcza do stwierdzenia przystawania dwoch
prostokatow.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poprowadzmy w kazdym z dwoch prostokatow przekatng. Przekatna ta dzieli kazdy
prostokat na dwa przystajace trojkaty prostokatne. Aby prostokaty te byly przystajace,
wystarczy, by wszystkie otrzymane tak trojkaty byly przystajace.

Mozemy zatem na podstawie cech przystawania trojkgtow okresli¢ warunki, jakie musza
spetnia¢ dwa prostokaty, aby byly przystajace.

Wazne!

Dwa prostokaty sa przystajace, gdy

» boki jednego prostokata sa rowne bokom drugiego prostokata,

» przekatnaijeden z bokow jednego prostokata sg rowne przekatneji jednemu
z bokow drugiego prostokata,

» przekatna i katy przez nig utworzone z bokami w jednym prostokacie sa
odpowiednio rowne przekatneji katom przez nig utworzonym z bokami w drugim



prostokacie.
Przyktad 9

W rombie przekatne przecinajg si¢ pod katem prostym. Punkt przeci¢cia dzieli kazdg
z nich na potowe.

Do przystawania dwoch rombow wystarczy zatem stwierdzenie réwnosci ich
przekatnych (II cecha przystawania trojkgtow).

Zapamietaj!

Dwa romby s3 przystajace, gdy majg rowne przekatne.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Zapoznaj sie z trojkatami przedstawionymi na ponizszej ilustracji.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zaznacz wszystkie pary tréjkatow przystajacych.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3 ¢

Dwa boki trojkata ABC' maja dtugosci 8 cm i 13 cm. Dwa boki tréjkata D EF maja dtugosci
8 cmib cm.

Uzasadnij, ze trojkaty te nie sg przystajace.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4 @

Czy tréjkaty na rysunku moga by¢ przystajgce? Jesli tak - jaki warunek musi by¢ jeszcze
spetniony?
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
(

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5 @
Rabatke kwiatowg w ksztatcie kwadratu o boku dtugosci 2 m podzielono przekatnymi na 4
czesci. Na kazdej z czesci posadzono inny rodzaj kwiatéw. Oblicz pole powierzchni, jaka
zajmuje kazdy rodzaj kwiatéw, i wpisz w luke rozwigzanie.

Odpowiedz: Pole powierzchni, jaka zajmuje kazdy rodzaj kwiatkéw, wynosi

m?.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6 ®

Wysokos$¢ podzielita tréjkat rownoboczny na dwa trojkaty. Wykaz, ze trojkaty sg przystajace.
Podaj miary katéw kazdego z tych tréjkatow.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7

Punkt S jest $srodkiem okregu. Uzasadnij, ze tréjkaty ABC i ACE s3 przystajace.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8
Trojkaty ABC i DEF sg przystajace. Zapisz, ktore boki i ktére katy sg rowne.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
(

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Zapoznaj sie z ponizszg ilustracjg, ktéra przedstawia dwa tréjkaty przystajace.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Ktora z podanych rownosci jest prawdziwa? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O
O a+pB=v+46
O

() ~v=35°

() d=a

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10 ©
Trojkat ABC taki, ze |AB| = | BC| podzielono wysoko$cig poprowadzong z wierzchotka B
na dwa tréjkaty przystajace. Podaj miary katéw kazdego z tak otrzymanych tréjkatow.

65°,25%,90° 30°,60°,90° 457,457, 90"

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

Zapoznaj sie z ponizszg ilustracja.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Czy trojkaty ABC'i DEF sa przystajace? Zaznacz poprawng odpowiedz.

Tak, poniewaz tréjkaty maja jeden bok rowny, ale miary katow przy tym boku sg
O rézne

Tak, poniewaz tréjkaty maja jeden bok rowny i katy przy tym boku o tych samych
miarach.

O

() Nie, poniewaz trdjkaty maja jeden bok réwny i katy o tych samych miarach.

Nie, poniewaz tréjkaty maja jeden bok rowny, ale miary katow przy tym boku sg
rézne.

O

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12 P

W réwnolegtoboku ABC D poprowadzono przekatne, ktére przecinaja sie w punkcie E.
Uzasadnij, ze przystajace s3a trojkaty

1. AEBi DEC,

2. AEDiCEB.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13 QO]

Wykaz, ze pole trapezu ABC'D jest rowne polu tréjkata ADF..
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14 P
Uzasadnij, ze pole réwnolegtoboku ABC'D jest czterokrotnie wieksze od pola tréjkata AOB.
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Zrodto: Zespo6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(

Zrodto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 ®

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Kazde dwa tréjkaty réwnoboczne s3 przystajace.
(] Przekatne dzielg réwnolegtobok na cztery tréjkaty przystajace.

0 Jesli przekatna jednego kwadratu jest rowna przekatnej drugiego kwadratu, to
kwadraty te sg przystajace.

(] Polatréjkatéw przystajacych sa réwne.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16

Wykaz, ze trapez ABC D jest rownoramienny.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17

Wykaz, ze jesli dwa trojkaty rownoboczne maja rowne wysokosci, to sa przystajace.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 18 O

Sprawdz, czy jesli w réwnolegtoboku dwie wysokosci sg rowne, to jest on rombem.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 @

Ktora cecha okresla przystawanie trojkatéw réwnobocznych? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Dwa tréjkaty réwnoboczne sa przystajace, jezeli miary ich katéw sa takie same.
() Dwa tréjkaty rownoboczne zawsze s przystajace.
() Dwa tréjkaty réwnoboczne nigdy nie s przystajace.

() Dwa tréjkaty rownoboczne s3 przystajace, jezeli ich boki s rowne.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 20 @

Jaki warunek musza spetnia¢ dwa réwnolegtoboki, aby byty przystajgce? Zaznacz poprawna
odpowiedz.

() Dwa réwnolegtoboki nigdy nie sa przystajace.

() Dwa réwnolegtoboki sg przystajace, jezeli maja takie same dtugosci przekatnych.
() Dwa réwnolegtoboki sg przystajace, jezeli ich réwnolegte boki sa réwne.

O Dwa réwnolegtoboki sg przystajace, jezeli ich nieréwnolegte boki sg rowne i katy

miedzy nimi zawarte s odpowiednio rowne.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21 @

W jakim przypadku trapezy przedstawione na rysunku beda przystajace?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 22

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Dwa kwadraty sa przystajace, gdy ich obwody sa réwne.

0 Jesli boki jednego rownolegtoboku sg rowne bokom drugiego rownolegtoboku, to
rownolegtoboki te sg przystajace.

(] Dwa prostokaty sa przystajace, gdy ich przekatne sa rowne.

(] Dwa romby sa przystajace, gdy maja rowne boki tej samej dtugosci.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



