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Zastosowanie twierdzenia sinusow do obliczania miar

katow w wielokatach
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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Pod pojeciem rozwigzywania trojkagtow miesci sie¢ niemal wszystko, co dotyczy zwigzkow
miarowych w danym trojkacie. Tym samym, rozwigzujac trojkat obliczamy dtugosci bokow,
ktore nie sg podane i wyznaczamy miary jego katow. Ale pod tym pojeciem mozemy
rozumiec takze obliczanie dlugoSci promieni okregow opisanego i wpisanego w ten trojkat,
czy wyznaczanie jego pola. W celu rozwigzania trojkgta postugujemy sie znanymi
»harzedziami”, np. twierdzeniem Snelliusa, Carnota, a takze mniej znanymi, np.
twierdzeniem Regiomontana. Przez fakt, iz kazdy wielokat mozna poddac triangulacji, czyli
podzialowi na trojkaty, te same reguly (twierdzenia) stosuje sie do badania zwigzkow
miarowych takze w wielokatach, ktore nie sg trojkatami. Nie chemy jeszcze korzystac

z wielu narzedzi geometrycznych, np. z twierdzenia cosinusow, ale juz samo twierdzenie
sinusow ,pozwala na wiele”. Tym razem uwage skoncentrujemy na badaniu miar kgtow.

Twoje cele

o Wyznaczysz miary katow trojkata o danych bokach.

e Zbadasz zalezno$ci miedzy bokami i kgtami w trojkacie z zastosowaniem twierdzenia
sinusow.

o Wyznaczysz przyblizone miary katow w tréjkacie z zastosowaniem tablic funkcji
trygonometrycznych.




Przeczytaj

Trzy boki jednoznacznie wyznaczajg trojkat, co jest trescia jednejz cech przystawania
trojkatow. Tym samym jednoznacznie wyznaczone sg wszystkie katy trojkata o danych
bokach. Ale jak wyznaczy¢ ich miary, korzystajac tylko z elementarnych metod

i ewentualnie twierdzenia sinusow? Okazuje si¢, ze mozna, cho¢ czeka nas nieco pracy.

Przyktad 1

Dany jest trojkat, ktorego boki maja dtugosci: 15, 16, 17. Naszym zadaniem bedzie
wyznaczenie miar katow tego trojkata. Na poczatek przyjmijmy oznaczenia jak na

rysunku.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa odpowiednio dla trojkatow ADC' i BDC' mamy
p? + h? = 17% oraz ¢*> + h? = 152 Wiemy takze, ze p + g = 16. Z pierwszych dwoch
réwnan, eliminujge niewiadoma h, otrzymujemy, ze 15% — ¢? = 17% — p?. Podstawiajgc

teraz, ze ¢ = 16 — p, mamy 152 — (16 — p)> = 172 — p2. Upraszczajac ostatnie rownanie
dostajemy, ze 32p = 320. Stad: p = 10,9 =6, h = v/189. Zatem sin o = ¢+789 ~ 0,8087
oraz sin § = VI8 o, 0,9165. Przyblizone miary katéw sg rowne: o = 54°, 8 = 66" oraz

15
v=60".

Czy twierdzenie sinusow jest nam niezbedne?
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Zagadnienie opisane w Przyktadzie 1. pokazuje, ze potrafimy wiele dokonac bez osiggniecia
Snelliusa, ktoremu przypisuje si¢ sformutowanie twierdzenia sinusow. Ale nie jest trudno
wskazac¢ prosty model, w ktorym zastosowanie tego twierdzenia istotnie utatwia
rozwiazanie problemu, cho¢ jak zobaczymy, dalejnie bedzie niezbedne.

Przyktad 2

Rozwazmy trojkat, ktorego dwa boki majg dtugosci: |AB| = 6, |AC| = 8, akat lezacy
migdzy tymi bokami ma miare 60°. Te informacje w sposéb jednoznaczny wyznaczaja
trojkat, o czym méwi cecha kbk przystawania trojkatow. Przypu$¢my jednak, ze znamy
takze dlugos¢ trzeciego boku tego trojkata i jest ona rowna |BC| = 24/13. Naszym
zadaniem jest wyznaczenie miar pozostatych katow tego trojkata.

Na wstepie zauwazmy, ze majgc trzy dane boki tréjkata, moglibySmy postapic
analogicznie do sposobu zastosowanego w Przykladzie 1., czyli rozwigzac¢ uklad trzech
rownan z trzema niewiadomymi, w ktorym dwa rownania s3 stopnia drugiego. Znow
uniknelibySmy stosowania twierdzenia sinusow, ale byloby to nieracjonalne, bo jak za
moment zobaczymy, twierdzenie sinusow ,0d razu” rozwigzuje nasz problem. Mamy

V3 —
. |[BC|  |AC| __ |AB| . 8= 239 s o
bowiem ——=+ = S = s Stad sin 8 = Wi_g = =13 =~ 0,9608i 8 ~ 74" oraz
) 6.3 3,/39 . . . .
siny = —&= = 55— ~ 00,7206 1y ~ 46 ". Tym samym rozwigzanie problemu
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sprowadzito si¢ do podstawienia wielkosci do wzoru Snelliusa, krotko i elegancko.

A teraz co$ dla czworokata.

Przyktad 3

Punkt O jest ortocentrum trojkata ostrokatnego ABC, w ktorym |L ABC| = 60°,
|AB| = 10, |AC| = 6+/3. Na tréjkacie ABO opisano okrag. Odcinek AO jest krotsza
podstawg trapezu ADBO wpisanego w okrag. Oblicz miary katow tego trapezu.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku. Punkty P i () s3 spodkami odpowiednich
wysokosci.




Oznaczmy katy przy wierzchotkach A, B, C odpowiednio przez «, £, 7. Wtedy

. V3
|AB| _ |AC| ‘o~ — |AB[sing 1057 5 e~ 2 56°. 7 bi
siny — smg” Stad sin -y = TAC] = vz 6" Oznacza to, ze Y= 56 . Z bilansu

katow w trojkacie otrzymujemy, ze a ~ 64°. Pozostaje zauwazy¢, ze przy przyjetych
oznaczeniach, kat AOB ma miare |[{AOB| =180" — (90° —a) — (90" — B) =a+
i jest to kat rozwarty trapezu rownoramiennego (co wynika z faktu, ze jest on wpisany

w okrag). Zatem kat rozwarty ma miare w przyblizeniu rowna 124°, a kat ostry tego
trapezu ma miare 56°.

Stownik
cechy przystawania trojkatow

cechy przystawania trojkgtow to warunki konieczne i wystarczajgce na to, by dwa
trojkaty byly przystajace; najczesciej mowi sie o cechach: bbb (bok-bok-bok), bkb
(bok-kat-bok); kbk (kat-bok-kat)



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografikg porzadkujgcag schematy rozwigzywania tréjkatow.

Polecenie 2

Wyznacz miary katéw trojkata majac dane dtugosci trzech jego bokéw:a = 6,b = 7, ¢ = 8.

Polecenie 3

Wyznacz miary katow tréjkata majac dane dtugosci dwaoch jego bokdw i miare kata miedzy
tymi bokami:a = 6,b =7,y = 45".




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W trojkacie ABC dane sa: |AB| = /24,
prawdziwe.

AC| = 6oraz |[{ABC| = 60°. Wskaz zdania

(] Kat BAC mamiare45°.

0 Miara jednego z katoéw tego tréjkata jest srednig arytmetyczng miar dwoch
pozostatych jego katow.

[ ] Bok AC jest najdtuzszy.
(] Kat ACB mamiare45°.

Cwiczenie 2 ¢

Dany jest tréjkat, w ktoryma = 12, b = 12v/2iw ktérym kat o, lezacy naprzeciw boku a, ma
miare 30°. Kat 3 lezy naprzeciwko boku b. Wskaz zdania prawdziwe.

(] Zdanych wynika, ze kat 3 ma miare 45° lub 135°.
(] z danych wynika, zZe sinus kata (3 jest rowny @
(] Z danych wynika, ze sposrod katéw tego tréjkata najwieksza miare ma kat 3.

(] Zdanych wynika, ze kat 3 ma miare 45°.

Cwiczenie 3

Dany jest trapez ABC'D, w ktérym AB || CD. Jego przekatna BD ma dtugo$¢ dwa razy
krétsza niz kazdy z promieni okregéw opisanych na trojkatach ABD i BC'D. Wyznacz miary

katow trapezu.



Cwiczenie 4

Punkt FE jest $rodkiem boku AB prostokata ABC'D. Bok AB ma dtugos$¢ 48. Promien okregu
opisanego na tréjkacie C DE jest rowny 25, a Srodek tego okregu lezy na zewnatrz tego
prostokata. Wyznacz przyblizong miare kata, pod jakim przecinaja sie przekatne prostokata.

Cwiczenie 5

W trojkacie ABC dane sa: | BC| = 14, |AC| = 13 oraz cosa = —%, gdzie a jest katem
lezacym naprzeciwko boku BC'. Oblicz sinus kata 3, lezacego naprzeciwko boku AC.
Uporzadkuj zapisy prowadzace do rozwigzania zadania.

13 __ _14

Poniewaz Snf — “n o Zatem a
. . 12 a2 4 (0 12\2 4 144 25 a
Poniewaz cosa = — {5, wiecsin“a =1 ( 13) = 59 = 60" -
: _ 135 _ 5 a
Stad sin 8 = w357 = 11~ s
Oczywiscie, dla katow w trdéjkacie, sinus nie moze przyjmowac wartosci ujemnych, .
wiec sina = 3. M
13 14 _ 1413 R
=2 = 2 = 22
sin 3 = 5 v
. o 5 -
Zatem [sina| = 3. $



Cwiczenie 6

W tréjkacie ABC mamy dane: |AB| = v/2,
ACB jest réwna

BC| =+/3,|{BAC| = 120°. Miara kata

O 45°
) 135°
O 30°

O 60°

Cwiczenie 7 @

Ramie trapezu réwnoramiennego ABCD, w ktérym AB || CD, jest réwne krotszej
podstawie. Przekatne tego trapezu przecinaja sie w punkcie O, a stosunek dtugosci promieni
okregdéw opisanych na trojkatach ABO i C DO jest rowny 2. Kat ostry tego trapezu ma miare

O 45°
O 75°
O 30°

O 60°

Cwiczenie 8 @

Dwusieczna kata prostego w trdjkacie prostokatnym podzielita jego przeciwprostokatng na
odcinki o dtugosci 3 i 6. Oblicz, z doktadnoscig do 1°, miary katéw ostrych tego tréjkata.
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Autor: Jacek Czlapinski

Temat: Zastosowanie twierdzenia sinus6w do obliczania miar katéw w wielokatach
Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa II lub III

Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria PP

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora;

5) stosuje twierdzenia sinusoéw i cosinusow oraz wzor na pole trojkata Py = %ab - siny;

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokow przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty)

VIL. Trygonometria PR

5) korzysta z wzor6éw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

e bada zalezno$ci miedzy bokami i katami w tréjkacie i formutuje hipotezy dotyczace
tych zalezno$ci
 stosuje twierdzenie sinusOw do wyznaczania zalezno$ci miarowych w tréjkacie

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



« konektywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Nauczyciel pyta uczniow, czy spotkali si¢ z pojeciem rozwigzywania trojkatow.
Prowadzi rozmowe, co nalezy rozumiec¢ pod tym pojeciem. Wspomina o réznych
twierdzeniach, ktoére mogg by¢ uzyteczne i wyjasnia, ze na lekcji bedzie si¢ korzystac
tylko z twierdzen Pitagorasa i Snelliusa i z funkcji trygonometrycznych.

o Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie twierdzenia sinusoéw i cech przystawania
trojkatow.

» Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.Nauczyciel formutuje problem opisany w Przykladzie 1. i prosi o zaproponowanie strategii
jego rozwigzania. Uczniowie pod kierunkiem nauczyciela buduja uktad réwnan i poznaja
sposoby jego rozwiazania.

2. Uczniowie, pracujac w parach, wykorzystuja Infografike Obliczanie miar katow

z zastosowaniem twierdzenia sinusow i wykonuja polecenia do niej dotagczone. Nauczyciel
informuje, ze metody wykorzystujgce twierdzenie Carnota okazg si¢ niebawem jednym

z podstawowych narzedzi w rozwigzywaniu trojkgtow, ale na razie doskonali si¢
umiejetno$¢ wykorzystania przede wszystkim twierdzenia sinusow i regut poznanych
wczesniej.

3. Nauczyciel formutuje problemy podane w kolejnych przyktadach. Wskazane jest, by
uczniowie mieli czas na samodzielne rozwigzanie Problemu 2. Nastepnie nauczyciel prosi,
by uczniowie omowili metode rozwigzania. Jesli s tacy, ktorzy zbudowali uktad réwnan, to



warto, by takie rozwigzanie pojawito si¢ na tablicy. Obok warto zapisa¢ rozwigzanie

z wykorzystaniem twierdzenia sinuséw. Nastepnie nauczyciel prosi uczniow o krotkg
ocen¢ obu rozwigzan. Rozwigzujac zadanie opisane w Przykiadzie 3. Trzeba zbudowac
model (rysunek) danej sytuacji problemowej. Wazne, by to uczniowie byli autorami takiego
modelu i by to oni wskazali strategie rozwigzania.

4. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujgc
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Nauczyciel inicjuje dyskusje - czy twierdzenie sinusow jest narzedziem, ktore pozwala
rozwigzac kazdy trojkat, by w ten sposob nawigza¢ do twierdzenia cosinusow, ktore
winno by¢ wprowadzone niebawem.

Praca domowa:

» Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktére nie
zostaty wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
» Cechy podobienstwa trojkatow
Wskazowki metodyczne:

Infografike mozna wykorzysta¢ powtarzajac materiat zwigzany z rozwigzywaniem trojkgtow.
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