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Zrédto: Torsten Muller, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Parabola jest wykresem funkcji kwadratowej. Jej ksztalt moze przybiera¢ np. zdzbto trawy,
uginajace sie pod kroplg wody, czy przewody na moscie, ktore dziatajg jako zawiesina
pomiedzy stabilng konstrukcja. Po trajektorii w ksztalcie paraboli porusza sie wiekszos¢
komet jednopojawieniowych, czyli takich, ktore jeden raz pojawiajg si¢ w poblizu Stonca.

W materiale omowimy przesuniecie wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(z) = az® wzdluz osi odcietych oraz osi rzednych uktadu wspétrzednych. Bazujac na
czesci teoretycznej materiatu i omowionych przykladach, rozwigzemy ¢wiczenia
interaktywne.

Twoje cele

o Okreslisz wiasnos$ci funkcji kwadratowej, po przesunieciu jej wykresu wzdtuz osi
uktadu wspoltrzednych.
e Odczytasz wilasnosci funkcji kwadratowej na podstawie jej wykresu.

o Wykorzystasz zdobyta wiedze do rozwiazywania problemoéw matematycznych.



Przeczytaj

Omoéwimy przesunigcie paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej
wzorem f(x) = az?, gdzie a € R\ {0}, wzdtuz osi X i osi Y uktadu wspétrzednych.

Twierdzenie: o przesunieciu wykresu funkcji wzdtuz osi X i osi Y

Wykres funkciji f(z — p) + ¢ otrzymujemy w wyniku przesuniecia wykresu funkcji f
wzdtuz osi X o p jednostek w prawo, gdy p > 0 lub o p jednostek w lewo, gdy p < 0 oraz
wzdluz osi Y o g jednostek w gore, gdy g > 0 lub o g jednostek w dot, gdy g < 0.

Naszkicujmy wykres funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = 2x2.

W celu naszkicowania wykresu przedstawmy w tabeli warto$ci funkciji f dla kilku

argumentow:
Argumenty i wartoSci funkcji f
x -2 -1 0 1 2
f(z) 8 2 0 2 8

Wykres funkcji f przedstawia sie nastepujaco:
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Wykres funkcji f przesuniemy o 2 jednostki w prawo wzdluz osi X i o 1 jednostke w gore
wzdtuz osi Y.
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W wyniku tego przeksztatcenia otrzymujemy wykres funkcji g okreslonej wzorem
g9(z) = fz =2) + 1.

Wykresy funkcji f i g przedstawiajg sie nastepujaco:

Y
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Zauwazmy, ze przy przesunieciu wykresu funkcji f o 2 jednostki w prawo wzdluz osi X i 1
jednostke w gore wzdtuz osi Y otrzymujemy wykres funkcji g o nastepujacych
wlasnosciach:

e zbiér wartosci funkcji: y € (1, 00)

« wspolrzedne wierzcholtka paraboli, bedacej wykresem funkciji g: (2,1),
« rownanie osi symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji g: * = 2,

o funkcja g jest malejgca w przedziale (—oo, 2),

o funkcja g jest rosngca w przedziale (2, 00),

» wartoS¢ najmniejsza funkcji g wynosi 1 dla z = 2.

Jezeli przesuwamy parabole, bedgca wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(z) = ax?, gdzie a > 0, wzdtuz osi X o p jednostek w prawo lub o p jednostek w lewo oraz
wzdtuz osi Y o g jednostek w gore lub o g jednostek w dot, to otrzymujemy parabole, bedacy
wykresem funkcji g o nastepujacych wiasnosciach:

e zbiér wartosci funkcji: y € (g, 00)

« wspolrzedne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkciji g: (p, q),
e rownanie osi symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji g: z = p,

« funkcja g jest malejaca w przedziale (—oo, p),

« funkcja g jest rosngca w przedziale (p, 00),

» warto$¢ najmniejsza funkcji g wynosi g dla x = p.
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Sporzadzmy wykres funkcji kwadratowej f okre$lonejwzorem f(z) = —2z2.

W celu naszkicowania wykresu przedstawmy w tabeli warto$ci funkciji f dla kilku
argumentow:

Argumenty i wartoSci funkcji f
T —2 —1 0 1 2
f(z) -8 —2 0 —2 —8

Wykres funkcji f przedstawia si¢ nastepujaco:

Wykres funkcji f przesuniemy o 3 jednostki w lewo wzdluz osi X i o 2 jednostki w gore
wzdtuz osi Y.

W wyniku tego przeksztatcenia otrzymujemy wykres funkcji g okreslonej wzorem
g9(z) = f(x +3) + 2.

Wykresy funkcji f i g przedstawiajg sie nastepujaco:
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Zauwazmy, ze przy przesunieciu wykresu funkcji f o 3 jednostki w lewo wzdluz osi X i 2
jednostke w gore wzdtuz osi Y otrzymujemy wykres funkcji g o nastepujacych
wlasnosciach:

e zbior wartosci funkcji: (—oo, 2),

« wspoéirzedne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkciji g: (—3, 2),
e rownanie osi symetrii paraboli, bedacejwykresem funkcji x = —3,

o funkcja g jest rosngca w przedziale (—oo, —3),

« funkcja g jest malejgca w przedziale (—3, c0),

o wartos¢ najwiecksza funkcji g wynosi 2 dla z = —3.

Jezeli przesuwamy parabole, bedacq wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(z) = ax?, gdzie a < 0, wzdtuz osi X o p jednostek w prawo lub o p jednostek w lewo oraz
wzdtuz osi Y o g jednostek w gore lub o g jednostek w dot, to otrzymujemy parabole, bedacy
wykresem funkcji g o nastepujacych wtasnosciach:

e zbiér wartos$ci funkciji: (—oo, q)

« wspoétrzedne wierzchotka paraboli, bedgcej wykresem funkcii g: (p, q),
e rownanie osi symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji g: z = p,

o funkcja g jest rosngca w przedziale (—oo, p),

o funkcja g jest malejgca w przedziale (p, 00),

o wartos$¢ najwieksza funkcji g wynosi g dla z = p.

Wnioski:

o jezeli parabole, bedaca wykresem funkciji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = ax?

, gdzie a € R oraz a # 0, przesuniemy o p jednostek w prawo lub w lewo wzdtuz osi X
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oraz o q jednostek w gore lub w dot wzdtuz osi Y, to otrzymamy parabole, bedacg
wykresem funkcji kwadratowej g okreslonejwzorem g(z) = a(z — p)* + q,

» parabole, bedgca wykresem funkcji kwadratowej g okreslonej wzorem
g(z) = a(x — p)* + g otrzymujemy w wyniku przesuniecia paraboli, bedacej wykresem
funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = az?, gdzie a € R oraz a # 0 o wektor
o wspotrzednych [p, gl.

Przyktad 1

Parabole, bedaca wykresem funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(x) = —V/2z?
przesunieto o 3 jednostki w lewo wzdtuz osi X oraz o 1 jednostke w gore wzdtuz osi Y
i otrzymano parabole, bedaca wykresem funkciji g.
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Wyznaczymy:

a) o$ symetrii paraboli, bedgcej wykresem funkcii g,

b) wspolrzedne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkciji g,

¢) zbior wartosci funkcii g.

Rozwigzanie:

a) osig symetrii paraboli, bedacejwykresem funkcji g jest prosta o rownaniu z = —3,
b) wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji g ma wspotrzedne (—3, 1),

¢) zbiorem wartosci funkcji g jest przedziat (—oo, 1).

Przyktad 2
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Parabole, bedgca wykresem funkcji kwadratowej g okreslonej wzorem g(z) = —3zx?
przesunieto wzdtuz osi X i Y i otrzymano parabole, bedacg wykresem funkcji f.
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Wyznaczymy:

a) wspotrzedne wektora przesuniecia wykresu funkcji g,
b) zbior wartos$ci funkciji f.

Rozwigzanie:

Z wykresu odczytujemy, ze wierzcholek paraboli, bedacej wykresem funkcji f ma
wspotrzedne (2, 5), zatem:

a) wspotrzedne wektora przesuniecia wykresu funkciji g, to [2, 5],
b) zbiorem warto$ci funkciji f jest przedziat (—oo, 5).
Przyktad 3

Parabole, bedgca wykresem funkcji kwadratowej f okreélonejwzorem f(z) = ax?, dla

a > 0, przesunieto o 3 jednostki w prawo wzdtuz osi X i 2 jednostki w gore wzdtuz osi Y
, anastepnie o 4 jednostki w lewo wzdluz osi X i 1 jednostke w dot wzdtuz osi Y

i otrzymano parabole, bedacg wykresem funkcii g.

Wyznaczymy:

a) wspolrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcii g,
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b) przedzialy monotonicznosci funkciji g.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze wykonanie omawianych przeksztalcen wykresu funkcji f sprowadza si¢ do
przesuniecia tego wykresu o 1 jednostke w lewo wzdtuz osi X oraz o 1 jednostke w gore
wzdluz osi Y.

Zatem:
a) wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji g ma wspotrzedne (—1, 1),
b) funkcja g jest:

« malejaca w przedziale (—oo, —1),
 rosngca w przedziale (—1, 0o).

Przyktad 4

Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(z) = —z?. Parabole, bedaca
wykresem tej funkcji przesunieto o 2 jednostki w lewo wzdtuz osi X oraz o 3 jednostki
w dot wzdtuz osi Y i otrzymano wykres funkcji g. Okreslimy liczbe rozwigzan réwnania
g(x) =m,dlam € R.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkciji g sa skierowane do dotu.
Wierzchotkiem paraboli, bedgcej wykresem funkciji g jest punkt o wspotrzednych
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(—2,-3).
Zatem réwnanie g(z) = m,dlam € R:

» ma dwa rozwigzania, gdy m € (—oo, —3),
e jedno rozwigzanie, gdy m = —3,
 nie marozwigzania, gdy m € (—3, c0).

Przyktad 5

Wyznaczymy, o jaki wektor nalezy przesuna¢ parabole, bedaca wykresem funkcji f
okreslonejwzorem f(z) = z?, aby otrzyma¢ parabole, bedaca wykresem funkcji g, do
ktorej nalezg punkty o wspotrzednych (—1, —3) oraz (1, 5).

Rozwigzanie:
Zatozmy, ze wektor przesuniecia wykresu funkcji f ma wspétrzedne [p, g|.
Wobec tego funkcja g jest okreslona wzorem g(z) = (z — p)® + q.

Poniewaz do paraboli, bedgcej wykresem funkcji g naleza punkty o wspotrzednych
(—1,—3) oraz (1,5), to do wyznaczenia wartosci p i g rozwigzujemy uktad réwnan:

{3— (-1-p)*+q
5=(1-p)+gq

Uktad rownan przeksztalcamy do postaci:

{—q (-1-p)°+3
—q=(1-p)° -5

Zatem:
(-1-p)*+3=(1-p)°—5
1+2p+p*+3=1-2p+p>—5
2p+3=—-2p—5

4p = —8

Wobec tegop = —2.

Obliczamy wartos¢ g¢:
—q=(-1—(~2)+3=4

q=—4



Zatem wykres funkcji f nalezy przesuna¢ o wektor [—2, —4].
Przyktad 6

Wykres funkcji kwadratowej g otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji
kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = 2z — 4z + 6 o wektor o wspotrzednych
[3, —2]. Wyznaczymy najmniejsza warto$¢ funkcii g.

Rozwigzanie:
Zapiszmy wzor funkcji f w postaci kanonicznej:
flz)=222 4z +6=2- (22 -2z +1)+4=2-(z—1)* +4

Jezeli wykres funkcji f przesuniemy o wektor o wspotrzednych [3, —2], to otrzymujemy
wykres funkcji g okreslonej wzorem:

gx) =2 - (x—1-32+4-2=2.(z—4)*+2
Wykres funkcji g jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest punkt o wspotrzednych (4, 2).

Ramiona paraboli, bedacejwykresem funkcji g s skierowane do gory.

Wobec tego funkcja g osigga wartos¢ najmniejszg rowng 2 dla argumentu 4.

Stownik

funkcja kwadratowa

funkcja okreslona na zbiorze R wzorem f(z) = az? + bz + ¢, gdzie a,b,c € Roraza # 0
przeksztatcenie wykresu funkcji f(z — p) + g

przesuniecie wykresu funkcji f wzdtuz osi X o p jednostek w prawo (p > 0)lubo p
jednostek w lewo (p < 0) oraz wzdtuz osi Y o g jednostek w gore, gdy g > 0lub o g
jednostek w dot, gdyg < 0
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Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacje interaktywna. Dla wykresu funkcji okreslonej wzorem y = f(z — p) + ¢
odczytaj wspotrzedne wierzchotka paraboli, zbiér wartosci, warto$¢ najmniejsza lub
najwiekszg tej funkcji, rownanie osi symetrii paraboli, bedgcej wykresem tej funkcji oraz
przedziaty monotonicznosci funkcji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DktJORjFH

Polecenie 2

Dana jest funkcja okre$lona wzorem f(z) = %w2. Podaj zbior wartosci, wspoétrzedne

wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem funkcji g, przedziaty monotonicznosci funkcji, jezeli
funkcja g jest okreslona wzorem:

a)g(z) = flx+1) —4,

b) g(z) = fla —3) 3.


https://zpe.gov.pl/a/DktJ0RjFH

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz.
Wykres funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = 4x? przesunieto o 2 jednostki

w lewo wzdtuz osi X oraz o 3 jednostki w dét wzdtuz osi Y uktadu wspétrzednych
i otrzymano wykres funkcji g.

Zbiorem wartosci funkcji g jest przedziat:

O (-2,00).
O (3,00).

O (-3,00).




Cwiczenie 2

Parabole, bedaca wykresem funkcji kwadratowej g okreslonej wzorem g(x) = — %:cz

przesunieto wzdtuz osi X i osi Y i otrzymano wykres funkcji f. Zaznacz zdania, ktére sa
prawdziwe.

D Osig symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji f jest ta sama prosta, ktéra jest
osig symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji g.

(] Wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji f ma wspotrzedne (—1, 4).
(] Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat (—oo, 4).

[ ] Wykres funkgcji g przesunieto o 4 jednostki wzdtuz osi X.



Cwiczenie 3 @

Wykres funkcji kwadratowej f(z) = az? przesunieto wzdtuz osi X i osi Y i otrzymano

wykres funkcji g. Dopasuj wzor funkcji g do wspétrzednych wierzchotka paraboli, bedacej
wykresem tej funkciji.

g9(x) = flz —2) +5 (2,-5)
9(z) = f(z+2)+5 (—2,—5)
g(z) = fz —2) =5 (2,5)
g(z) = f+2) =5 (=2,5)
Cwiczenie 4 o

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Wykres funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = —%:f przesunieto o 3 jednostki

w lewo wzdtuz osi X oraz 5 jednostek w gére wzdtuz osi Y i otrzymano wykres funkgcji g.

Wodwczas:

(oo [2=5) (69| (59| [1=5] [Cou,t)]

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6
Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Wykres funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = V222 przesunieto o 3 jednostki

w prawo wzdtuz osi X oraz 4 jednostki w dot wzdtuz osi Y i otrzymano wykres funkcji g.

Wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji g ma wspotrzedne (‘

| )

Osia symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji g jest prosta o rownaniu x =

Zbiorem wartosci funkcji g jest przedziat <‘

Y

, 00).

).

Funkcja g jest malejaca w przedziale (—oo,




Cwiczenie 7 @

Rozwiaz krzyzowke.

1.
2.
3.
4,
5.
6.
7.
8.
1. Przeksztatcenie wykresu funkcji wzdtuz osi X lub osi Y.
2. Kazda parabola ma je skierowane do géry lub do dotu.
3. Graficzny sposéb przedstawienia funkcji.
4. Najmniejsza lub najwieksza, osiggana w wierzchotku paraboli, bedacej wykresem funkcji

kwadratowej.

i

Pojecie pierwotne lezagce u podstaw matematyki.

6. Punkt o wspétrzednych (p, q), ktéry nalezy do paraboli, bedacej wykresem funkcji
kwadratowej.

7. Przeksztatcenie f(x + 3) to przesuniecie wykresu funkcji f w . .. o 3 jednostki.

8. Jest okreslona na przyktad wzorem f(z) = —z2.



Cwiczenie 8

Parabole, bedaca wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(:c) = I

1.2

przesunieto wzdtuz osi uktadu wspoétrzednych i otrzymano parabole, bedaca wykresem

funkcji g. Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Wtasnosci funkcji g okreslonej wzorem
9(z) = flx +2) — 4

Whtasnosci funkcji g okreslonej wzorem
g(z) = f(z —4) + 2

wierzchotkiem paraboli, bedacej
wykresem funkcji g jest punkt
o wspétrzednych (4, 2)

zbiorem wartosci funkcji g jest
przedziat (2, 00)

funkcja g jest rosnaca
w przedziale (—2, 00)

funkcja g jest rosnaca
w przedziale (4, 00)

zbiorem wartosci funkcji g jest
przedziat (—4, 00)

wierzchotkiem paraboli, bedacej
wykresem funkcji g jest punkt
0 wsp6trzednych (—2, —4)




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przesuniecie wykresu funkcji y = ax? wzdtuz osi X i wzdtuz osi Y’

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcji y = f (x) szkicuje wykresy funkcjiy=f (x-a),y=f (x)+Db,
y=-f(x),y=f (-x);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii.
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla wilasnosci funkcji kwadratowej, po przesunieciu jej wykresu wzdtuz osi uktadu
wspotrzednych;

» odczytuje wlasnosci wykresu funkcji kwadratowej po przesunieciu paraboli, bedace;j
wykresem tej funkcji wzdtuz osi X i osi Y;

» wykorzystuje zdobytg wiedze do rozwigzywania zadan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e drzewo pomystow;



o liga zadaniowa.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,,Przesuniecie wykresu funkcji y = az? wzdtuz osi X
i wzdluz osi Y oraz cele zaje¢, omawiajac lub ustalajac razem z uczniami kryteria
sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycije pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich
zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego przyktadu, a dopiero nastepnie
porownanie jego rozwigzania. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg
przyktady wykresow funkcji kwadratowych po przesunig¢ciu wzdtuz osi uktadu
wspotrzednych. Po prezentacji prac grup powstajg dwa, wspolne dla catejklasy, drzewa
pomystow na ktorych sg umieszczone wiasnosci wykresow funkcji po przesunieciu,
gdy ramiona paraboli sg skierowane w gore lub w dot.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z materialem w sekcji ,,Symulacja interaktywna”
i wykonuja zawarte w tej sekcji polecenia.

3. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,,Sprawdz sie” na forum klasy.
Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami na
biezgco.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonujg w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

5. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalajg prawidlowe rozwigzania.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:

» Jednomian kwadratowy i jego wspotczynniki. Przesuniecie wykresu jednomianu
kwadratowego wzdtuz osi uktadu wspotrzednych.

Wskazowki metodyczne:

» ,Symulacje interaktywna” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy w temacie przesuwania wykresu funkcji kwadratowej wzdtuz osi uktadu
wspotrzednych.

e Symulacje interaktywna mozna wykorzysta¢ do ¢wiczenia umiejetnosci odczytywania
wlasnosci wykresu funkcji kwadratowe;.
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