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Zrédto: dostepny w internecie: pikrepo.com, domena publiczna.

W tym materiale poznamy $rednig geometryczng. Srednia ta zaliczana jest do miar wartosci
przecietnej, ktore wskazuja wartos$¢ typowa dla badanej populaciji. Jest to miara mianowana,
a jej miano jest takie samo, jak to, ktore posiadajg dane, z ktorych jest obliczona. Srednia
geometryczna ma zastosowanie przede wszystkim wtedy, gdy mamy do czynienia

z wielkoSciami zmieniajgcymi si¢ w postepie geometrycznym. Z takimi zjawiskami mozna
spotkac si¢ na przyktad w demografii, w badaniach dotyczacych wzrostu lub spadku
dochodu narodowego. W systemach elektronicznych czestotliwo$¢ srodkowa, w optyce
powtloka antyrefleksyjna, w filmie wspotczynnik ksztaltu - te wielkos$ci rowniez wyrazane s3
za pomoca Sredniej geometrycznej.

My skoncentrujemy sie gléwnie na zastosowaniach matematycznych tej Srednie;.

Twoje cele

e Obliczysz srednig geometryczng danych liczb.
e Zinterpretujesz geometrycznie srednig geometryczna.
» Zastosujesz srednig geometryczna w obliczeniach z innych dziedzin wiedzy.




Przeczytaj

Rozwazmy najpierw Srednig geometryczng dwoch liczb.
Definicja: Srednia geometryczna (Srednia proporcjonalna) dwéch liczb

Srednig geometryczng dwoch liczb dodatnich a i b nazywamy taka liczbe dodatnig c, ze

a <
c b*

7 definicji wynika, ze ¢ = ab, zatem ¢ = v/ ab.

Geometrycznie mozemy okresli¢ Srednig geometryczng jako dtugos¢ boku kwadratu,
ktorego pole jest rowne polu prostokata o bokach dtugosci a i b.

c=vab

Wazne!

Czesto w obliczeniach, szczegolnie statystycznych, Srednig geometryczng oznaczamy: Z,
lub G.

Przyktad 1
Obliczymy Srednig geometryczna:
e liczb4i16
T, =v4-16 =64 =38,

e liczb2i3



javascript:void(0);

T,=v2-3=1/6.

Zauwazmy, ze Srednia geometryczna moze byc¢ liczbg wymierna dodatnig, badz
niewymierna dodatnia. Nie moze by¢ zerem, ani liczba ujemng, gdyz zakladamy, ze
okreslamy $rednig geometryczna tylko dla wartosci dodatnich (w przeciwienstwie np. do

Sredniej arytmetycznej).
Definicje Sredniej geometrycznej mozna uogolni¢, na przypadek n liczb.
Definicja: Srednia geometryczna

Srednig geometryczng n liczb dodatnich a1, as, as, . . ., a,, gdzien = 2, 3, 4, ...
nazywamy liczbe

Ty = {/a1-az2-a3-...-an

W przypadku trzech liczb a, b, ¢ $Srednia geometryczng tych liczb mozna interpretowac,
jako dtugos¢ krawedzi szeScianu, ktorego objetoSc jest rowna objetosci prostopadtoscianu
o dtugosciach krawedzi a, b, c.

Przyktad 2
Obliczymy Srednig geometryczna:
e liczb 2, 2,4, 16
T, = v/2:2:4-16 = v/256 = 4,

e liczb4,5,6,10,11,13

T, = V4-5:6:10-11-13 = v/171600 ~ 7, 45.

W przypadku odliczania $redniej geometrycznej duzejliczby danych, obliczanie
pierwiastkow wyzszych stopni moze sprawiac¢ klopot, zatem wygodniejjest korzysta¢ wtedy
z postaci zlogarytmowanej tej Srednie;.

Na przykiad jesli liczby a, b, ¢ s3 dodatnie i ¢ = v/ab to
log c = log (\/ ab)
Z wilasnosci logarytmu potegi i logarytmu iloczynu wynika, ze
log a+logb

logc = 3

Zatem logarytm przeksztalca zaleznoS$ci zapisane za pomocg iloczynu w zalezno$ci zapisane
za pomocg sumy. Zauwazmy tez, ze liczby log a, log b, log c tworzg cigg arytmetyczny.



Srednia geometryczna danych liczb dodatnich jest zawsze nie mniejsza od $redniej
harmonicznej tych liczb i nie wieksza od ich $redniej arytmetyczne;j.

Twierdzenie: Nieréownos¢ miedzy srednimi

Dla dodatnich liczb rzeczywistych aq, as, . . ., a, zachodza nastepujace zaleznosci
i ———— _ atayt..4a
TiliaL = Var-ag-.a, < A0t

Srednia geometryczna a cigg geometryczny
Przypomnimy teraz zalezno$¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
Twierdzenie: Zaleznos¢ miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego

Jezeli ciag (an) jest ciggiem geometrycznym o wyrazach dodatnich, to kazdy wyraz tego
ciggu (za wyjatkiem wyrazu pierwszego i ostatniego — w przypadku ciggu skonczonego)
jest srednig geometryczng wyrazow z nim sgsiadujgcych.

an = 4/0n-1 * Qn+1

dlan=1{2, 3, 4, ...}.
Powyzsza zaleznos¢ mozna uogolnic:

Jezeli (an) jest ciggiem geometrycznym o wyrazach dodatnich, a, nie jest ani pierwszym
wyrazem ciggu, ani ostatnim, to

Qp = 4/An—Fk * An+k
dan=42,3,4,...}) k={1,2,3,...}ik<n.
Przyktad 3

Liczby dodatnie = + 4, 2z, ¢ — %, w podanej kolejnosci, tworzg cigg geometryczny.
Znajdziemy wyrazy tego ciggu.

Liczby z + 4, 2z, z — % sq liczbami dodatnimi, czyli:
t+4>0=z>-4i2z>0=>z>0iz—+>0=>z> 1.
Zatem x > %

Wiemy, ze wyraz Srodkowy, czyli 2z jest Srednig geometryczng wyrazow skrajnych, czyli:

Za::\/(ac—l—él)(x—%)




Obie strony zapisanej rownosci sg dodatnie, wiec mozemy podniesc¢ je do kwadratu
i wykona¢ wskazane dziatania.

4z’ :w2—%:c+4a;—%
Otrzymane réwnanie kwadratowe sprowadzamy do postaci ogolneji rozwigzujemy.

322 — Lz + 7+ =0]-5

1522 — 192 +4 =0

A =121
VA =11
w1=1931)11=%>%
:1:2:%:1>%

Obie uzyskane liczby sa wieksze od %, wiec speiniajg warunki zadania. Istniejg wiec dwa
ciggi o wlasnosciach podanych w tresci zadania.

Dlaz; = 1% otrzymujemy:

4 _ 64
ﬁ+4 15
4 _ 8
2- 45 = 13
4 1 _ 1
15 5 — 15

Dla z2 = 1 otrzymujemy:
1+4=5

2-1=2

-4+

OdpowiedZ:

SN

).

Istniejg dwa ciagi spetniajagce warunki zadania: (?—g, 1%, %5) i (5, 2,

Przyktad 4
Ciag (a1, a2, as, ..., ap) jest ciggiem geometrycznym o wyrazach dodatnich.

Wykazemy, ze Srednia geometryczna jego wszystkich wyrazow jest rowna Sredniej
geometrycznej wyrazu pierwszego i ostatniego.



Mamy wykazac, ze {/ai-az-a3-...-a, = \/a1 - Qy.

Oznaczmy:
q - iloraz ciggu.

Wyrazy ciggu sg dodatnie, zatem q > 0.

Przeksztalcimy kazdg ze stron dowodzonej rownosci, zapisujac wyrazy ciggu za pomocg
wyrazu pierwszego i ilorazu.

Zaczniemy od lewej strony.

L = }/ai-a2-a3-...-ay,

L = {/a1-a1-q-a1-q*-...-a1-q"!

Korzystamy z wtasnosci iloczynu poteg o tych samych podstawach - wyktadniki
dodajemy.

L — {L/aln.q1+2+3+...+n—1

Sumal + 2 + 3+...4+n — 1 to suma kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego, zatem

1+2+3+...4n—1=H21 . (n—1) = n(n;l)

Otrzymujemy:

L: n n. n(n—1)
ar=-q >

Liczby a4 i g s3 dodatnie, wiec
L=a-q¢7

Teraz pora na przeksztalcenie prawej strony dowodzonej rownosci.
P=/aa,

P=+/aj-a;-q"!

P=+/a;% ¢q"1

Zapisujac pierwiastek w postaci potegi o wyktadniku utamkowych, otrzymujemy
P=(a? qn—l)%

P=a;- anfl

Zatem:



| P = L, cokonczy dowod.

Srednia geometryczna w statystyce

W statystyce Srednia geometryczna znajduje zastosowanie przy badaniu Sredniego tempa
zmian zjawisk, gdy zjawiska zmieniajg sie w ujeciu dynamicznym. Srednia geometryczna
mowi o wzroscie lub spadku wartosci danejzmiennejw badanym okresie, co jest
szczegolnie przydatne przy analizie wynikow inwestycyjnych. Srednig geometryczna
czesto wtedy wyrazamy w procentach.

Przyktad 5

Pan Kowalski zainwestowatl kwote 100 zt. W trzech kolejnych latach kapitat
zainwestowany osiggnal nastepujace wartos$ci: 80 zt na koniec pierwszego roku, 50 zt na
koniec drugiego roku, 90 zt na koniec trzeciego roku. Obliczymy $rednig stope zwrotu
zainwestowanego kapitalu na koniec rozwazanego okresu.

Stopa zwrotu to wyrazony w procentach zwrot osiggniety z inwestycji w danym roku
w relacji do jej kosztu.

Aby obliczy¢, czy inwestycja przynosi zysk czy straty w dluzszym okresie czasu,
obliczamy $rednig geometryczng tzw. indeksow. Indeks to miernik, ktory porzadkuje
wyniki pewnejliczby szczegoélowych obserwaciji, charakteryzuje zmiany w czasie. Indeks
obliczymy jako iloraz kapitalu w okresie n przez kapital w okresie n — 1.

Obliczenia zapiszemy w tabelce.

Okres Wartos¢ kapitalu Indeks
0 100 —
1 80 2.=0,8
2 50 22 =0,625
3 90 =18
Iloczyn indeksow 0,8-0,625-1,8=0,9
Srednia geometryczna indeksow /0,9 ~ 0, 9655

Srednia stopa zwrotu ($rednia geometryczna indeksow —1
)

Srednia stopa zwrotu wyrazona w procentach —3,45%

0,9655 — 1 = —0,0345

Odpowiedz:

Srednia stopa zwrotu to okoto (—3,45%).



Przyktad 6

W tabelce przedstawione sg dane na temat liczby posiadanych samochodow przez
mieszkancow pewnego miasta, w latach 2017-2020.

Rok Liczba samochod 6w
2017 345010
2018 328000
2019 426800
2020 401364

Ustalimy $rednie tempo zmian liczby samochodéw w badanym okresie.

Najpierw ustalamy tempo zmian w dwoéch kolejnych latach.

328000 ~_
345010 O’ 95

426800
328000 1’30

401364
426800 0,94

Wyznaczamy Srednig geometryczng znalezionych liczb.

z, = 4/0,95-1,30-0,94 ~ 1,05

W badanym okresie $redni przyrost liczby samochodow wynidst (1,05 — 1) - 100% = 5%

Zastosowanie geometryczne sredniej geometrycznej

W wielu problemach geometrycznych pojawiajg si¢ zagadnienia, ktorych rozwigzanie
prowadzi do uzyskania $redniej geometrycznej. Srednia geometryczna jest istotg ztotego
podziatu, wykorzystuje sie jg do przyblizonej konstrukcji kwadratury kota, czy konstrukcji
siedemnastokata foremnego.

Przyktad 7

o Przekatne trapezu ABCD przecinajg si¢ w punkcie F i dziela trapez na cztery
trojkaty takie, ze Paapp = Papgc (patrz rysunek). Mozna udowodni¢, ze

Pragp = v/Paase - PaepE




A B

o Jezeli w trojkagtach ABD i BCE boki AD i BE sg rownolegte oraz boki BD i CE sa

rownolegte (patrz rysunek), to Prggp = v/ Prasp - PABCE-

D

Przyktad 8

Dane sg odcinki o dlugosciach a i b. Skonstruujemy odcinek c, ktorego dtugosc jest

srednig geometryczng dtugosci tych odcinkow.

Rysujemy prostg, na ktorej odktadamy odcinki |OA| = ai|AB| = b.
Kreslimy potokrag o $rednicy OB.

Przez punkt A prowadzimy prostg prostopadia do prostej OB.
Prosta ta przecina potokrag w punkcie C.

Odcinek |CA| = vab = c.



b
. AL

Poprawnos¢ tej konstrukcji wynika z podobienstwa trojkatow OBC, OAC i CAB.

W trojkacie OBC kat OC B jest prosty (jako kat oparty na potokregu), trojkaty OAC' i
C AB s3 réwniez prostokatne i ich katy ostre sg odpowiednio réwne.

Zatem:

CAl _ b
a CA|

|ICA|* = ab

|CA| = Vab.

Przyktad 9

Okrag o srodku O i $rednicy a jest styczny zewnetrznie do okregu o Srodku O,
i Srednicy b, przy czym a > b. Prosta p jest wspolna styczng do tych okregow,
odpowiednio w punktach A i B. Wykazemy, ze |AB| = v/ ab.




Rozwiazanie:

Ze srodkow danych okregoéw poprowadzmy promienie do punktoéw stycznoSci.
Utworzone w ten sposob odcinki |01 A = §1[02B| = % sa prostopadte do prostejp
(promien w punkcie stycznosci jest prostopadly do stycznej), sq wiec rownolegle.

Utwoérzmy trojkat O1CO2 o boku C'O2 réwnoleglym do prostejp i taki, ze punkt C' nalezy
do O1A.

a—

Trojkat ten jest trojkatem prostokatnym, w ktorym przyprostokgtna |O1C| = 5=
atb
R

b
2
i przeciwprostokatna |01 05| =

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugo$¢ przyprostokatnej CO;.

(a;b)2 + |002|2 _ (a—zrb)2

Po przeksztalceniach otrzymujemy:

4/C0s|* = (a® + 2ab + b?) — (a® — 2ab + b?)
4|CO,|* = 4ab

|CO,|* = ab

Poniewaz a > 0, b > 0, jako promienie okregéw, stad

|CO;y| = Vab.

Stownik

srednia geometryczna (Srednia proporcjonalna) dwach liczb



Srednia geometryczng dwoch liczb dodatnich a i b nazywamy taka liczbe dodatnigce, Ze

a _ ¢
c b



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika. Najpierw samodzielnie sprébuj rozwigzac zapisany w infografice
problem.

Polecenie 2

Przez piec lat badano liczebnos¢ pewnego owada w wybranym siedlisku.

Uzyskano nastepujgce dane: w pierwszym roku 20 sztuk owadow, w drugim roku 40 sztuk,
w trzecim roku 20 sztuk w czwartym roku 20 sztuk, w pigtym roku 80 sztuk. Oblicz sredni
wspotczynnik wzrostu populacji obserwowanego owada. Wynik zaokraglij do czesci setnych.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawna odpowiedz. Ciag (2“1, 16, 2”4) jest ciagiem geometrycznym. Pierwszy
wyraz tego ciggu jest rowny:

O 2,5
O 42

O V2

O 2v2



Cwiczenie 2 @)

Przedstawione na rysunku ponizej tréjkaty rownoramienne BC'D i AC'D s3 podobne. Co
z tego wynika?

D A B

Zaznacz poprawng odpowiedz.
O |BD|=+/|CD|-|AD|
O |AD| = /[BD[-[CD]

O |cD|=+/|BD|-|AD|



Cwiczenie 3

Uzupetnij obliczenia sredniej geometrycznej, wpisujgc odpowiednie liczby.

Liczby Srednia geometryczna danych liczb

1,2, 4

2,4, 4,8

3,8, 9

1,1,1,1,1

3,3,8,09 12

Cwiczenie 4

Dane liczby, w podanej kolejnosci, tworza cigg geometryczny o wyrazach dodatnich. Potacz
W pary wyrazy ciggu i odpowiadajgcag mu wartos¢ liczby .

m—\/ﬁ,\/ﬁ,w—i—\/g rz=1
%7 %’m—?lj—Q z=2
3—Vz, Ve +3, T+ z x=25
I v =4
Cwiczenie 5

Roczny procentowy przyrost przychodéw pewnego przedsiebiorstwa w kolejnych czterech
latach wynosit: 2%, 20%, 50%, 5%. Oblicz $redni przyrost dochodéw w tym okresie.
Skorzystaj ze $redniej geometrycznej (wynik zaokraglij do 0, 01), odpowiedz podaj

w procentach.



Cwiczenie 6

Ustaw w odpowiedniej kolejnosci kolejne kroki dowodu twierdzenia
Jezeliliczby z, y, w, z sg liczbami dodatnimi, to
(z+y)(z+ w) > 4,/Tywz.

0>

W wyniku przeksztatcen rownowaznych, otrzymalismy dowodzong nieréwnos¢, co
konczy dowéd.

Przeksztatcamy zapisang nieréwnos¢ dla liczb z i y.
(2 +9)(z + w) > 4TG0z

Zapisujemy uzyskane nieréwnosci jedna pod druga.
St >y

Obie strony kazdej z nieréwnosci sg dodatnie, zatem mozemy pomnozy¢ stronami te
nierdwnosci.

Korzystamy z nierdwnosci miedzy srednia arytmetyczng, a geometryczng dla liczb 2
i w.

Przeksztatcamy zapisang nieréwnos¢ dla liczb z i w.

x+y>2/xy
z+w > 2y/wz

Korzystamy z nierdbwnosci miedzy srednig arytmetyczng, a geometryczng dla liczb x
i y.

z+w > 2y/wz

x+y>2/xy

O

114

O

14

214

114

O

O

114

O

O

114

114



Cwiczenie 7

Wsrod prostokatéw o przekatnej dtugosci 10 wskaz ten, ktéry ma najwieksze pole.
Uzupetnij rozwigzanie zadania, przeciggnij odpowiednie wyrazenia.

____________________

____________________

Zatem:

Odpowiedz:
Najwieksze pole ma kwadrat o boku dtugosci 5v/2.

W 5v/2 | | a2 = b2 | | prostokata g# ‘\/ﬂ’ a-a




Cwiczenie 8 @

Tréjkat ABC jest tréjkatem prostokatnym, w ktorym przeciwprostokatna AC ma dtugosé a.
Odcinek BD jest wysokoscia tego tréjkata i |[DC| = b. Wykaz, ze |BC| = v/ ab.




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Srednia geometryczna

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza srednig geometryczng danych liczb
 interpretuje geometrycznie Srednig geometryczng
 stosuje Srednig geometryczng w obliczeniach z innych dziedzin wiedzy

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e puzzle eksperckie



» skaczgca zaba
o kotimysz

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metoda ,skaczacej zaby” przypominaja uzyskane do tej pory wiadomosci na
temat ciggu geometrycznego i Srednich (rozpoczyna przypominanie uczen wskazany
przez nauczyciela, ktory podaje jedna powtorzeniowa informacje i ustala dtugosc skoku
zaby, czyli np. - odpowiadajg osoby oznaczone w dzienniku numerem podzielnym
przez 3).

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Praca w grupach metoda puzzli eksperckich. Poproszeni o to kilka dni wczes$niej
uczniowie, zapoznali si¢ z materiatem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’ i infografika. Ich
zadaniem jest przekazanie zdobytych informacji grupom, tak aby kazdy uczen potrafit
rozwiazac analogiczne zadanie.

2. Uczniowie w parach, metoda kot i mysz, rozwiazujg proponowane w materiale
¢wiczenia interaktywne. Przy czym mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigzac¢ zadania, a kot,
sprawdza ich poprawnos¢ - po 2 nieudanych préobach - kot ,tapie mysz”, ktora wypada
z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - teraz mysz staje sie kotem i procedura sie powtarza.
Prace uczniow nadzoruja nadal eksperci. W razie watpliwosci proszac o pomoc
nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Podsumowaniem zajec¢ jest dyskusja - jakie umiejetnosci potrzebne sa do sprawnego
rozwiazywania zadan z wykorzystaniem Sredniej geometrycznej, jakie strategie sg
najbardziej przydatne.

2. Uczniowie - eksperci opowiadajg o pracy grup, dzielg si¢ swoimi spostrzezeniami,
zwracaja uwage na mocne i stabe strony pracy.



3. Uczniowie dokonujg oceny kolezenskiej partneréw/partnerki z zabawy - kot i mysz.
4. Nauczyciel dzieli sie swoimi obserwacjami, zwracajac szczegolng uwage na wiodaca
role ekspertow i ich merytoryczne przygotowanie.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest poszukanie w dostepnych Zrodiach, informacji na temat jeszcze
innych, niz pokazane na lekciji, zastosowan sredniej geometryczne;j.

Materialy pomocnicze:
Srednia geometryczna
Wskazowki metodyczne:

Z infografikg kazdy uczen moze zapoznac si¢ w domu i na jego podstawie przygotowac
jedno zadanie, ktore na lekcji da do rozwigzania kolezance lub koledze z fawki.
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