Szczegolne trojkaty prostokatne



Szczegolne trojkaty prostokatne

W tym materiale poznasz szczegolne trojkaty prostokatne oraz dowiesz si¢ jakie
zwigzki wystepuja miedzy dlugosciami bokow takich trojkatow. Rozwiazesz zadania

dotyczgace tego zagadnienia.

Trojkat prostokatny rownoramienny
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a - dlugosc przyprostokatnej @ - dtugosc¢ przyprostokatne;j
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aVv2 - dtugosc przeciwprostokatne; x - dlugosc przeciwprostokatnej
45°, 45°, 90° - miary katow 45°, 45°, 90° - miary katow

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Aby podac dlugosci bokow w trojkacie prostokgtnym rOwnoramiennym, wystarczy
znac dtugosc¢ tylko jednego z bokow.

Trojkaty prostokatne rownoramienne
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 1

Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego rownoramiennego jest rowna 6.
Oblicz obwod L tego trojkata. Wymierne przyblizenie obwodu podaj

z dokladnoscig do jednego miejsca po przecinku.

™

a
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
W trojkgcie rownoramiennym przyprostokatne sg rowne. Oznaczmy przez a

diugosc¢ przyprostokatnej i zapiszmy rownos¢ wynikajacg z twierdzenia

Pitagorasa.

2a% =36/ : 2
a’® =18
a = V18.

Dlugos¢ przyprostokatnej wyraza si¢ liczbg niewymierng. Mozemy w dalszych
rozwazaniach uwzglednia¢ wartoéé dokladng: v/18 lub 3v/2 (wylaczajac czynnik



przed znak pierwiastka) lub przyblizona

V18 = 4,2426... ~ 4,24

3v2=3.1,414...~ 3-1,41 = 4,23.

Obliczamy obwod trojkata.

Sposéb I Sposéb 11
L=+18++18+6 L=3vV2+3V2+6
L=2V18+6 L=6V2+6
L~2-424+6 L~6-1,41+6
L ~ 14,48 L ~ 14,46

Obwod prostokata jest rowny w przyblizeniu 14, 5.

Przyktad 2

Obliczymy promien okregu opisanego na trojkgcie prostokatnym

rownoramiennym ABC, ktérego pole jest rowne 4,5 cm?.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Obliczymy dtugosc¢ przyprostokatnej, korzystajac ze wzoru na pole trojkata.
P = 3 -|AB|-|BC|,gdzie |AB| = | BC|

%MBF:¢5
|AB|* =9
|AB| = 3,
bo
|AB| > 0.

Promien okregu opisanego na trojkacie jest rowny potowie dtugosci

przeciwprostokatne;.

_ lac
2

|A0p:vbu#4w3m2:v©+9:3¢§
3
= 22
r 2\/—

r= 1,5\/5 cm.

Promien okregu opisanego na trojkacie ABC jest rowny 1,5+/2 cm.

Przyktad 3



Szesciokat ABCDEF zbudowany jest z dwoch przystajacych réwnoramiennych
trojkatow prostokatnych. Przeciwprostokatna w kazdym z tych trojkatow ma
dtugosc¢ 12. Stosunek dtugosci odcinkow EB do F'E jest rowny 2 : 1. Obliczymy
obwod wielokagta ABCDEF..

F

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Stosunek dtugosci odcinkow EB do F'E jest rowny 2 : 1, zatem

e dlugosc odcinka E'B stanowi % dtugosci odcinka F'B,

e dlugosc odcinka F'E stanowi % dtugosci odcinka F'B.

2 2
BB| = S -|FB|,|EB| = 5 -12=8

1 1
[EF|= 5 -|FB||EF|= 5 -12=4.

Oznaczmy przez a dtugo$¢ przyprostokatnej trojkagta ABF'. Obliczamy a,

korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.

a’ —I—a2 — 122



2a% = 144

a’ = T2
a =72

a=+36-2=6V2

Obliczamy obwdéd szesciokata ABCDEF'.
L = |AF|+ |FE|+ |ED|+ |DC| + |BC| + |BA|
L=a+|EF|+a+a+ (|[EC|—|EB|)+a
L =4a+4+ (12 -38)
L=4-6V2+4+4

L= 4(6\/§+2).

Obwod szeSciokata jest rowny 4 (6\/5 + 2) :

Trojkat o katach 30°, 60°, 90°
Przyktad 4

Bok tréjkata réwnobocznego ABC ma dlugo$¢ 2a. Obliczmy miary katow i
dtugosci bokow trojkata C DB, gdzie punkt D jest spodkiem wysokosci

poprowadzonej z wierzchotka C.




A

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trojkacie rownobocznym kazdy kgt ma miare rowng 60°. Kat ABC jest katem
w tréjkacie rbwnobocznym, zatem jego miara jest rowna 60°

I4DBC| = 60°.

Wysoko$¢ CD jest prostopadia do podstawy AB, zatem kat C' DB jest katem
prostym

|LCDB| = 90°.

Wysokos¢ w trojkgcie rownobocznym jest zarazem dwusieczng kata, zatem kat
DCB ma miar¢ 60°: 2 = 30°

|4DCB| = 30°.

Miary katow w tréjkacie CDB sa réwne 30°,60°,90°.

Tréjkat DBC jest trojkgtem prostokatnym, w ktorym przeciwprostokgtna ma
dtugosc¢ 2a.

Wysoko$¢ CD dzieli podstawe AB na dwa przystajace odcinki



1 1
a::|DB\:§]AB|:E-2a:a.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dlugo$¢ boku C'D, czyli
wysoko$¢ h trojkata CDB

h? + a? = (2a)

h? = 4a% — a?

boa > 0ih > 0.

Boki trojkata C'DB maja dlugosci: 2a, a, av/3.

Wysokos¢ dzieli trojkat rownoboczny na dwa przystajace trojkaty prostokatne.
Miary katow w kazdym z tych trojkatéw sg rowne: 30°,60°,90°.

Jesli oznaczymy przez 2a dlugos¢ przeciwprostokatnej w tak otrzymanym
trojkacie prostokatnym, to dtugoéci pozostalych bokoéw sa rowne a i av/3 . Przy
czym naprzeciw kata o mierze 30° lezy przyprostokatna, ktérej dlugos¢ jest

dwukrotnie mniejsza od dtugosci przeciwprostokatne;.

Wazne!

Trojkat prostokatny o katach 30°,60°,90°.



N

aV'3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e 2a - dlugosc¢ przeciwprostokatne;j,
e a - dlugo$c¢ przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata 30°,

e ay/3- dlugos$¢ przyprostokatnej lezacej przy kacie 30°.

Przyktad 5

Torba wykonana jest z dwoch jednakowych kawatkow skory. Kazdy z nich ma
ksztalt trapezu rOwnoramiennego, w ktorym ramie i krotsza podstawa maja

dtugosc¢ 30 cm, a kgt rozwarty ma miare 120°.
Ile cm? skory zuzyto na wykonanie tej torebki?

Obliczymy pole powierzchni jednego z kawatkow skory, z ktorego wykonana jest

torebka, czyli pole odpowiedniego trapezu.

X 30 cm X
609 \

30 cm h
30°

30 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka krotszej podstawy podzielita trapez na
czworokat i trojkat prostokatny o katach 30°,60°,90°. Przeciwprostokatna

w tym trojkgcie ma dtugosc 30 cm, zatem = = 15 cm (przyprostokatna lezgca
naprzeciw kata o mierze 30°)i h = 15+/3 cm (przyprostokatna lezgca przy kacie
0 mierze

30°).

Zatem wysokoé¢ trapezu jest rowna 15v/3 cm, a dtuzsza podstawa ma dhugosé

15cm + 30 cm + 15 cm = 60 cm.

Obliczamy pole trapezu.

p_ 60—;—30 1573

P = 675V3

P~ 1170 cm?.

Obliczamy, ile cm? skory zuzyto, aby wykonaé torebke.

21170 = 2340.

Na wykonanie torebki zuzyto okoto 2340 cm? skory.



Cwiczenie 1
Trojkaty na rysunkach sg prostokatne i rwnoramienne. Wyznacz x na kazdym

Z ponizszych rysunkow.

a)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

b)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uzupetnij odpowiedzi, przeciggajac w luki odpowiednie liczby.



______________

______________

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2 @)
Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. W tréjkacie prostokagtnym réwnoramiennym

() stosunek obwodu do dtugosci przeciwprostokatnej jest réwny V2.
() dtugosé¢ przynajmniej jednego z bokéw jest wyrazona liczbg niewymierna.

() przeciwprostokatna jest dwukrotnie dtuzsza od przyprostokatnej.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 3
Katy trojkata sg rowne 45°, 45°, 90°. Najdtuzszy bok ma dtugosé m. Oblicz sume dtugosci

krotszych bokow. Kliknij w luke, aby rozwinac liste i wybierz odpowiednie wyrazenia
w odpowiedniej kolejnosci.

E—i_ 7777777777777 = =i =i
271121 27712\/5”37712\/5 ‘mrf m\/§ mT\/i

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4 C
Dany jest tréjkat prostokatny rownoramienny. Oblicz obwod L tego trojkata w podanych
przypadkach. Kliknij w luki, aby rozwing¢ liste i wybierz odpowiednig liczbe.

« Kiedy przyprostokatna tego trojkata ma dtugos¢ 2, wtedy obwéd tego tréjkata wynosi

5v2 [6] (V6 |[2v2 (2] [4vE] [3vE ][ 12]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5 (]
Czy istnieje trojkat prostokatny rownoramienny, ktérego dtugosci bokow wyrazaja sie
liczbami naturalnymi? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() Tak, istnieje.
() Nie, nieistnieje.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Czy w ponizszym tréjkacie ABC bok BC jest najdtuzszy?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wybierz poprawng odpowiedz.

Tak, trojkat jest prostokatny i BC jest jego przeciwprostokatng

Tak, poniewaz tréjkat ma dwa rowne katy

o O O

Nie, trojkat jest prostokatny i BC jest jego przeciwprostokatng

() Nie, poniewaz tréjkat ma dwa réwne katy

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem, na ktérym znajduja sie trzy trapezy.

a) b)

40 cm
45° 457

8 cm

10 cm

N\ /15

20 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

c)

45

42

Uzupetnij obwody trapezow, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

’\/5 (cm)

’\/E (cm)

g -+
= -
o)L = ’\/5—%‘

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

®

Miara kata rozwartego réwnolegtoboku jest réwna 135 °. Dtuzszy bok jest rowny 16 dm.
Oblicz obwéd rownolegtoboku, wiedzac, ze jego wysokos¢ opuszczona na dtuzszy bok jest
rowna 2 dm. Uzupetnij ponizsze zdanie, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

Obwadd tego rownolegtoboku wynosi (‘

+

’\/5 ) dm.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem, na ktérym znajduja sie trzy trojkaty.

a)

B 30

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

b)

a4

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

30° N

10

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uzupetnij obwody trojkatow. Kliknij w luke, aby rozwinac liste i wybierz odpowiednia
liczbe.



______________

______________

(15+5v3 || 12+4v3 |20+ 7v3 || 10,5+ 3,5V3 |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem trojkata.

y

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych réwnosci. Zaznacz wszystkie rownosci prawdziwe.

a—k=+2

k=33

O o O

k=3v2

(] a=18

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

®

W tréjkacie prostokatnym stosunek miary katéw ostrych jest rowny 2 : 1. Krétsza

przyprostokatna ma dtugosc¢ 10. Oblicz obwéd trojkata. Uzupetnij zdanie, klikajgc w luke,
aby rozwing¢ liste i wybierz odpowiednig liczbe.

,,,,,,,,,,,,,,

(0] 5] 0] [10][20][50]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem trojkata.

\\\ 120°

23

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zaznacz informacje, ktérg mozna odczytac z rysunku.

_ A3
O ZB—I-y—T
O z+y=2+3
O z+y=2v3

O z+y=4V3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13 O]
Metalowy element ozdobny ma ksztatt trapezu przedstawionego na rysunku. lle m?

blachy potrzeba na jego wykonanie?

8m

60°

5m

45° f

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14 ®
Punkty: E, F', G sa $Srodkami bokow tréjkata rownobocznego ABC'. Punkt D jest
punktem przeciecia srodkowych bokéw tego tréjkatai | DE| = 2.

O
A G B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Potacz w pary wielokaty z odpowiadajgcymi im obwodami.

tréjkat ABC L=3-4/3=12V3
czworokat FDEC L=6+4V3+2V/3=6+6V3

tréjkat EDB L=2+2+2V3+2V3=4+4V3

trojkat EAB L=2+4+2/3=6+23

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15 Q)
Szerokos$¢ prostokata jest rowna 4 dm. Znajdz sume dtugosci przekatnych tego prostokata,
wiedzac, ze przecinajg sie one pod katem 120°. Uzupetnij odpowiedz, wpisujac w luki
odpowiednie liczby.

Suma dtugosci przekatnych wynosi ’dm+‘
dm.

dm=

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16 O

Dany jest okrag o Srodku w punkcie S i promieniu 3m, gdzie m jest liczbg naturalng
dodatnia. Z punktu P lezacego poza okregiem poprowadzono styczne do okregu,

przecinajace sie pod katem 120°. lle wynosi dtugo$¢ odcinka SP? Rozwaz dwa
przypadki.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 17 @

Przekatna prostokata dtugosci 8 cm jest nachylona do dtuzszego boku pod katem 30°.
Oblicz pole i obwod tego prostokata. Uzupetnij réwnosci, klikajagc w luke, aby rozwing¢ liste
i wybierz odpowiednig liczbe.

‘16\/3"16\/§y|(8+8\/5)|‘(4+4\/§)||(8+8\/§)|

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18 O

Na trojkacie opisano okrag o promieniu 7 dm. Oblicz trzy wysokosci trojkata, wiedzac, ze
miary katow tego trojkata sg w stosunku 3 : 2 : 1. Uzupetnij rownosci, klikajagc w luki, aby
rozwinac liste i wybierz odpowiednig liczbe.

« hy = ‘dm
e hy = dm
e h3= ‘dm

f6]sva|[8]|7v3|[7]]4,5v3]]2,5v3 || 6v3 ]| 3,5v3]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 19 @
Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem i oblicz dtugos¢ x w kazdym rombie. Uzupetnij luki

w zdaniach, wpisujac odpowiednig liczbe.

a) b) <)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

« W rombie A dtugos$¢ = wynosi NEY

« W rombie B dtugos¢ x wynosi

« W rombie C dtugo$¢ = wynosi

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



