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Liczby pierwsze to liczby naturalne, ktore posiadaja dwa dzielniki: liczbe 1 i sama

siebie. W zbiorze liczb pierwszych nie ma liczby 1, gdyz jej wtasnos$¢ multiplikacji nie

zmienia wartosci liczby (kazda liczba pomnozona przez 1 w iloczynie jest rowna same;j
sobie, stagd mozna wielokrotnie pomnozy¢ przez 1 nie uzyskujac zadnych zmian

w warto$ci wyniku). Zatem liczby pierwsze to liczby: 2, 3,5, 7,11, 13,17, 19, 23, ... Czy
jest ich skonczona ilo$¢?

Nalezatoby przypuszczac ze nie, skoro liczb naturalnych jest nieskonczenie wiele. Jak
zatem mozna odnajdywac liczby pierwsze w zbiorze liczb naturalnych? Czestos¢ ich

wystepowania wydaje sie by¢ catkowicie przypadkowa.

Twoje cele

e Rozpoznasz (wskazesz) liczby pierwsze, blizniacze, doskonate,
zaprzyjaznione.

e Wykorzystasz informacje o poznanych rodzajach liczb do rozwigzywania

zadan.




e Przeanalizujesz przeprowadzony dowod w zakresie istnienia nieskonczenie

wielu liczb pierwszych.

e Przetestujesz hipotezy w zakresie poznanych wtasnosci liczb.



Przeczytaj

Na pytania o wlasno$ci liczb pierwszych probowato odpowiedzie¢ wielu naukowcow,

a dzi$ komputery stosujace odpowiednie algorytmy wcigz poszukujg coraz to

wiekszych liczb pierwszych. Aktualnie najwi¢kszg znang liczbg pierwsza jest
282589933 _ 1 Liczba ta ma 24862048 cyfr. Jej odkrycia dokonano 7 XII 2018 roku na

komputerze jednego z uczestnikow projektu GIMPS - Patricka Laroche'a z Ocali

w stanie Floryda.

Stanistaw Ulam
Zrédto: Los Alamos National laboratory,

http:/commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Spirala Ulama lub spirala liczb
pierwszych, to graficzna metoda
ukazujgca prawidlowosci w rozkladzie
liczb pierwszych, zaproponowana przez
polskiego matematyka Stanistawa Ulama
w 1963 roku. Spirala powstaje z zapisu
kolejnych liczb naturalnych poczawszy
od 1, a potem spiralnie w kwadracie
wpisywanych kolejnych liczb
naturalnych. Stanistaw Ulam oznaczajac

na niej jedynie liczby pierwsze zauwazyl,

ze wystepuja one na liniach
diagonalnych, czyli skosnych.
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101 100 99 98 97 96 95 94 93 92 91
1021 65 64 63 62 61 60 59 58 57|90
103| 66 | 37 36 35 34 33 32 31 | 56 | 89
10467 | 38|17 16 15 14 13 | 30 | 55 | 88
1051 68 | 39 | 18 | 5 4 3 | 12| 29 | 54 | 87
106 69 | 40 | 19 | 6 1 2 | 11| 28 | 53 | 86
107 70 | 41 | 20 | 7 8 9 10| 27|52 )85
108 | 71 | 42 | 21 22 23 24 25 26| 51 | 84
109 72 | 43 44 45 46 47 48 49 50 | 83
1M0{73 74 75 76 77 78 79 80 81 82
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120 121

Spirale Ulama wykorzystuja dzi§ programisci podejmujgc kolejne proby programowania algorytmow,
ktore stuzy¢ maja wyszukiwaniu liczb pierwszych.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Najbardziej znanym algorytmem, i jednym z najstarszych wykorzystywanych

w poszukiwaniu liczb pierwszych, jest Sito Erastotenesa. Autorstwo tego algorytmu
przypisuje si¢ Eratostenesowi z Cyreny. Algorytm ten pozwala na wyznaczenie
wszystkich liczb pierwszych, mniejszych od ustalonej liczby. Istotg algorytmu jest
wykreslanie z listy kolejnych liczb naturalnych, tych liczb, ktore maja wiecej niz dwa
dzielniki. Dla przyktadu rozpatrzymy kolejne liczby naturalne od 0 do 102.



100 98 97 96 95 94 B2 91 g
101 | 64 62 61 60 59 58 56 | 89
1021 65|36 35 34 32 31 30| 55| 88

66 | 37 | 16 14 13 |12 | 29 54-

67 | 38 | 17 | 4 3 2 |11 | 28| 53] 86

68 18 | 5 0 1 10 52 | 85

40 | 19| 6 7 8 26 84
70 | 41 | 20 22 23 24 25 | 50 | 83
71 | 42 43 44 46 47 48 49 | 82
72 73 74 76 77 78 79 80

Wiemy ze zero i jeden nie s3 liczbami pierwszymi oraz, ze najmniejsza liczba pierwsza to 2. Zatem
ze spirali skreslimy najpierw wszystkie liczby bedace wielokrotnoscia 2 (oznaczone kolorem
zielonym). Kolejna liczba pierwsza jest 3, zatem wykreslamy te wielokrotnosci liczby 3, ktore
jeszcze nie zostaly wykreslone. Nastepnie wykreslamy wielokrotnosci liczb 5 i 7. W wyniku tej

operacji wykreslania w tabeli pozostajg tylko liczby pierwsze (na biatym tle).
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Funkcjonalnos$c¢ algorytmu Euklidesa maleje wraz ze wzrostem liczb pierwszych.
Poszukiwanie coraz wigkszych liczb pierwszych wymaga wykonania coraz wigkszej
liczby operacji, ktore rowniez dla dzisiejszych komputerow stanowig wyzwanie. Stad
tez wnioskujac o pewnej rownomiernosci rozkladu liczb pierwszych w zbiorze liczb

naturalnych, wciaz jest trudno przewidzie¢ wartosc¢ kolejnej liczby pierwsze;j.

Twierdzenie Euklidesa: liczb pierwszych jest nieskonczenie
wiele

Chcac udowodni¢ powyzsze twierdzenie, wykorzystamy podstawowe twierdzenie

arytmetyki:

Kazda liczba naturalna wigksza od 1 jest albo liczbg pierwszg, albo da sig ja

jednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych.



Z powyzszego twierdzenia wynika, ze istnieje dokladnie jeden sposob, w jaki mozna
przedstawi¢ dowolng liczbe ztozong w postaci iloczynu liczb pierwszych. Np.
77="7-11,100 = 2 - 2.5 - 5, itd. Te wlasnos¢ wykorzystamy w dowodzie nie wprost,

czyli wnioskowaniu prowadzgcym do sprzecznosci.

Zbidr jest nieskonczony, jesli zawiera wiecej niz okreslona liczbe k elementow,
niezaleznie od tego, jakie k wybierzemy. Zal6zmy, ze zbior liczb pierwszych jest

skonczony i zawiera doktadnie g elementow, ktore oznaczymy symbolami pq, pa, ... pg

Rozwazmy teraz liczbe:

Liczba P jest albo liczba pierwszg, albo liczbg ztozong. Jesli P jest liczbg ztozona, to
dzieli si¢ przez ktoras z liczb pierwszych p; - pa-.. ... Dq- Zauwazmy jednak, ze

w wyniku dzielenia P przez pi1 otrzymujemy reszte, a wiec P nie dzieli si¢ przez p1
(bez reszty). Stosujac analogiczne rozumowanie dla pozostatych liczb mozemy
pokazac, ze P nie dzieli si¢ przez zadng z wartoS$ci p1, p2, ... Pg, @ W naszym zatozeniu
sq to liczby pierwsze. Wnioskujgc oznacza to, ze P jest liczbg pierwsza r6zna od
kazdej z dotychczasowych liczb p1, pa, ... pg, €O stoi w sprzecznoSci z zatozeniem, ze
naszych liczb pierwszych jest skonczona lista. Zbior liczb pierwszych ma wiec wiecej

niz q elementow, co konczy dowod.

Liczby Mersenne’a

Liczby Mersenne’a, to liczby, ktére maja posta¢ 2P — 1, gdzie p jest liczba pierwsza,
aich nazwa pochodzi od Marina Mersenne’a (1588-1648), francuskiego mnicha
franciszkanina i matematyka, ktory przypuszczal, ze wsrod liczb postaci 2P — 1
znajduja sie prawie wszystkie liczby pierwsze (tzn. wszystkie poza ewentualng pewnag
skonczong ich liczbg). Mersenne twierdzit tez, ze liczby 2P — 1 s3 pierwsze dla

p = 2,3,5,7 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257 i dla zadnych innych liczb naturalnych
p < 258. Co wynikalo z koniecznoSci przeprowadzenia bardzo zmudnych i nie

wolnych od btedoéw arytmetycznych obliczen. DziS$ juz wiemy ze popetnit pie¢



btedow. Liczby pierwsze otrzymamy takze dlap = 61, 891 107,adla p = 671 257

otrzymamy liczby ztozone.
Liczby bliZniacze

Liczby pierwsze, rozniace sie o 2, zwane s3 blizniaczymi. Liczby blizniacze stanowia
pary:3i5,517,11113,17i19,29131,41i43, ..

Najwieksza znang dzi$ parg liczb blizniaczych sg liczby: 260497545 - 26625 + 1 i
260497545 - 26625 — 1

Liczby doskonale

Liczbe naturalng nazywamy doskonatlg, gdy jest suma wszystkich swoich dzielnikow
wlasciwych (dzielnik wiasciwy liczby to kazdy dzielnik mniejszy od samej liczby).
Liczbami doskonatymi sg: 6, 28, 496, poniewaz:

dzielniki wlasciwe 6 to 1,2, 3, za§ichsuma: 1 +2+3 =6

dzielniki wlasciwe 28to 1,2,4,7,14,suma: 1 +2+4+ 7+ 14 = 28

dzielniki wtasciwe 496 to 1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124, 248, suma:
1+2+4+8+16+ 31+ 62 + 124 + 248 = 496

Nie dziwi fakt ze dotychczas znaleziono tylko 39 liczb doskonatych, wszak obiekty
doskonate i pigkne zawsze sg rzadkie. Euklides zauwazyt, ze liczby postaci

(2p — 1) 271 53 doskonate, o ile 2P — 1 jest liczba pierwsza.
Liczby zaprzyjaznione

Pary liczb naturalnych o tejwlasnosci, ze suma dzielnikow wilasciwych kazdejz nich
rowna jest drugiejliczbie, to liczby zaprzyjaznione. Zaprzyjazniony duet to: 220 i 284,
poniewaz suma dzielnikow wlasciwych

220(1+2+5+ 10+ 11 + 20 4 22 + 44 + 55 + 110) jest réwna 284 , a suma
dzielnikow wlasciwych 284 (1 + 2 + 4 + 71 + 142) to 220.

Kazda liczba doskonata jest zaprzyjazniona ze sobg. Obecnie znanych jest blisko 8000

par liczb zaprzyjaznionych, nie wiadomo jednak, czy istnieje ich nieskonczenie wiele.

Hipoteza Goldbacha: kazda liczba parzysta wieksza od 2 jest
sumg dwoch liczb pierwszych

W 1724 roku Christian Goldbach w liscie do Leonharda Eulera, przedstawit hipoteze,
ze kazda liczbe naturalng wigksza od 2 mozna przedstawic¢ za pomocg trzech liczb



pierwszych, gdzie liczby te moga si¢ powtorzyc¢ (w tamtych czasach 1 uwazano za

liczbe pierwszyg).

Euler uproscit te hipoteze i przedstawit jg nastepujaco:
wkazda liczba naturalna parzysta wigksza od 2 jest sumg dwoch liczb pierwszych.”

A zatem:

4 = 2 4+ 2

6 =3+ 3

8 =3+ 5

10 =3+7=5+5
12 =5 + 7

14 =3+11=7+7

Pomimo, iz sformutowat j3 w rezultacie Euler, nazwa nie zostala zmieniona, i to
wiasnie te hipoteze do dzisiaj nazywamy hipotezg Goldbacha. Dlaczego hipoteza?

Gdyz do dnia dzisiejszego nie doczekata si¢ formalnego matematycznego dowodu.

Stownik

liczby pierwsze

to liczby naturalne, ktore posiadaja dwa dzielniki: liczbe 1 i samg siebie



Aplet

Polecenie 1
Zaobserwuj wskazania prostej, zmieniajagc wartosci zawarte w suwaku. Co ilustrujg

punkty przedstawione na uktadzie wspotrzednych? Jakie mozesz wyciggnac wnioski?



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @
Cwiczenie 1 ¢

Zaznacz liczby pierwsze.

10} 2003050901501 0], (21 0], 28 0],
27 (J],|57 O], 61 (I ].[63 (0], 67 O ],| 71 (O |,| 73 (T ],| 78 (]|,
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Cwiczenie 2 @

Zaznacz liczby ztozone.

20,90 [0 [0 (10, (280, |27 O.[57 O] [ 61 ]
63 [er ][ O] [ O] [ O] [s30].[87 ][ 91 O]
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Cwiczenie 3 @]
Zaznacz ponizsze liczby, wedtug podanego klucza:

(] doskonate (] pozostate

2[6|7][19] 28 |[91|[ 101 496 | 33+ 1| 227 1




Cwiczenie 4

Podane pary liczb umies¢ w odpowiednich okienkach.

Pary liczb blizniaczych

5i7" 2i5" 31i35" 3i5’

21i29

17i19" 11i13]

Pary, ktére nie s3 liczbami blizniaczymi

41143

5i9"13i17’

Cwiczenie 5

Potacz w pary liczby zaprzyjaznione.

1184
496
2924
6368
5020

66928

29i31

6232

2620

496

5564

66992

1210



Cwiczenie 6 O

Wskaz liczby Mersennea odpowiadajace poszczegdlnym liczbom pierwszym p.

..............

25 + 1 [ﬂ@ 281 (11 |[7|[7]|72—1|[1][31]127]

Cwiczenie 7 O

Wskaz zapisy, ktore moga by¢ ilustracja hipotezy Goldbacha.

10=3+7(]|[12=3+7+2 ()| 26=3+5+5+13 ]
118 =59 +49 || 128 =61+ 67 () || 162 =73+89 ]|/ 100 =43 +57 [ |




Cwiczenie 8

Dopasuj odpowiedzi do poszczegdlnych stwierdzen.

..............

______________

______________

______________

‘ liczby blizniacze ’ ‘ liczby pierwsze ’ ‘ Sito Erastotenesa ’ ‘ liczby doskonate ’

‘ nieskonczenie wiele ’ ‘ dowdd nie wprost ’ ‘ hipoteza Goldbacha ’ ‘ Spirala Ulama ’




Cwiczenie 9 @

Okresl, czy dane stwierdzenie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Prawda Fatsz
Wielokrotnosci liczb pierwszych sg liczbami pierwszymi
Kazda liczba doskonata jest zaprzyjazniona ze sobg
Kazda liczba Mersenne’a jest liczbg pierwszg

Liczby postaci (2P — 1) - 2P~1 s3 doskonate, o ile
2P — 1 jest liczbg pierwsza

Spirala Ulama to algorytm do poszukiwania liczb

pierwszych
Liczbami doskonatymi s3: 6, 28, 496
Najwieksza znana liczba pierwsza to 282589933 1 1

Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele

O|0|0|0] O | O |O|0|0O
O0/00] O O 000

Liczby blizniacze s3 liczbami pierwszymi

Cwiczenie 10 @
Podejmij prébe odpowiedzi na pytanie zawarte w temacie dzisiejszych zajec: Dlaczego

liczby blizniacze nie sg zaprzyjaznione?




Dla nauczyciela

Autor: Elzbieta Miterka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dlaczego liczby blizniacze nie sg zaprzyjaznione?

Grupa docelowa: 1l etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres podstawowy

Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt

z dzielenia nie trudniejsze niz:

a) dowod podzielnoSci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych,

b) dowod wiasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej trzecia

potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.



Cele operacyjne:

Uczen:

e rozpoznaje (wskazuje) liczby pierwsze, blizniacze, doskonale, zaprzyjaznione.
e wykorzystuje informacje o poznanych rodzajach liczb do rozwigzywania zadan.

e analizuje przeprowadzony dowod w zakresie istnienia nieskonczenie wielu liczb

pierwszych.

e testuje hipotezy w zakresie poznanych witasnosci liczb.

Strategie nauczania:

e lekcja odwrocona;

e konstruktywizm.

Metody i techniki nauczania:

e dyskusija;

e kreatywna rozmowa z wykorzystaniem symulacji i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z gloSnikami i dostepem do internetu, stuchawki;

e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;



Przebieg zajec:

Faza wstepna

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria

sukcesu.

2. Zajecia przeprowadzane metodg lekcji odwroconej. Na wezesniejszej lekcji
nauczyciel dzieli klase na 4 grupy, ktorych zadaniem jest przygotowanie prezentacji

multimedialnych.

grupa 1: Spirala Ulama i sito Erastotenesa.

grupa 2: Twierdzenie Euklidesa: liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

grupa 3: Liczby Mersenne'a, blizniacze, doskonate i zaprzyjaznione.

grupa 4: Hipoteza Goldbacha: kazda liczba parzysta wigksza od 2 jest sumg

dwoch liczb pierwszych.

Podczas przygotowywania prezentacji uczniowie wykorzystuja e-materiaty oraz
zrodla internetowe. Powinni uwzgledni¢ przede wszystkim materialy wizualne.
Prezentacje powinny zawierac jak najmniej tekstu - jej treS¢ przedstawia uczniowie

ustnie podczas zaje¢. Kazda prezentacja moze trwac nie dtuzej niz 5 minut.

Faza realizacyjna

1. Grupy przedstawiaja swoje prezentacje - komentujg materialy wizualne zawarte

W prezentacii.

Po kazdej prezentacji nastepuje runda pytan do prelegentow. Uczniowie mogg
uzupetni¢ wtedy swoje notatki, poprosic o wyjasnienie niezrozumialych kwestii.
Nauczyciel prosi tez uczniow, o skomentowanie pracy kolegow i kolezanek: co

w prezentacji im si¢ podobato, a co mozna bylo przedstawic¢ inaczej; czy majg jakie$

rady dla autorow.



2. Uczniowie analizujg dowod twierdzenia Euklidesa, ze liczb pierwszych jest
nieskonczenie wiele. Nastepnie chetny/wybrany uczen przeprowadza dowod na
tablicy. Reszta klasy weryfikuje jego poprawnoS$c¢ i w razie potrzeby uzupetnia

informacje.

3. Praca w parach. Analiza danych w aplecie dotyczacym hipotezy Goldbacha: kazda
liczba parzysta wigksza od 2 jest suma dwoch liczb pierwszych. Uczniowie dyskutuja,
a nastepnie zapisuja wnioski. W kolejnym kroku wybrane pary omawiajg swoje

opracowania na forum klasy i formutuja wspolne wnioski.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela. Wspolnie

omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca

1. Na zakonczenie zaje¢ nauczyciel zadaje uczniom pytania:

e Co na zajeciach wydato wam si¢ wazne i ciekawe?
e Co bylo tatwe, a co trudne?

e Jak mozecie wykorzysta¢ wiadomosci i umiejetnosci, ktore dzis zdobyliscie?

Chetni /wybrani uczniowie podsumowujg zajecia.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg ¢wiczenie 11.

Materialy pomocnicze:

Zastosowanie liczb pierwszych

Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania multimedium:


file:///a/DpYjKwOQq

Aplet moze postuzy¢ tez jako inspiracja do przygotowania przez uczniow symulacji dla
liczb dodatnich z przedziatu (50, 60).



