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Apoloniusz z Pergi (ok. 260 p.n.e. - ok. 190 p.n.e.), ktory jako pierwszy wprowadzit pojecie
asymptoty, byt greckim matematykiem i astronomem. Juz w starozytnosci nazywany byt
»Wielkim Geometrg”. Pojecie asymptoty pojawia si¢ w jego dziele Kwvika (Stozkowa)
poswieconym krzywym stozkowym. Imieniem Apoloniusza nazwany jest rowniez krater
znajdujacy sie na wschodniej stronie Ksiezyca, widzianejz Ziemi.

W tym materiale wprowadzimy pojecie asymptoty ukosnej wykresu funkcji i przedstawimy
metody jej wyznaczania.

Twoje cele

» Poznasz definicj¢ asymptoty ukosnejwykresu funkcii.
e Wyznaczysz rownania asymptot ukosnych wykresu funkcii.
» Wykorzystasz poznane definicje i twierdzenia do rozwigzania zadan.




Przeczytaj

Asymptoty wykresow funkcji pozwalajg lepiej wyobrazi¢ sobie ich ksztalt. Asymptoty nie sa
czescig wykresu, stanowig jedynie linie pomocnicze przy szkicowaniu wykresow.

Sg trzy rodzaje asymptot:

e pionowe,
e poziome,
o ukosne.

W ponizszym materiale omowimy asymptoty ukosne.

Asymptota ukosna lewostronna wykresu funkcji
Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (—oo, c), gdzie ¢ € R.
Definicja: Asymptota ukosna lewostronna wykresu funkcji

Prosta y = az + b jest asymptotg uko$ng lewostronng wykresu funkciji y = f(z), jezeli
granica roznicy warto$ci funkcji f i funkciji liniowejy = ax + b dla x dazacego do (—o0)
jest rowna zero:

lim [f(z) — (axz + b)] = 0.
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Z definicji asymptoty ukosnejlewostronnejwynika, ze wykres funkcji dla z dgzacego do
(—o0) coraz bardziej zbliza sie do asymptoty.

Twierdzenie: Asymptota ukosna lewostronna

Prosta y = ax + b jest asymptota lewostronng uko$ng wtedy i tylko wtedy, gdy

— lim & — 1 _
a= lim < orazb—ml_1>1_noo[f(w) az)

i granice te sg wlasciwe.

Asymptota ukosna prawostronna wykresu funkcji
Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (¢, 00), gdzie ¢ € R.
Definicja: Asymptota ukosna prawostronna wykresu funkcji

Prosta y = az + b jest asymptotg uko$ng prawostronng wykresu funkcji y = f(x), jezeli
granica roznicy wartos$ci funkciji f i funkciji liniowejy = az + b dla z dgzacego do 400
jest rowna zero:

lim [f(z) — (ax +b)] = 0.

T——+00

Z definicji asymptoty ukosnej prawostronnejwynika, ze wykres funkcji wraz ze wzrostem
argumentow coraz bardziej zbliza si¢ do asymptoty.

Twierdzenie: Asymptota ukosna prawostronna


javascript:void(0);

Prosta y = ax + b jest asymptotg prawostronna uko$ng wtedy i tylko wtedy, gdy

— lim & — 1 _
a—xl_1>15£1Oo ; orazb—mgrlloo[f(x) az)

i granice te s3 wlasciwe.

Dowad

Jezeli prosta y = az + b jest asymptota ukosna prawostronng krzywej o rownaniu
y = f(x), to zgodnie z definicjg asymptoty ukosnej mamy:
lim [f(z) — (az +b)] = 0, zatem: lim fe)—(aath) _ g,

T—-+00 T—-+00 z
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Wyrazenie: zapisujemy nastepujaco:

Poniewaz lim 220

r—-+00
z ktorych kazda ma granice wlasciwg, otrzymujemy:

= a, to, korzystajac z twierdzenia o granicy sumy dwoch granic,

_ iy f@)-(ad)

SF z +1—1>I7{1 et =0+a=a
X o0 X o0
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T—+00

|:f(x-73) _ az+bd + aac—i—b}

T T

Aby otrzymac¢ drugg z granic, skorzystamy z rownosci lirjl b = b oraz z twierdzenia
T—1+00

o granicy sumy funkcii:

wl_lgloo[f(m) — (az + b)] + ml_l)r_i{loo b= 0+ b, wiec wl_l)IJpoo[f(x) — (ax + b) + b] = b, czyli
lim [f(z) —az —b+b = lim [f(xz)—ax]|=0.

r—+00 T——+00

Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze istnienie granic wtasciwych a = 1in1 ! (;)
T—+00

oraz b = 1_1)13 [f(z) — az] jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby

prostay = ax + b byla asymptota ukos$ng prawostronna krzywejy = f(x).
Podobnie mozna udowodni¢, ze istnienie granic wlasciwych a = 1_i>m @ oraz
Tr—>—00

b= lim [f(z) — az] jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby prosta

y = ax + b byla asymptotg ukoéng lewostronng krzywejy = f(z).

Jezeli prosta y = az + b jest jednocze$nie asymptota uko$ng prawostronng i lewostronna,
to nazywamy jg asymptotg obustronng wykresu funkcji f.



Jezeli wspotczynnik kierunkowy asymptoty ukos$nej wynosi zero, to asymptote uko$na y = b
nazywamy asymptotg pozioma.

Asymptota pozioma jest szczegolnym przypadkiem asymptoty uko$nej, dlatego tez jesli
istnieje asymptota pozioma lewostronna lub prawostronna, to nie badamy istnienia
asymptoty ukosne;.

Twierdzenie: o wyznaczaniu asymptot ukosnych

 Jezeli funkcjay = f(x) daje sie przedstawi¢ w postaci y = ax + b + g(x), przy czym

spetniony jest warunek:
1_i>I_Il g(x) = 0, to prosta y = ax + b jest asymptota uko$ng lewostronng krzywej
y = f(z).
 Jezeli funkcjay = f(x) daje sie przedstawi¢ w postaci y = ax + b + g(x), przy czym
spetniony jest warunek:
$l_1>IJ£100 g(x) = 0, to prosta y = ax + b jest asymptotg uko$na prawostronng krzywej
y = f(z).
Przyktad 1
Sprawdzimy, czy prosta o rownaniu: y = %az — % jest asymptota ukosng obustronna
wykresu funkcji f(z) = %ﬁ”

Rozwigzanie

Sprawdzamy, czy prosta y = %:c — % jest asymptota ukosng lewostronng wykresu

funkcji f(z) = H522E2
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P —00 9(3z+1)
Sprawdzamy teraz, czy prosta y = %:c — % jest asymptotg ukosng prawostronng
wykresu funkcji f(z) = %ﬁ“'
1 T2 —d4at2 (l B 2) L 9(72’—4z+2) —21z(3x+1)+19(3z+1) |
ol TS 53— 9 )| = A 9(3z-+1) -
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Zatem prosta o rownaniu y = %LIZ — % jest asymptotg ukosng obustronng wykresu

.. 2_
funkcji f(x) = Z222
Przyktad 2

Wyznaczymy rownanie asymptoty uko$nejlewostronnej wykresu funkcji f(x) = %{27‘;”.

Rozwigzanie
Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy asymptoty ze wzoru: a = lim ! (xm)
T——00

_ 1 22’2z _ 2
a= $1_1>I_noo 5x3—4r — B
Wyznaczamy wspotczynnik b ze wzoru: b = lim [f(z) — az]

T——00

- . 22349z 2 - . 5(2$3+2m)—2m(5m2—4) - . 18z .

b= mkmoo< 5274 5 m) = lim 5(522_4) = lm 25y =0

Zatem rownanie asymptoty ukos$nejlewostronnejwykresu funkcji f ma postac¢: y = %az
Przyktad 3

Wyznaczymy réwnanie asymptoty ukosnej prawostronnej wykresu funkciji
f(l’) —3z+2x3+1

- 2233z :

Rozwigzanie
Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy asymptoty ze wzoru: @ = lim @
T—00
— iy —Szt422%41 3
a= lim =5gm= = —9

Wyznaczamy wspotczynnik b ze wzoru: b = lim [f(z) — az]



42392242 1
2(223-3z)

. 3241943 . 2(—3z4+22%+1)+3z (22° -3z
b:hm(w—l—%x):hm ( )+32( )

= lim
2300 2z%—3z 2300 b=2(2z>—3x) 2300

Zatem réwnanie asymptoty uko$nej prawostronnejwykresu funkcji f ma postac:
Y = —%m +1

Przyktad 4

Wyznaczymy rownania asymptot uko$nych wykresu funkcji f(z) = 52—

Rozwigzanie

Rownania asymptot uko$nych wyznaczymy na dwa sposoby.

Sposob 1

Funkcja jest okreslona, gdy x — 4 # 0, wiec dziedzing tej funkciji jest zbior Dy = R\ {4}.

Prosta y = ax + b jest asymptotg lewostronng uko$ng wtedy i tylko wtedy, gdy

T flz) — . . . ladciwe.
a= lim == orazb m_lgloo[f(x) az| i granice te sg wlasciwe
Obliczamy granice:

$2

a= lim % = lim =T — lim -2 =

z——o00 T z——o00 T 500 2(z—4)
_ o _ 1 _1
—:EEIPOO (£-2) 2(1+0) 2
Zatem:

1
a= 3.

h— N _ — 13 z? _ 1

Mamy teraz: b = $1_1>r_noo[f(az) ar] = ml_l)I_Iloo [ T T 2 x}
Poniewaz

x? I A § z—4 22 z(z—4)
2(z—4) 2L = 2(z—4) PR 2(z—4) 2(z—4) —

z? 24z 4z 2z

. z? . x 1 —2’”_78 1 2

x T T

Prosta o rownaniu y = %w + 2 jest asymptotg uko$ng lewostronng wykresu funkcji
2

flz) = 2(;:—4)'




Analogicznie wyznaczamy rownanie asymptoty ukosnej prawostronnej:

2

_z T
. f(z) : 2 1) . z = 1 1
a= lim = lim —~ = lim +—+%~ = lim = = =
r>+too = z>+too % 3 +oo 2(z—4) 25400 2(£-1) 2(1+0) 2
2 1 2 2 2
b= lim [m— — —m} = lim . — lim —%*— = lim —~ =2.
z—+oo | 2(z—4) 2 z—+oo (2—4) z—+oo (£-%) z5+oo (1-2)

Prosta o r()wnaniu Y= %m + 2 jest asymptotg ukosng prawostronng wykresu funkciji

flz) = 2(9; )

Odpowiedz

Prosta o réwnaniu Y= %m + 2 jest asymptotg ukosng obustronng wykresu funkciji

f(z) = 2(m )
Sposob 2

Rozwigzemy teraz ten przyklad korzystajac z twierdzenia o wyznaczaniu asymptot
uko$nych.

Poniewaz licznik funkcji f(z) = 2(;’—;) jest stopnia wyzszego niz mianownik, dzielimy

licznik przez mianownik:

(22 +0z+0): (2z — 8) = 5z + 2

—(a:2 —4:3)
0+4z+0
— (4 — 16)

0 + 16 reszta

Mozemy wiec funkcje f(x) = 2(;4) zapisa¢ w postaci y = ax + b + g(z), czyli

flz) = $+2+ (m NE

_ 16 6 _ -
Oznaczmy przez g(z) = 57y | Zauwazmy, Ze xl_l)I_iI_loo 34y — 0, wiec prosta
2

2(5—4) :

Y = %:c + 2 jest asymptotg uko$ng prawostronng wykresu funkcji f(z) =

Podobnie pokazujemy, ze prostay = %a: + 2 jest asymptotg ukosng lewostronng wykresu
tej funkcii.
Odpowiedz

72

Prostay = %zc + 2 jest asymptotg uko$na obustronng wykresu funkcji f(z) = 1)

Przyktad 5



Wyznaczymy rownania asymptot wykresu funkcji f(z) =
Rozwigzanie

Funkcja jest okreslona dla ¢ # 2, zatem: Dy = (—o0, 2) U (2, o).

Zauwazmy, ze xlirgl_ 22:23 = [%] = —00 oraz mlLIgl+ % = [4013} = o0, wiec prosta
. . . . o 1:2_3
x = 2 jest asymptotg pionowg wykresu funkcji f(z) = Z=.

27 . . . .. . . . .
= _23 jest stopnia wyzszego niz mianownik, dzielimy

Poniewaz licznik funkcji f(z) =

licznik przez mianownik:

(2°+0z—3): (z—2) =z +2

— (:L'2 — 2:13)
042z —3
— (2z —4)
0 + 1 reszta
Funkcje f(z) = ‘";2__23 zapisujemy w postaci f(z) = z + 2 + 5.
Prosta y = x + 2 jest asymptota uko$ng obustronng wykresu funkcji f(z) = “;2:23
poniewaz wl_l)I_Iloo — = 0i x1—1>I—Eloo — = 0.
Stownik

asymptota ukosna lewostronna wykresu funkcji

prosta y = ax + b jest asymptota uko$ng lewostronng wykresu funkcji y = f(z), jezeli
granica réznicy wartosci funkcji f i funkcji liniowejy = ax + bdlaz — —oo jest rowna
Zero

asymptota ukosna prawostronna wykresu funkcji

prosta y = az + b jest asymptota ukosna prawostronng wykresu funkcji y = f, jezeli
granica roznicy wartosci funkcji f(z) i funkciji liniowejy = ax + bdlaz — +o0 jest

rowna zero



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem prezentujagcym metody wyznaczania réwnan asymptot

ukosnych wykresu funkcji a nastepnie rozwiaz polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DVrNRglzf

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej asymptoty ukosne;.

Polecenie 2

3

Zbadaj istnienie asymptot ukosnych wykresu funkcji f(z) = xf—H

Polecenie 3

x3—T7x—8

Zapisujac funkcje f(z) = T
asymptoty ukosnej wykresu tej funkcji.

w postaci f(z) = az + b+ g(x), podaj réwnanie



https://zpe.gov.pl/a/DVrNRglzf

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

92>

Dana jest funkcja opisana wzorem f(x) = |

. Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Wykres funkgcji f nie ma asymptoty ukos$ne;j.

() Asymptota uko$na wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu: y = = — 1.

() Asymptotg uko$ng wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu: y = 3z — 1.

() Asymptotg uko$ng wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu: y = 3z + 1.

Cwiczenie 2

Do wzoru funkcji dobierz réwnanie asymptoty ukosnej obustronnej jej wykresu.

fle) = 2 y=2+3
9(35):% y=xz—1
h(z) = £ y=z—3
k(z) = 222 y=z+1



Cwiczenie 3

Dana jest funkcja opisana wzorem f(:):) = % Wybierz wszystkie zdania prawdziwe.

0 Prosta o rownaniu y = %:c + 2 jest tylko asymptotg ukos$ng prawostronng wykresu
tej funkciji.

0 Prosta o rownaniu y = %w + 2 jest asymptotg ukos$ng obustronng wykresu tej
funkcji.

(] Wykres funkcji f nie ma asymptoty ukos$ne;j.

Prosta o rownaniu y = 3z nie jest asymptota ukosna lewostronng wykresu tej
o funkciji.

Cwiczenie 4

W wyznaczone miejsca wpisz odpowiednie liczby catkowite.

Prosta o rownaniu y = ‘ ’ -x+ ‘ ’jest asymptota ukosna

obustronna wykresu funkcji f(z) = SZ22=3

Prosta o rownaniu y = ‘ ’ -r— ‘ ’jest asymptotg ukosng

obustronna wykresu funkcji f(z) = %

Prosta o rownaniu y = ‘ ’ -r— ‘ ’jest asymptotg ukosng
z2—6z—10

obustronna wykresu funkcji f(z) = =25



Cwiczenie 5

2 —2z+3

——5 . Wybierz zdanie prawdziwe.

Dana jest funkcja opisana wzorem f(x) =

Asymptotg ukosna obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu
y=1x+ 2.

O

Asymptotg ukos$ng obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o rownaniu
y=x— 2.

O

Asymptota ukos$ng obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o rownaniu
y=a+ 1.

() Asymptota uko$na obustronna wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu y = .

Cwiczenie 6

. . . 3 249 11 , . ;. .
Dana jest funkcja opisana wzorem f(x) = %. Ocen prawdziwos$¢ ponizszych

zdan.

Prawda Fatsz

Asymptota ukosng
obustronng wykresu tej
funkcji jest prosta
0 wspotczynniku O O
kierunkowym

_ i JE®) 1
T

Asymptota ukos$ng
obustronng wykresu tej
funkcji jest prosta
0 wspotczynniku O O
b= lim [f(z) —azx] = —1

T— 00

Prosta o réwnaniu

Y= %m — 1 jest asymptota O O
ukosna obustronng
wykresu tej funkcji.



Cwiczenie 7 @

Dana jest funkcja opisana wzorem f(m) = _””3;34—1’;_3””. Wybierz zdanie prawdziwe.
() Prosta o réwnaniu y = —z jest asymptota uko$nag wykresu tej funkgji.
() Prostaoréwnaniuy = —x + 4 jest asymptota uko$na wykresu tej funkgji.

() Wykres funkgcji f nie ma asymptoty ukos$nej.
() Prostaoréwnaniuy = —x + 1 jest asymptota ukosna wykresu tej funkcji.
Cwiczenie 8 @

Dana jest funkcja opisana wzorem f(z) = V4z? + 3. Woybierz wszystkie zdania prawdziwe.

Prosta o rownaniu y = 2 jest asymptota ukosna prawostronng wykresu tej
U funkcji.

(] Prosta o réwnaniu y = 2z jest asymptota uko$na obustronng wykresu tej funkcji.
[ ] Wykres funkgcji f nie ma asymptoty ukosne;j.

Prosta o réwnaniu y = —2z jest asymptota ukosna lewostronna wykresu tej
U funkcji.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Asymptota ukosna wykresu funkcji

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» zna definicje asymptoty ukos$nejlewostronnej, prawostronnejwykresu funkcji

e znatwierdzenia umozliwiajace wyliczenie rownania asymptot ukosnych wykresu
funkciji

» podaje rownania asymptoty ukosnejlewostronnej, prawostronneji obustronnejwykresu
funkciji

 oblicza granice funkcji w nieskonczonosci korzystajgc z poznanych witasnosci
o granicach

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiazania

» przedstawia pelny tok rozwigzania zadania wraz z uzasadnieniem

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wyklad informacyjny
e burza mozgow
e pokaz multimedialny

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu
« tablica interaktywna/rzutnik multimedialny
o e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja definicje asymptoty pionowej wykresu funkciji.
2. Uczniowie podaja metody wyznaczania granicy funkcji w nieskonczonosci.
3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy 3 - osobowe.

2. Kazda grupa ma zapoznac si¢ z materialem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’.

3. Na podstawie przeczytanego materiatu uczniowie przygotowuja przyktad funkcii,
ktorej wykres ma asymptote uko$na a nastepnie jej wykres sporzadzaja w programie
geogebra.

4. Chetni przedstawiciele grup prezentuja na tablicy szkice wykresow funkcji
z zaznaczeniem asymptoty ukosneji pionowej - jesli wykres taka posiada.

5. Metoda burzy mozgow uczniowie okreslaja etapy wyznaczenia rOwnania asymptoty
ukosne;.

6. Uczniowie formutuja wnioski, w ktorych okreslajg jak otrzymac¢ rownanie asymptoty
ukosne;.

7. Nauczyciel prezentuje film samouczek i omawia go z uczniami, nastepne uczniowie
samodzielnie rozwigzuja zadania pod filmem.

8. Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.



9. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajgc im wskazowek i zwracajgc uwage na
starannos$¢ zapisow.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych.

2. Uczniowie okres$laja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Uczniowie sporzadzajg notatke w zeszycie: definicje i twierdzenia o asymptocie
ukosnejwykresu funkcii.

4. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie pozostatych ¢wiczen interaktywnych z sekcji ,Sprawdz

sie”.
Materialy pomocnicze:
» Wykres funkciji

Wskazowki metodyczne:

Materiaty zawarte w filmie samouczku uczniowie moga przeanalizowac jako prace witasng
przed lekcjg. Umozliwi im to wystapienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/wykres-funkcji/DMjeeayJi

